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R. Batpus. Mehrdeutige Ebenentransformationen. 1 


Zur Theorie der gegenseitig mehrdeutigen algebraischen 
Ebenentransformationen. 


Von 


Ricuarp Baxpus in Erlangen. 


Inhaltsiibersicht. sim 

EE Ce ee ee ee, ee 1 

§ 1. Die Transformation, ihre Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven. . . 3 
§ 2. Die Ubergangskurven, die Doppelkurven, die Kurven (D,) und (D,). ... 5 
§ 3. Die den Geraden entsprechenden Kurven ........4.... 7 


§ 4. Die durch die [m,, m,]-Korrespondenz bestimmte Strahlenkongruenz K. a ee 
§ 5. Die durch die Kongruenz K in irgend zwei Ebenen bestimmte Korrespondenz 18 
§ 6. Die Abbildung der Kongruenz K auf eine Fliche [®] eines linearen drei- 


Co ee re re a ee 20 
§ 7. Die Beziehung zwischen den Ebenen ¢,, e, und der Fliche [®]..... . 24 
§ 8. Folgerungen fiir die [m,,m,]-Tramsformation. ............4.. 27 
§ 9. Transformationen, die sich in rationale und birationale Transformationen 
SE ED ces atlgcnrmale Que epnieisld ts eve ooyre te emilee 32 
Einleitung. 


Die Theorie der birationalen, der [1, 1]-Transformationen zwischen 
den Punkten zweier Ebenen ist seit den grundlegenden Arbeiten L. Cremonas 
weit ausgebaut worden und hat zu zahlreichen schénen Anwendungen ge- 
fiihrt. Fast gleichzeitig wurden die rationalen, die |1, m|-Transformationen 
zweier Ebenen untersucht: In allgemeiner Form behandelte zuerst R. de 
Paolis*) die [1,2]-Korrespondenzen, dessen Untersuchungen von M. Noether**) 


*) R. de Paolis. Le trasformazioni piane doppie. Rom. Acc. L. Mem. Ser. III, 
1 (1877), S. 511. 

**) M. Noether. Uber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen. Sitzungsber. 
d. phys. med. Soc, Erlangen 1878. Uber eine Klasse von auf die einfache Ebene 
abbildbaren Doppelebenen. Math. Ann. 33 (1889), 8. 525. 
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weitergefiihrt wurden*); P. Visalli**), G. Jung***), Ch. A. Scott+) be- 
trachteten allgemeine [1, |-Transformationen. 

Da sich die tiber [m,, m,|-Transformationen vorliegenden Abhand- 
lungen ausschlieBlich mit sehr speziellen Fillen befassen, kommen sie fir 
das Folgende nicht in Betracht. Nur zwei Arbeiten von G. Marletta}+) 
seien erwaihnt, in denen die allgemeinsten [2, 2|-Korrespondenzen unter- 
sucht werden, in welchen den Geraden einer Ebene Kegelschnitte oder 
Kurven 3. Ordnung in der anderen Ebene zugeordnet sind. 


Allgemeine gegenseitig mehrdeutige Ebenentransformationen sind noch 
nicht behandelt, sie sollen im folgenden auf geometrischem Wege unter- 
sucht werden. Dabei ist zu bemerken: Die Theorie der birationalen Trans- 
formationen stiitzt sich vor allem auf die Eindeutigkeit, die bei den 
rationalen Transformationen fiir eine Ebene aufhért. Demnach sind bei 
diesen zweierlei Arten von Schliissen zu unterscheiden, solche, bei welchen 
die eindeutige Beziehung der ganzen Ebene beniitzt wird und solche, bei 
denen das nicht der Fall ist. Nur die zweite Gruppe von Schliissen labt 
sich auf die |[m,, m,|-Korrespondenzen tibertragen, was hier in den §§ 1—3 
geschieht, die demnach groSenteils eine Verallgemeinerung von Schblub- 
weisen und Ergebnissen darstellen, die aus der Theorie der rationalen 
Transformationen bekannt sind. In den folgenden §§ 4—8 wird ein anderer 
Weg betreten: Es wurden bisher mehrfach die Strahlensysteme untersucht, 
welche durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier birational 
aufeinander bezogenen Ebenen entstehen, am eingehendsten von A. Hirst +++). 
Wiahrend dort die Cremona-Transformationen dem Studium der Kongruenzen 
dienten, sollen hier die durch die [m,, m,]-Korrespondenzen definierten 
Strahlensysteme zur Ableitung von Eigenschaften der Transformationen 
beniitzt werden. Dies geschieht durch Abbildungen der Kongruenzen auf 
Flichen, die es gestatten bereits bekannte Eigenschaften der Abbildung 


*) Die Abhandlungen von A. Clebsch, die weiteren von R. de Paolis u. a. sind 
hier nicht aufgefiihrt, weil sie speziellere Fille von [1, 2]-Transformationen zum 
Gegenstand haben. 

**) P. Visalli. Memorie sulle trasformazioni geometriche N-ple. Messina (1884). 
Sopra le diverse classi delle trasformazioni geometriche piane »-ple ibid. Diese beiden 
Arbeiten waren dem Verfasser nur im Auszug zuginglich. 

***) G. Jung. Sulle trasformazioni piane multiple. Rom. Acc. Linc. Rend. Ser. (4), 
2, (1886), S. 302. 

+) Ch. A. Scott. Studies in the transformation of plane algebric curves. Quarterly 
Journal 29 (1898), S. 329, 32 (1901), S. 209. 

++) G. Marletta. La trasformazione quadratica (2,2) fra piani. Circ. Mat. di Palermo. 
Rend. 17 (1903), 8.173. Le trasformazioni cubiche (2, 2) fra piani. ibid. 17 (1903), S. 371. 

+++) A. Hirst. On Cremonian Congruences. London Math. Soc. Proc. 14 (1883), 
8. 259. 
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algebraischer Flichen auf mehrfach tiberdeckte Ebenen fiir die [m,, m,]- 
Korrespondenzen zu verwerten. Die methodischen Ergebnisse dieser Be- 
trachtungen wie auch eine Anzahl neuer numerischer Relationen enthilt § 8. 
§ 9 behandelt |m, , m,j-Transformationen, die sich in eine Folge von ratio- 
nalen und birationalen Transformationen zerlegen lassen. 


§ 1. 


Die Transformation, ihre Fundamentalpunkte 
und Fundamentalkurven. 


1. Zwei Ebenen ¢, und ¢, seien algebraisch so aufeinander bezogen, 
daB jedem Punkt von «, m, Punkte in «¢ entsprechen, jedem Punkt 
vom é, m, Punkte in ¢,. Einer Geraden g, von «, sei durch die Trans- 
formation eine irreduktible Kurve n** Ordnung (G,) in &, zugeordnet. Hiner 
Geraden g, von é, entspreche in ¢, eine Kurve (G,). Da den » Schnitt- 
punkten von g, und (G,) die Schnittpunkte von (G,) und g, umkehrbar 
eindeutig zugeordnet sind, folgt daraus, daB auch die Kurven (G,) in ¢,, 
welche den Geraden von ¢, entsprechen, die Ordnung n haben. p, sei das 
Geschlecht der Kurven (G,), p, das der Kurven (G,). 


2. Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven. Wihrend unter den 
birationalen Transformationen die Kollineation die einzige ist, bei der 
keine Fundamentalpunkte auftreten, gibt es unter den héheren Korrespon- 
denzen wieder solche, welche keine Fundamentalpunkte besitzen. So liefert 
die Projektion einer algebraischen Flaiche von zwei nicht auf ihr liegenden 
Punkten aus in zwei Ebenen eine solche Transformation der beiden 
Ebenen*). 

Es kénnen in jeder der beiden Ebenen, z. B. in ¢,, Fundamentalpunkte 
auftreten, dabei lassen sich drei Arten von Fundamentalpunkten unter- 
scheiden: 

I. Ein Punkt ist in x, Blattern der m,-fach iiberdeckten Ebene «, 
Fundamentalpunkt, als Fundamentalpunkt jedes dieser x, Blatter entspricht 
ihm eine Fundamentalkurve in «¢,, die x, Fundamentalkurven sind alle von- 
einander verschieden. In jedem der x, Blitter entsprechen den Richtungen 
durch den Punkt umkehrbar eindeutig die Punkte der zugeordneten Funda- 
mentalkurve, die x, Fundamentalkurven sind demnach alle rational. Einem 
Punkt einer soleben Fundamentalkurve sind m, Punkte zugeordnet, von 
denen einer in den Fundamentalpunkt fallt, die Fundamentalkurve ist in 
einem Blatte der m,-fach tiberdeckten Ebene «, Fundamentalkurve. Dem 

*) Vgl. G. Marletta. La trasformazione ... fiir den Fall einer Flache 2. Ordnung. 

1* 
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Fundamentalpunkt entsprechen aufer den Fundamentalkurven m, —x, weitere 
Punkte in ¢,. 

Il. Eine Fundamentalkurve ist in /, der m, Blatter von «, Funda- 
mentalkurve. Bei /, >1 sind zwei Fille méglich: entweder es gehéren 
zur Kurve /, getrennte Fundamentalpunkte in «,, dann ist sie wieder 
rational, dies liefert Fundamentalpunkte von der Art I, oder es fallen 
x, > 1 Fundamentalpunkte, welche dieser Kurve zugeordnet sind, in jeder 
Richtung zusammen. 

Dies fiihrt auf eine neue Gruppe von Fundamentalpunkten, die sich 
von denen der ersten Art dadurch unterscheiden, daB von ihren x, Funda- 
mentalkurven x," in eine Kurve von der Ordnung g, zusammenfallen. 
Jedem Punkt dieser Kurve sind x,’ Richtungen durch den Fundamental- 
punkt zugeordnet, die Kurve braucht nicht mehr rational zu sein. Von 
den einem ihrer Punkte entsprechenden Punkten fallen x,’ in den Funda- 
mentalpunkt. Dabei kiénnen von den demselben Fundamentalpunkt zuge- 
ordneten Fundamentalkurven einige weitere in eine zweite Kurve zusam- 
menfallen usw. 

Fiir spiitere Betrachtungen soll die Bezeichnung 


27%; — Pa 


eingefiihrt werden, die Summe auf simtliche Fundamentalkurven von «, 
erstreckt, in welchen mehrere demselben Fundamentalpunkt in ¢, ent- 
sprechende Kurven zusammenfallen. Analog sei fiir die andere Ebene 


= Ps = P;- 

Ill. In I entsprechen einem Punkt der Fundamentalkurve auBer dem 
Fundamentalpunkt weitere m,—1 Punkte, in II fallen x,’ der einem Punkt 
der Fundamentalkurve entsprechenden Punkte in jeder Richtung im Funda- 
mentalpunkt zusammen. Eine dritte Art von Fundamentalpunkten tritt 
dann auf, wenn der Punkt fiir die Fundamentalkurve Fundamentalpunkt 
in nur einem Blatt ist und trotzdem von den einem Punkt der Funda- 
mentalkurve entsprechenden Punkten zwei in den Fundamentalpunkt fallen. 
Dann fallen aber diese beiden Punkte in bestimmter Richtung zusammen, 
sie sind unendlich benachbart. Die Fundamentalkurve ist hier wieder rational. 


3. Unter der Ordnung cines Fundamentalpunktes soll die Summe der 
Ordnungen der ihm entsprechenden Fundamentalkurven verstanden werden, 
wobei jede Kurve so oft gezihlt wird, als die Anzahl der Blatter betrigt, 
in denen sie fiir diesen Punkt Fundamentalkurve ist. Die Ebene «, ent- 
halte «, Fundamentalpunkte i** Ordnung (i = 1, 2,---), entsprechend sollen 
in ¢, §, Fundamentalpunkte i** Ordnung liegen. 
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2x, heibe die Anzahl der Fundamentalpunkte von ¢,. Dies ist die 
Summe der Fundamentalpunkte, jeder Punkt so oft gezihlt, als die Anzahl 
der Blitter von «, betriigt, in denen er Fundamentalpunkt ist. Analog ist 
dann 2x, die Anzahl der Fundamentalpunkte in ¢,. 


4. Einschriinkende Voraussetzungen. Um die folgenden Betrachtungen 
nicht zu umstandlich zu gestalten, soll vorausgesetzt werden, daB in keinem 
Fundamentalpunkt eine Fundamentalrichtung auftritt, d.h. es sollen nicht 
alle Kurven, welche den Kurven der anderen Ebene entsprechen, in einem 
der Fundamentalpunkte eine feste Gerade beriihren (d'2s wiire der Fall, 
wenn in einem Blatt einer der Ebenen zwei Fundamentalpunkte unendlich 
benachbart wiren). Ferner soll vorausgesetzt werden, daB bei den Funda- 
mentalpunkten 2. Art die x,’ Richtungen durch den Fundamentalpunkt, 
welche einem Punkt der Fundamentalkurve entsprechen, im allgemeinen 
verschieden sind. 


§ 2. 
Die Ubergangskurven, die Doppelkurven, die Kurven (D,) und (Dz). 


5. Ubergangskurven und Doppelkurven. Einer Geraden g, in «, ent- 
spricht nach Nr. 1 eine Kurve (G,) vom Geschlecht p, in ¢,. Da jedem 
Punkt von g, m, Punkte auf (G,) entsprechen, jedem Punkt von (G,) ein 
Punkt auf g, zageordnet ist, betrigt nach der bekannten Formel von 
H. G. Zeuthen die Anzahl der Koinzidenzen auf (G,) 


2(m, + p,—1). 


Auf irgend einer Geraden g, in ¢, liegen also soviele Punkte, von deren 
entsprechenden in ¢ zwei in bestimmter Richtung zusammenfallen. Diese 
Punkte in ¢, bilden die Ubergangskurve oder Grenzkurve von ¢,, wahrend 
die Punkte von «,, in denen das Zusammenfallen stattfindet, die Doppel- 
kurve von «¢ bilden. Jeder Punkt der Doppelkurve enthilt eine aus- 
gezeichnete, mit der Tangente nicht zusammenfallende Richtung, in welcher 
sich die beiden Punkte vereinigen. 

Die den Fundamentalpunkten 3. Art zugeordneten Fundamentalkurven 
hatten die Eigenschaft der Ubergangskurve (Nr. 2). Die Ubergangskurve 
in ¢, von der Ordnung 2(m,+p,—1) zerfillt also in die Fundamental- 
kurven vom Typus III in «, und in eine Restkurve. Die diesen Funda- 
mentalkurven zugeordneten Fundamentalpunkte kénnen als unendlich kleine 
Doppelkurven aufgefaBt werden. Der Restkurve entspricht die eigentliche 
Doppelkurve von ¢,, und diese beiden Kurven sind umkehrbar eindeutig 
aufeinander bezogen und haben folglich dasselbe Geschlecht. Die Restkurve 
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werde als Ubergangskurve erster Art bezeichnet, wihrend diese Funda- 
mentalkurven die Ubergangskurve zweiter Art bilden. 

Die gesamte Ubergangskurve von ¢, habe die Klasse k, und s, statio- 
naire Tangenten, sie gehe 4,-mal durch einen Fundamentalpunkt der in 
ihr zusammenhiingenden Blatter hindurch. n, sei die Ordnung der Doppel- 
kurve von «,. Die entsprechenden Zahlen fiir die Ubergangskurve in «, sind 
dann k,, 8,, 4g, die Ordnung der Doppelkurve von ¢, ist m,. 


6. Die Kurven (D,) und (D,).*) Ein Punkt der Ubergangskurve einer 
der beiden Ebenen, etwa von ¢,, hatte die Eigenschaft, daB ihm als Punkt 
in zwei Blittern von «, in der Ebene «¢ zwei in bestimmter Richtung in 
einem Punkt der Doppelkurve zusammenfallende Punkte entsprechen. Diese 
zusammenfallenden Punkte liegen in demselben Blatt von «,, demgemib 
fallt von den m, diesem Punkt der Doppelkurve entsprechenden Punkten 
nur einer in den Punkt der Ubergangskurve. Liegt dagegen in ¢, ein 
Punkt P,, dem als Punkt in zwei Blittern zwei Punkte in ¢, entsprechen, 
die, ebenfalls in zwei Bliittern liegend, in einem Pankt P, in jeder Richtung 
zusammenfallen, dann fallen auch von den m, dem Punkt P, entsprechen- 
den Punkten zwei in P, in jeder Richtung zusammen. Diese Punkte P, 
in ¢, sollen eine Kurve (D,) von der Ordnung d, bilden, die Punkte P, 
in ¢, eine Kurve (D,) von der Ordnung d,.**) 


7. (D,) und (D,) sind umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen. 
Einem P, unendlich benachbarten Punkt entsprechen zwei P, unendlich 
benachbarte Punkte, d. h. jeder Richtung durch P, sind zwei Richtungen 
durch P, zugeordnet und ebenso jeder Richtung durch P, zwei solche 
durch P,. Betrachtet man im Strahlenbiischel mit dem Scheitel P, zwei 
Strahlen dann als korrespondierend, wenn ihre Richtung derselben Rich- 
tung durch P, entspricht, dann erhilt man im Strahlenbiischel eine 
involutorische [2, 2]-Korrespondenz, deren vier Koinzidenzen sich in der 
folgenden Weise ergeben: Der Tangentenrichtung von (D,) in P, ent- 
spricht die Tangentenrichtung in P, von (D,). Diese liefert eine Koinzidenz 
im Strahlenbiischel, die doppelt zihlt, weil der Tangente kein von ihr 
verschiedener Strahl des Biischels entspricht. Fallt ein anderer Strahl 
durch P, mit einem korrespondierenden zusammen, dann entsprechen seiner 


*) Diese Kurven sind noch nirgends beriicksichtigt worden. 

**) In der zu Anfang von Nr. 2 erwihnten Transformation sind die Projektionen 
einer Doppelkurve der algebraischen Fiiche solche Kurven (D,) bez. (D,). Wie man 
einen Fundamentalpunkt 3. Art als unendlich kleine Doppelkurve auffassen kann, so 
kann man einen Fundamentalpunkt 2. Art, fiir den x, 2 ist, als unendlich kleine 
Kurve (D,) betrachten. 
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Richtung, wie man unschwer erkennt, zwei zusammenfallende Richtungen 
durch P,, woraus folgt, daB auch diese Koinzidenz doppelt zihlt und 
keine weiteren Koinzidenzen auftreten. D. h. 

In jedem Punkt P, von (D,) gibt es eine von der Tangente verschie- 
dene ausgezeichnete Richtung, der eine ebensolche ausgezeichnete Richtung in 
P, auf (D,) entspricht. Dem in der ausgezeichneten Richtung zu P, wnend- 
lich benachbarten Punkt entsprechen in & Punkte, von denen zwei in der 
ausgezeichneten Richtung zu P, unendlich benachbart sind, und umgekehrt. 

Die einer Geraden g, entsprechende Kurve (G,) hat in den Punkten, 
welche den Schnittpunkten von g, mit (D,) entsprechen, Doppelpunkte, 
in jedem dieser Punkte fallen zwei demselben Punkt von g, entsprechende 
Punkte zusammen. Diese Koinzidenzen zihlen, weil sie in Doppelpunkten 
liegen, in der zu Anfang von Nr. 5 verwendeten Zeuthenschen Formel 
nicht mit, die Kurve (D,) erniedrigt also die Ordnung der Ubergangs- 
kurve nicht. 


8. Einschriinkende Voraussetzungen. Als weitere Voraussetzungen seien 
die folgenden eingefiihrt. 

a) Es sollen keine den Kurven (D,), (D,) analogen Kurven auftreten, 
bei welchen jeder Richtung durch einen Punkt der einen Kurve zwei zu- 
sammenfallende Richtungen durch den entsprechenden Punkt der anderen 
Kurve zugeordnet sind.*) 

b) Ebenso soll keine der Ebenen den Kurven (D,) und (D,) analoge 
Kurven besitzen, bei denen in jedem Kurvenpunkt drei oder mehr Punkte 
zusammenfallen.**) 

c) Keine der Ebenen enthalte ferner eine Kurve von der Eigenschaft, 
daB von den einem ihrer Punkte entsprechenden Punkten drei oder mekr 
in bestimmter Richtung zusammenfallen. Schon in Nr. 2, II] wurde nur 
der Fall beriicksichtigt, in dem zwei Punkte unendlich benachbart sind. 


§ 3. 
Die den Geraden entsprechenden Kurven. 


9. Allgemeine Kurven (G,).***) Einem Punkt A, im ¢, seien in é 
die Punkte A,, A,®, ---, A.) zugeordnet, einem Punkt B, die Punkte 


*) In der Transformation von Nr. 2 wiiren die Projektionen einer Kuspidalkurve 
der algebraischen Fliiche solche Kurven. 
**) Als unendlich kleine Kurven dieser Art kinnte man die Fundamentalpunkte 
vom Typus III auffassen, bei denen x,’ > 2 ist. 
***) Die folgenden Resultate werden nur fiir die eine Ebene abgeleitet, durch 
Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhilt man die fir die andere Ebene geltenden 
Betrachtungen. 
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By, B®, +--+, Bm. Einer Geraden g, von ¢, entspricht nach Nr. 1 in «¢, 
eine Kurve (G,) von der Ordnung und dem Geschlecht p,. Enthilt g, 
je einen der Punkte A,” und B,“, dann und nur dann liegen die Punkte 
A, und B, auf (G,), d. h. 

In «, gibt es m,* Kurven (G,), welche durch zwei gegebene Punkte 
hindurchgehen. 

Sind die Punkte A, und B, auf einer Geraden h, unendlich benach- 
bart, dann sind zwei demselben Blatt von ¢, entsprechende Punkte A,” 
und B,” ebenfalls unendlich benachbart. Die m, Geraden g,, auf welchen 
diese Punkte zusammenfallen, liefern die Kurven (G,), welche h, im 
Punkt A,, B, beriihren. Daraus folgt: 

m, Kurven (G,) beriihren eine Gerade in einem gegebenen Punikt. 

Die co* Kurven (G,), welche durch A, hindurchgehen, bilden m, ein- 
fach unendliche rationale Scharen, die den Strahlenbiischeln mit den 
Scheiteln A,” entsprechen, jede vom Index m,. Je zwei dieser Scharen 
haben eine gemeinsame Kurve, die in A, einen Doppelpunkt hat, deren 
zugeordnete Gerade g, durch zwei der Punkte A, hindurchgeht. Daraus, 
daB eime Kurve (G,) in einem Punkt A, dann einen Doppelpunkt hat, 
wenn die entsprechende Gerade g, zwei der Punkte A,” enthilt, ergibt sich: 


: m,(m,—1) Kurven (G,) haben in einem gegebenen Punkt einen 
Doppelpunkt. 

10. Hat eine Kurve (G,) in einem Punkt eine Spitze, dann ent- 
sprechen diesem Punkt zwei unendlich benachbarte Punkte von g,. Da 
auf einer Geraden in ¢, im allgemeinen keine zwei unendlich benachbarten 


Punkte liegen, die demselben Punkt in ¢, entsprechen, haben die Kurven (G,) 
im allgemeinen keine Spitzen.*) Folglich ist 


2(n + p,—1) 
ihre Klasse, sie haben 


+ (n—1)(n—2)—p, Doppelpunkte, 
2n? + 4np, + +P: 10n,— 14p,+ 12 Doppeltangenten, 
3n + 6(p,—1) Wendetangenten. 


Der Geraden g, sei die Kurve (G,) zugeordnet, der Geraden g, die 
Kurve (G,). Wird (G,) von g, beriihrt, dann beriihren sich auch g, und (G,), 
demnach haben alle (G,), welche g, beriihren, die Tangenten von (G,) zu 


*) Das ist nicht mehr der Fall, wenn man die in Nr. 4 und Nr. 8a eingefiihrten 
Voraussetzungen fallen li8t. 
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entsprechenden Geraden. Da einem Punkt von ¢, m, Punkte in ¢ zu- 
geordnet sind, folgt aus der Klasse 2(m-+p,—1) von (G,): 

Es gibt 2m,(n+p,—1) Kurven (G,), welche eine gegebene Gerade be- 
riihren und durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen. 

Die Kurven (G,), welche eine gegebene Gerade beriihren, bilden eine 
einfach unendliche Schar vom Geschlecht p, und vom Index 2m,(n + p,— 1). 
Aus der Zahl der gemeinsamen Tangenten zweier Kurven (G,) ergibt sich: 

4(n + p,—1)* Kurven (G,) beriihren zwei gegebene Gerade. 

Die Wendetangenten von (G,) liefern die Kurven (G,), welche mit 9, 
drei unendlich benachbarte Punkte gemeinsam haben, die Doppeltangenten 
die Kurven (G,), welche g, doppelt beriihren, d. h. 

3n + 6(p,—1) Kurven (G,) haben eine gegebene Gerade zur Wende- 


tangente, 2n* + 4np, + : p,* — 10n, — 14p, + 12 zur Doppeltangente.*) 


11. Schneidet g, die Doppelkurve in einem Punkt (nicht in der aus- 
gezeichneten Richtung dieses Punktes), dann beriihrt (G,) im entsprechenden 
Punkt die Ubergangskurve 1. Art (Nr. 5). Die Kurven (G,) beriihren 
demnach die Ubergangskurve 1. Art in m, Punkten, die Ubergangskurve 
2. Art im allgemeinen nicht. Trifft g, die Kurve (J) in einem Punkte 
(nicht in der ausgezeichneten Richtung dieses Punktes), dann hat (G,) im 
entsprechenden Punkt von (D,) einen Doppelpunkt (Nr. 6), folglich haben 
die Kurven (G,) je d, Doppelpunkte auf (D,). Schneidet g, die Uber- 
gangskurve 1. Art, dann iiberschreitet (G,) den entsprechenden Punkt der 
Doppelkurve in der ausgezeichneten Richtung, trifft g, in einem Punkt 
die Ubergangskurve 2. Art, dann geht (G,) in der diesem Punkt ent- 
sprechenden Richtung durch den zugeordneten Fundamentalpunkt hindurch. 

Durch jeden Fundamentalpunkt geht eine Kurve (G,) mit soviel Asten 
hindurch, als die Ordnung des Fundamentalpunktes betrigt (Nr. 3), in 
Richtungen, welche den Schnittpunkten von g, mit den zugeordneten 
Fundamentalkurven entsprechen. 

Ist eine Kurve von der Ordnung f in «, fiir m, Punkte in «, Funda- 
mentalkurve (jeder Punkt in je einem Blatt gerechnet), dann entsprechen 
jedem ihrer Punkte, der nicht selbst Fundamentalpunkt ist, diese m, Funda- 
mentalpunkte. Die Schnittpunkte einer Kurve (G,) mit dieser Kurve 
kénnen demnach nur durch die Schnitte von gy, mit Fundamentalkurven 
entstehen, deren Fundamentalpunkte auf dieser Fundamentalkurve f** Ord- 
nung liegen; demnach ist die Ordnungssumme der auf ihr liegenden 
Fundamentalpunkte n/. 


*) Zu Nr. 9 und Nr. 10 vgl. R. de Paolis a. a. O. § 3 Nr. 6 fiir den Fall einer 
[1, 2]-Transformation. 
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12. Spezielle Kurven (G,). Geht g, durch einen Fundamentalpunkt 
#* Ordnung hindurch, dann zerfallt (G,) in die zugeordneten Fundamental- 
kurven und eine Restkurve » —i*" Ordnung. Wenn g, einen Fundamental- 
punkt 3. Art trifft (der als unendlich kleine Doppelkurve aufgefaBt werden 
kann, Nr. 5), dann beriihrt die Restkurve die Fundamentalkurve in dem 
der Richtung von g, entsprechenden Punkt. Es gibt also eine Kurve (G,), 
welche durch die Ubergangskurve 2. Art in einem gegebenen Punkt be- 
rihrt. Ist g, Tangente einer Fundamentalkurve 1. oder 2. Art, dann hat 
(G,) in den der Fundamentalkurve entsprechenden Fundamentalpunkten 
soviele Spitzen, als die Anzahl der Blatter von «, betriigt, in denen die 
Kurve Fundamentalkurve ist. 

Beriihrt g, eine Fundamentalkurve 3. Art im Punkt A,, dann schneidet 
eine beliebige Gerade g, durch den zugeordneten Fundamentalpunkt die 
Kurve (G,) in zwei zusammenfallenden Punkten, weil die ihr entsprechende 
Kurve (G,) in die Fundamentalkurve und eine Restkurve zerfallt und die 
letztere g, auBerhalb A, trifft. Nur wenn die Richtung von g, dem 
Punkt A, entspricht, beriihrt nach dem zu Anfang dieser Nummer Ge- 
sagten auch die Restkurve die Gerade in A,, die Kurve (G,) hat mit 
dieser Geraden g, vier im Fundamentalpunkt zusammenfallende Schnitt- 
punkte. Daraus folgt: 


Den Tangenten einer Fundamentalkurve 3. Art von & entsprechen . 


Kurven (G,), die sich im zugeordneten Fundamentalpunkt in der dem Be- 
rithrungspunkt entsprechenden Richtung selbst beriihren. 


13. Geht g, durch einen Punkt der Doppelkurve in der aus- 
gezeichneten Richtung hindurch, dann hat (G,) in dem entsprechenden 
Punkt der Ubergangskurve 1. Art eine Spitze, daher ist die Zahl der 
Kurven (G,), die auf der Ubungskurve 1. Art eine Spitze haben und 
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen, m,-mal so groB als die An- 
zahl der ausgezeichneten Richtungen der Doppelkurve von ¢,, die durch 
einen gegebenen Punkt hindurchgehen. Da allen Geraden in « durch 
einen Punkt der Doppelkurve Kurven (G,) entsprechen, welche die Uber- 
gangskurve 1. Art im entsprechenden Punkt beriihren, gibt es m, Kurven (G,), 
welche durch einen gegebenen Pankt hindurchgehen und die Ubergangs- 
kurve 1. Art in einem gegebenen Punkt beriihren. Es gibt eine Kurve (G,), 
welche die Ubergangskurve 1. Art in zwei gegebenen Punkten beriihrt. 

Fast wortlich wie bei R. de Paolis ergibt sich: 

Ist g, eine Tangente der Doppelkurve, dann hat die Kurve (G,) vier 
unendlich benachbarte Punkte mit der Ubergangskurve 1. Art gemeinsam; 
beriihrt g, die Ubergangskurve 1. Art in A,, dann hat (G,) im entsprechen- 
den Punkt A, auf der Doppelkurve einen Doppelpunkt; einer stationdren 
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Tangente in einem Punkt B, der Ubergangskurve ist eine Kurve (G,) 2u- 
geordnet, die im entsprechenden Punkt B, der Doppelkurve eine Spitze hat, 
mit der Tangente der Doppelkurve in B, als Haupttangente.*) 

Schneidet g, in einem Punkt die Kurve (D,), dann hat (G,) im ent- 
sprechenden Punkt von (D,) einen Doppelpunkt. Daraus folgt: 

Einer Tangente g, von (D,) im Punkt A, entspricht einer Kurve (G,), 
die im zugeordneten Punkt A, von (D,) sich selbst und die Kurve (D,) 
beriihrt. 

Aus Nr. 7 ergibt sich: 

Geht g, durch einen Punkt B, von (D,) in der ausgezeichneten Rich- 
tung hindurch, dann beriihrt sich die entsprechende Kurve (G,) im Punkt A, 
von (D,) in der ausgezeichneten Richtung dieses Punktes. 


14. Die den Kurven (G,) entsprechenden Kurven. Den ns Schnitt- 
punkten einer Kurve (C,) von der s‘*" Ordnung in ¢, mit einer Kurve (G,) 
sind die Schnittpunkte der entsprechenden Kurve (C,) mit g, umkehrbar 
eindeutig zugeordnet. Einer Kurve s‘* Ordnung der einen Ebene entspricht 
demnach eine Kurve ws’ Ordnung in der anderen Ebene. 

Einer Geraden g, entspricht in ¢, eine Kurve (G,) und dieser wieder 
in ¢, eine Kurve (G,") von der Ordnung n®. Diese besteht: 

a) aus der m,-fachen Geraden g,, 

b) aus den /-fachen Fundamentalkurven der Fundamentalpunkte i" Ord- 
nung von é,, diese Kurven haben die Ordnungssumme 27? a, (Nr. 3), 

c) aus einer Restkurve (R,) von der Ordnung n*?— m, — Ze,. 

Entspricht der Geraden g,’ die Kurve (G,'), dann schneiden sich (G,) 
und (G,’) in n? Punkten. 2i?a; dieser Schnittpunkte fallen in die Funda- 
mentalpunkte von ¢,, m, in die dem Schnittpunkt von g, und g,' ent- 
sprechenden Punkte, die iibrigen Schnittpunkte riihren von den n?— m, 
— Za, Schnittpunkten von (R,) und g.’ her. 


15. Schnittpunkte von (R,) und g,. Schneidet g, die Doppelkurve in 
einem Punkt A,, dann beriihrt (G,) die Ubergangskurve 1. Art im ent- 
sprechenden Punkt A,. Beschrinkt man sich fiir den Augenblick auf die 
Punkte von (G,) in der Nahe von A,, dann iiberdecken ihre entsprechen- 
den Punkte die Gerade g, nur einfach, und zwar in der Nahe von Ay. 
Irgend einer Geraden g,’ durch A, entspricht eine Kurve (G,’), welche 
ebenfalls die Ubergangskurve in A, beriihrt, in A, also zwei zusammen- 
fallende Schnittpunkte mit (G,) hat. Auf der Gesamtkurve (G,") entsteht 
demnach ein Doppelpunkt in A,, und zwar durch die Punkte, welche den 


*) R. de Paolis a. a. O. § 5 Nr. 12. 
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in der Nahe von A, liegenden Punkten der Kurve (G,) entsprechen. Dem 
A, unendlich benachbarten Punkt von (G,) sind m, Punkte zugeordnet, 
von denen zwei dem Punkt A, unendlich benachbart sind, der eine auf g,, 
der andere in einer davon verschiedenen Richtung; in dieser Richtung 
geht (R,) durch A, hindurch. 

Die n, Schnittpunkte von g, mit der Doppelkurve sind zugleich Schnitt- 
punkte von g, und (R,). 


16. Schneidet g, in B, die Kurve (D,), dann hat (G,) im entsprechen- 
den Punkt B, auf (D,) einen Doppelpunkt. Jedem der beiden B, unend- 
lich benachbarten Punkte von (G,) sind m, Punkte zugeordnet, von denen 
zwei dem Punkt B, unendlich benachbart sind, der eine auf g,, der andere 
in einer davon verschiedenen Richtung. Einer beliebigen Geraden g,’ durch 
B, ist eine Kurve (G,’) zugeordnet, die ebenfalls in B, einen Doppelpunkt, 
also vier Schnittpunkte mit (G,) hat. Diesen entspricht der Punkt B, 
als Punkt von g, doppelt zihlend und auferdem B, doppelt zihlend als 
Punkt von (2,), d. h. 

(R,) hat in jedem Schnittpunkt von g, mit (D,) einen Doppelpunkt. 

Ein Doppelpunkt P, von (G,) auBerhalb eines Fundamentalpunktes 
und auBerhalb (D,) entsteht dann, wenn von den m, dem Punkt P, ent- 


sprechenden Punkten zwei getrennte, P, und P,”, auf g, liegen. Q, sei - 


einer der beiden dem Punkt P, auf (G,) unendlich benachbarten Punkte. 
Unter den m, ihm zugeordneten Punkten sind Q,“) und Q,”) beziehungs- 
weise P, und P,” unendlich benachbart, °iner, etwa Q,), auf g,, der 
andere Q,”) in einer von g, verschiedenen Richtung. Ist dann Q,’ der 
zweite dem Punkt P, auf (G,) unendlich benachbarte Punkt, dann ist Q,” 
dem Punkt P,) auf g, unendlich benachbart, Q;“ dem Punkt P,“ in 
einer nicht mit g, zusammenfallenden Richtung. P, fiihrt demnach auf 
zwei Schnittpunkte, P,“ und P,, von g, und (R,). 

Jeder Doppelpunkt von (G,) auferhalb eines Fundamentalpunktes 
und auferhalb (D,) bestimmt zwei getrennte einfache Schnittpunkte von g, 
und (R,). 

Es sei A, ein Schnittpunkt von (/,) und g, auBerhall der Doppel- 
kurve und der Kurve (D,). Die m, Punkte A,” liegen auf (G,). Ist B, 
der dem Punkt A, unendlich benachbarte Punkt auf g,, dann sind die 
Punkte B,” die den Punkten A,” unendlich benachbarten Punkte auf (G,). 
Dem zu B, auf (R,) unendlich benachbarten Punkt C, entspricht ein 
Punkt C,” auf (G,), der dem Punkt A,” unendlich benachbart ist und 
zwar in anderer Richtung als B,”, weil sonst A, ein Punkt der Doppel- 
kurve wiire. Folglich muB A,” ein Doppelpunkt von (G,) sein, der nicht 
auf (D,) liegt, da A, kein Punkt von (D,) sein sollte. Da A, auch in 





_ 
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keinen Fundamentalpunkt fallt, folgt hieraus in Verbindung mit dem 
vorigen Resultat: 

Jeder Schnittpunkt von g, und (R,), der nicht auf der Doppelkurve 
oder auf (D,) liegt, liefert einen Doppelpunkt von (G,), der auf einen zweiten 
ebensolchen Schnittpunkt von g, und (R,) fiihrt. 


17. Eine Folgerung fiir die Fundamentalpunkte. Die n?— m,— Xie, 
Schnittpunkte von (R,) und g, (Nr. 14, ¢)) setzen sich zusammen: 

a) aus den », Schnittpunkten von g, mit der Doppelkurve (Nr. 15), 

b) aus den d, Schnittpunkten von g, mit der Kurve (D,), jeder 
doppelt zahlend (Nr. 16), 

c) aus weiteren n®?— m,— Di®a,— n,— 2d, Schnittpunkten. 
Die Schnittpunkte der Gruppe c fiihren nach Nr. 16 zu je zweien auf 
einen Doppelpunkt, und zwar auf alle Doppelpunkte von (G,) auBer- 
halb (D,) und auBerhalb der Fundamentalpunkte. Die Zahl dieser Doppel- 
punkte ist 


5 (n—1)(n—2) —p,— S(}) | — a (Nr. 10 und Nr. 11), 
daraus folgt 
n?— m, — Sita, —n,— 2d, = (n—1)(n—2) — 2p, — Si(i—1)a,— 24,, 
(la) Dia =3n — m+ 2pi— m—2, 
(1b) >is = 3n — me + 2p2—N— 2. 


Die zweite Formel ergibt sich durch Vertauschung der Ebenen ¢, und ¢,*). 
Die Formeln (1) gelten unabhiingig von der Voraussetzung Nr. 8, b). 


g 4. 


Die durch die [121, m2]-Korrespondenz bestimmte 
Strahlenkongruenz K.**) 


18. Die vorhergehenden Betrachtungen dienten dem Studium der 
[m,, m,|-Korrespondenzen unter alleiniger Beniitzung der ineinander trans- 
formierten Ebenen ¢, und ¢. Von jetzt ab sollen unter Verwertung bis- 


*) Fir die birationalen Transformationen erhilt man hieraus die bekannte Re- 
lation Sie, = Lif; = 3(m—1). R. de Paolis gibt a. a. O. § 3, Nr. 7, VI und § 5, 
Nr. 11 (5) die den Formeln (I) entsprechenden Ausdriicke fii. den Fall einer [1, 2]- 
Korrespondenz. In der zweiten Abhandlung von G. Marletta Kap. II, § 4 finden sich 
die aus I. fiir den Fall [2, 2] folgenden Formeln. 

*) Dieser Paragraph enthilt Resultate fiir [m,, m,]-Korrespondenzen, deren ent- 
sprechende fiir birationale Transformationen A. Hirst a. a. O. auf teilweise anderem 
Weg ableitet. 
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heriger Ergebnisse Gebilde auBerhalb dieser beiden Ebenen untersucht 
werden, die aus den Korrespondenzen abgeleitet werden kénnen und ihrer- 
seits gréBtenteils neue Riickschliisse auf Eigenschaften der Transformationen 
zulassen. 

Da im folgenden mehrfach Strahlenkongruenzen auftreten, sei es ge- 
stattet einige auf sie beziigliche Formeln anzufiihren: Bezeichnet man die 
Ordnung einer algebraischen Kongruenz K mit u, die Klasse mit v, die 
Ordnung des Ortes ihrer Brennpunkte mit u,, die Klasse des Ortes der 
Brennebenen mit v,, die Ordnung der Regelfliiche der Doppelstrahlen von K 
mit d*), den Rang der Kongruenz mit g, dann gelten die Gleichungen 


(1) y= 2v(u—1) — 2(e + 9), 
(2) % — 2u(v—1) — 2(@ +8), 
aus ihnen folgt 

(8) ty — % = 2(u—»). 


Die Regelfliiche, in welcher die Kongruenz von einem linearen Komplex 
geschnitten wird, hat die Ordnung « + yv und 6 Doppelerzeugende, ein 
ebener Schnitt der Regelfliche hat das Geschlecht 


(4) a = (u—1)(v—1) — (e+ 4). 


19. Einschriinkende Vorcussetzung. Fiir das Folgende seien alle Zahlen 
x,’ und x,’ (Nr. 2, I.) < 3 vorausgesetzt, d.h. eine Fundamentalkurve 2. Art’ 
ist fiir einen Fundamentalpunkt nur in zwei Bilittern Fundamentalkurve. 
Diese Einschriinkung, ebenso wie die in Nr. 8, b), ist der Kiirze halber 
eingefiihrt und iindert nichts Prinzipielles an den folgenden Betrachtungen. 


20. Die Kongruenz K, ihre Ordnung und Klasse. Die beiden Ebenen 
sollen so zueinander liegen, daB ihre Schnittlinie in jeder der beiden 
Ebenen eine beziiglich der Korrespondenz allgemein liegende Gerade ist, 
sie soll durch keinen Fundamentalpunkt hindurchgehen, zu keiner der aus- 
gezeichneten Kurven (Fundamentalkurven, Doppelkurven, Ubergangskurven, 
Kurven (D,) und (D,)) spezielle Lage haben, ferner mégen auf ihr keine 
entsprechenden Punkte der beiden Ebenen zusammenfallen. 

Verbindet man die zugeordneten Punkte der beiden Ebenen durch 
Gerade, dann bilden diese eine algebraische Strahlenkongruenz K, die niaher 
untersucht werden soll. 

Eine beliebige Ebene « schneidet ¢, in einer Geraden g,. Die  Schnitt- 
punkte der entsprechenden Kurve (G,) mit « liefern » Kongruenzstrahlen 
in «, K hat demnach die Klasse n. 

*) Regelfliichen von station’ren Strahlen der Kongruenzen treten im folgenden 
nicht auf und sind deshalb hier nicht beriic. -ichtigt. 
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Projiziert man aus einem beliebigen Punkt P des Raumes die beiden 
korrespondierenden Felder ¢, und ¢,, dann entstet in dem Strahlenbiindel 
um P eine [m,, m,]|-Korrespondenz, in der den Strahlen eines Biischels 
mit dem Scheitel P die Strahlen eines Kegels »** Ordnung mit der Spitze P 
entsprechen. Die Koinzidenzen dieser Korrespondenz liefern die Kongruenz- 
strahlen durch P. Da P allgemein liegend kein singuliirer Punkt fiir K 
ist, gibt es nur endlich viele Koinzidenzen, deren Zahl dann bekanntlich 
n+ m, + mg ist. 

Die Kongruenz K hat die Ordnung u =n + m,+ m, und die Klasse v = n. 

Die Schnittregelfliche von K mit einem linearen Komplex hat dem- 
nach die Ordnung 2” + m, + mg. 


21. Doppelstrahlen von K. Die Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte von (D,) und (D,) bilden eine Regelfliche von Doppelstrahlen der 
Kongruenz von der Ordnung d,+ d,, fiir welche ¢, d,-fache Tangential- 
ebene ist, da jeder Schnittpunkt von (D,) mit der Schnittlinie («, >< &) 
eine Erzeugende der Regelfliiche in «, liefert. Entsprechend ist «, d,-fache 
Tangentialebene dieser Regelfliiche von Doppelstrahlen. 

Ist eine Kurve fiir einen Fundamentalpunkt Fundamentalkurve in 
zwei Blittern (vgl. Nr. 19), dann ist der Kegel, welcher die Kurve aus 
dem Fundamentalpunkt projiziert, ein Kegel von Doppelstrahlen der Kon- 
gruenz K*). Diese Kegel liefern zusammen eine Regelfliiche von der Ord- 
nung y,+ ,; von Doppelstrahlen (Nr. 2, Il.), die Ebene «, enthilt ,, 
die Ebene s gm, Erzeugende dieser Gesamtfliiche. 

Die Kongruenz K besitet eine zerfallerde Regelfliiche von Doppelstrahlen 
von der Ordnung 8 = d, + d, 4- p+ @;- 

Neben der Regelfliiche von Doppelstrahlen hat K noch einzelne mehr- 
fache Strahlen; zu diesen gehért die Schnittlinie (¢, >< e) als n-facher 
Strahl. In der [m,, m,|-Korrespondenz kénnen auch einzelne Punkte 
auBerhalb (,) und (D,) auftreten, von deren ecatsprechenden zwei in jeder 
Richtung zusammenfallen, diese fiihren auf einzelne Doppelstrahlen der 
Kongruenz. Mehrfache Strahlen liefern feruer die vielfachen Punkte der 
Fundamentalkurven 1. und 3. Art, endlich bestimmen diejenigen Punkte 
der Schnittlinie (¢, >< «,) Doppelstrahlen, welche mit zweien ihrer ent- 
sprechenden in einer Geraden liegea. Weitere mehrfache Strahlen treten 
nicht auf. 

Die Kongruenz K enthilt keine Regelfliche von stationiren Strahlen.**) 


*) Die Voraussetzungen 8, b) und Nr. 19 sollen das Auftreten einer Regelfliche 
von k’-fachen Strahlen fiir k’ > 2 verhindern. 

**) Eine solche wiire vorhanden, wenn man die Voraussetzungen von Nr. 4 und 
Nr. 8, a) fallen lieBe. 
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22. Die singuliren Ebenen «, und «, der Kongruenz. «, ist singulire 
Ebene der Kongruenz, denn der Schnitilinie e von ¢, und « entspricht, 
wenn man sie als Gerade e, auffabt, eine Kurve (H,) von der Ordnung n 
und vom Geschlecht p,. Zwischen den Punkten von e, und (E,) besteht 
eine [1, m,]-Korrespondenz, die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
dieser beiden Kurven umbhiillen eine Kurve (K,) von der Klasse » + m, 
und dem Geschlecht p,. ¢, ist m-fache Tangente von (K,), und zwar in 
den Punkten, welche den Schnittpunkten von (£,) mit e, auf der Ge- 
raden e, zugeordnet sind. Die Beriihrungspunkte von e, mit (X,) liefern 
2n Schnitipupkte von e, und (X,), auBerdem sind die 2(m, + p,— 1) 
Schnittpunkte von e, mit der Ubergangskurve von «, zugleich einfache 
Schnittpunkte von (K,) und e, die Ordnung von (K,) ist demnach 
2(n + m,+ p,— 1). Aus Ordnung, Klasse und Geschlecht von (K,) folgen 
die tibrigen charakteristischen Zahlen der Kurve. Speziell ergibt sich, 
daB (K,), was auch direkt einzusehen ist, keine stationiren Tangenten be- 
sitzt. Die Anzahl der Doppeltangenten von (K;,) ist 


a (n + m,)(n + m,—3)— p, + 1. 


Die Ebene «, ist singuliire Ebene der Kongruenz X. Die Kongruenz- 
strahlen in ihr umhiillen eine Kurve (K,) von der Ordnung 2(n + m,+ p,— 1), 
der Klasse n + m,, dem Geschlecht p,, mit 


4 (nm + m,)(n + m,—3) — p,+ 1 Doppeltangenten. 


Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 ergibt sich entsprechend 
in ¢, eine singulire Kurve (K,). Die von einem Punkt der Schnittlinie 
e = (€, >< €,) ausgehenden Kongruenzstrahlen sind die von e verschiedenen 
Tangenten an (K,) und (K,) und die n-fach zihlende Gerade e. Es ist 
unschwer einzusehen, daB die Kurven (K,) und (K,) bei der allgemeinen 
Lage von ¢, und ¢ zueinander, und da die Kurven (£,) und (£,) irreduk- 
tibel sind (Nr. 1), nicht in (einfach oder mehrfach zihlende) Strahlenbiischel 
und in Restkurven zerfallen kénnen. 

AuBer «, und «, tritt in der Kongruenz K noch eine weitere singuliire 
Ebene nur dann auf, wenn die einer bestimmten Geraden der einen Ebene, 
z. B. g,, entsprechende Kurve (G,) in eine Gerade h, und eine Restkurve 
zerfallt, und wenn sich g, und h, schneiden. Die Ebene (g,, A.) ist dann 
eine singulire Ebene der Kongruenz. Treten oo’ Gerade g, auf, deren 
entsprechende Kurven (G,) in eine Gerade h, und eine Restkurve zerfallen, 
dann werden sich, wie man auch die Ebenen legen mag, immer solche 
zugeordnete Gerade g, und h, schneiden. Dies tritt z. B. dann ein, wenn 
eine singulire Kurve eine Gerade ist. Es lassen sich also die simtlichen 
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singuliiren Ebenen der Kongruenz nur dann angeben, wenn man speziellere 
Eigenschaften der Korrespondenz zwischen ¢, und ¢, kennt, als hier voraus- 
gesetzt werden. 

Da die Kurven, welche den Geraden der anderen Ebene entsprechen, 
als irreduktibel vorausgesetzt sind, kénnen die singuliiren Ebenen nur in 
endlicher Zahl auftreten, die Kongruenz K besitzt keinen Torsus von sin- 
guliren Ebenen. 


23. Die singuldren Punkte der Kongruenz. Die Fundamentalpunkte der 
beiden Ebenen sind singulire Punkte der Kongruenz, und zwar die ein- 
zigen. Zuniichst kann auBerhalb der beiden Ebenen kein weiterer sin- 
gulirer Punkt auftreten, denn unter den Erzeugenden des von ihm aus- 
gehenden Kegels von Kongruenzstrahlen wiiren auch solche, welche die 
Schnittlinie e = (¢,>< «,) treffen. Nun verbindet aber jeder Kongruenz- 
strahl zwei entsprechende Punkte der beiden Ebenen, folglich wiren die 
Schnittpunkte von e mit dem Kegel von Kongruenzstrahlen sich selbst 
entsprechende Punkte, diese wurden in Nr. 20 ausgeschlossen. Doch auch 
kein weiterer Punkt der Ebenen «, und «, kann singulirer Punkt sein, 
denn er wire entweder Fundamentalpunkt oder Scheitel eines Strahlen- 
biischels, das zur singuliiren Kurve der betreffenden Ebene gehért. In 
Nr. 22 wurde aber darauf hingewiesen, daB sich von den singuliiren Kurven 
(K,) und (K,) keine Strahlenbiischel absondern. 

Die Fundamentalpunkte der beiden Ebenen «, und «& sind die eingigen 
singuléiren Punkte der Kongruenz K. 

K besitzt demnach auch keine Kurve von singuliiren Punkten (Leitkurve). 


24. Die Brennjliche von K. Da keine Leitkurve von K und kein 
Torsus von singuliren Ebenen auftritt, fillt der Ort der Brennpunkte mit 
dem Ort der Brennebenen in der Brennfliiche zusammen. Bre inpunkte der 
Kongruenz K sind in ¢, zuniichst die Punkte der Ubergangskurve, auBer 
diesen treten in ¢, nur mehr die Brennpunkte «der in «, liegenden Kon- 
gruenzstrahlen, d. h. der Tangenten von (X,) auf (Nr. 22). Die Kurve (X,) 
selbst ist der Ort der einen Brennpunkte dieser Strahlen, die anderen 
Brennpunkte liegen auf der Kurve (£,), welche in ¢, der Schnittlinie e, 
von ¢, und «, entspricht. In jedem Punkt von (£,) ist ¢, Tangentialebene 
der Brennfliche, lings (Z,) wird die Brennfliiche von ¢, beriihrt. Sie hat 
demnach die Ordnung uw, = 2(m,+ p,—1) + 2(n+m,+p,—1) + 2n. Die 
Klasse der Brennfliche ergibt sich aus Nr. 18 Gl. (3). 

Die Brennfliiche der Kongruenz K hat die Ordnung 


Mg = 2(2n + m, + m,+ p, + p,— 2) 
und die Klasse v,= 2(2n+p,+p,—2), sie schneidet &, und & im den 
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Ubergangskurven und den Kurven (K,) bez. (K,), und beriihrt die beiden 
Ebenen lings der Kurven (E,) bez. (F,). 
Aus Nr. 18 Gl. (2) folgt dann 


9 +d = (n—1)(n+m,+ m,) — (2n+ p,+p,— 2) 
und da nach Nr. 21 
ist, folgt: 
Die Kongruenz K hat den Rang 
@ = (n—1)(n + m,+ m,) — (20 +p, + p+ 4+4,+ 9.4 Ps— 2). 
Nach Nr. 18 Gi. (4) ist 
(5) —n+p,+p,—1 


das Geschlecht eines ebenen Schnittes der Regelfliiche, welche K mit einem 
linearen Komplex gemeinsam hat. 


6=d,+d,+ 9,+ Ps 


§ 5. 
Die durch die Kongruenz K in irgend zwei Ebenen bestimmte 
Korrespondenz. 


25. Die Korrespondenz zwischen «, und «,. Die Ebenen ¢, und ¢, 
sind fiir die Kongruenz K als singulire Ebenen spezielle Ebenen. «, und a, 
seien irgend zwei zur Kongruenz allgemein liegende Ebenen des Raumes. 
Zwischen diesen wird durch K eine Korrespondenz festgelegt, in der sich 
die Schnittpunkte eines Kongruenzstrahles mit «, und «, entsprechen. 

Einem Punkt der einen Ebene sind u = n+ m,+ m, Punkte der an- 
deren Ebene zugeordnet. 

Alle Kongruenzstrahlen, welche eine Gerade der einen Ebene treffen, 
bilden eine Regelfliiche, die der Schnitt des durch die Gerade bestimmten 
speziellen linearen Komplexes mit K ist, sie hat die Ordnung » + » und 
das Geschlecht a (Nr. 18 und Nr. 24). Die Kurve, in der diese Regelfliiche 
die andere Ebene schneidet, ist die der Geraden zugeordnete Kurve. 

Den Geraden der einen Ebene enisprechen Kurven von der Ordnung 
u+yv=—2n+m,+m, und vom Geschlecht r=n+p,+p,—1 im der 
anderen Ebene. 

Jeder Punkt der Schnittlinie («,><«,) fallt, als Punkt der einen 
Ebene aufgefaBt, mit seinen w entsprechenden Punkten zusammen. In a, 
liegen v Kongruenzstrahlen, der Schnittpunkt eines solchen Kongruenz- 
strahles von «, mit der Schnittlinie («,>< @,) ist ein Fundamentalpunkt 
von «,, dem dieser Kongruenzstrahl als Fundamentalkurve in einem Blatt 
der Ebene «, zugeordnet ist. 
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Auf der Schnittlinie (a, >< a,) liegen in jeder der beiden Ebenen «,, a 
je » Fundamentalpunkte 1. Ordnung. 


26. Ausgezeichnete Kurven in «, und «,. K hat eine Regelfliiche von 
Doppelstrahlen von der Ordnung 6 = d,+d,+9,+ 9, (Nr. 21), ihre 
Schnitte mit den Ebenen a, und a, sind Kurven der beiden Ebenen mit 
den Eigenschaften der Kurven (D,), (D,) (Nr. 6, 7, 13). 

Die Brennfliche von K schneidet a, und «, in den Ubergangskurven, 
deren Ordnung demnach 


My = 2(2n + m, + m, +p, +P, — 2) 
ist, ihre Klasse sei k’, s’ die Zahl ihrer stationiiren Tangenten. Von jedem 
Punkt der Ubergangskurve von «, gehen zwei zusammenfallende Kongruenz- 
strahlen aus, deren Gesamtheit eine Regelfliiche bildet. In jeder ihrer Er- 
zeugenden fallen zwei Kongruenzstrahlen zusammen. Der Schnitt dieser 
Regelfliche mit «, besteht aus der Ubergangskurve und den in «, liegen- 
den Kongruenzstrahlen, diese doppelt zaihlend, weil jeder Brennpunkt eines 
solchen Strahles ein Punkt der Ubergangskurve ist, von dem zwei im 
Kongruenzstrahl zusammenfallende Strahlen ausgehen. Die Regelfliiche hat 
somit die Ordnung 
Hy + 2n = 2(3n+ m, + m, + p, + Py — 2), 

sie schneidet a, in der Doppelkurve. Wendet man die Gleichung (la) 
(Nr. 17) auf die Korrespondenz zwischen «, und «@, an, dann sind fiir die 
GréBen Lia,, mn, m,, p, bez. die Werte n, 2n + m, + m,, n+ m, + Mm, 
n+p, +p, —1 einzusetzen. Daraus folgt fiir die Ordnung », der Doppel- 
kurve der eben abgeleitete Wert. 


27. Ordnung und Klasse von K. Wie in Nr. 20 aus der [m,, mg]- 
Korrespondenz zwischen ¢, und «, laBt sich die Ordnung und Klasse von K 
aus der [n+ m, + m,, » +m, + m,]-Korrespondenz zwischen a, und a, ab- 
leiten, doch sind hier die Verhiiltnisse andere. Projiziert man aus irgend 
einem Punkt P des Raumes die beiden Ebenen «, und a, in eine Ebene £, 
dann ist in dieser durch die Beziehung von «@, und a, eine Korrespondenz 
festgelegt, in der jedem Punkt in beiderlei Sinn « = p, = n + m, + m, 
Punkte entsprechen (doch nicht dieselben in beiderlei Sinn), einer Ge- 
raden eine Kurve von der Ordnung y, = 2” + m, + m, zugeordnet ist. 
Die Projektion der Schnittlinie («,><«,) aus P liefert eine Gerade in £, 
die, weil jeder ihrer Punkte mit seinen simtlichen entsprechenden zusam- 
menfallt, als Koinzidenzkurve von der Ordnung 06, = » + m, + mz, zihlt. 
Einer Geraden a, von «, ist eine Kurve (A,) von der Ordnung 2” + m, +m, 
zugeordnet, die im Schnittpunkt von a, mit («,><«,) einen (m + m, + m,)- 
fachen sich selbst entsprechenden Punkt hat. Die Verbindungslinien zu- 
2* 
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geordneter Punkte von a, und (A,) bilden eine Regelfliiche von der Ord- 
nung 2n + m,-+m,. LaBt man a, im (a, ><a) hineinriicken, dann folgt 
daraus, daB die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte in #, die 
der Koinzidenzkurve unendlich benachbart sind, eine Kurve von der Klasse 
& = 2n + m, + m, umhiillen. Die Anzahl der Koinzidenzen in  (d. h. die 
Ordnung von K), ist dann, wie bekannt 


&y + By + ¥o — 9g — && = H+ Mm, + My. 
Die Klasse » von K ergibt sich ohne weiteres, wenn man wieder 


beriicksichtigt, dab jeder Punkt von (@,><@) mit seinen entsprechenden 
zusammenfallt. 


§ 6. 
Die Abbildung der Kongruenz K auf eine Fliche [] eines linearen 
dreidimensionalen Raumes. 


28. Die Fliche |F'|. Die Liniengeometrie eines linearen dreidimen- 
sionalen Raumes #, kann bekanntlich als Punktgeometrie auf einer vier- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit 2. Grades M,® in einem linearen Raum 
von fiinf Dimensionen FR, gedeutet werden. Den Schnitten der M,® mit 
linearen Riumen*) von vier, drei, zwei Dimensionen entsprechen im R, 
beziehungsweise lineare Komplexe, lineare Strahlensysteme, Regelfliichen 
2. Ordnung. In jedem Punkt der M,” gibt es einen beriihrenden vier- 
dimensionalen Raum, seinem Schnitt mit der VM, entspricht im Strahlen- 
raum der spezielle lineare Komplex mit der dem Beriihrungspunkt ent- 
sprechenden Geraden als Achse. Auf der M,® liegen co® gerade Punkt- 
reihen, diesen sind die co® Strahlenbiischel des R, zugeordnet. Durch jede 
soleche Erzeugende der M, gehen zwei zweidimensionale Raéume, die ganz 
der Flache angehéren, diesen zwei dreifach unendlichen Scharen zweidimen- 
sionaler Riume auf der M,® entsprechen die ebenen Felder und Strahlen- 
biindel des R,. 

Den co? Strahlen der Kongruenz K entsprechen auf der M,® um- 
kehrbar eindeutig co* Punkte, welche eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit 
| F’] bilden. In der Beziehung zwischen K und [/'] treten keine Funda- 
mentalelemente auf.**) Jedem mehrfachen Strahl von K ist auf | F’] ein 
Punkt von derselben Vielfachheit zugeordnet, dies sind die einzigen mehr- 
fachen Punkte von | /’|. Da die Kongruenz K mit einem linearen Strahlen- 
system wu + v = 2n + m, + m, Strahlen gemeinsam hat, liegen ebensoviele 


*) Im folgenden soll unter Raum immer ein linearer Raum verstanden werden. 
**) Das ist der Vorzug dieser Abbildung des Strahlenraumes vor der sonst 
vielfach gebrauchten Abbildung in die Punkte eines linearen vierdimensionalen Raumes. 
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Punkte von [F’| in einem dreidimensionalen Raum des R,. Diese Fliche 
[#’] und damit auch die Kongruenz K sollen im folgenden auf eine Fliche 
|®] eines dreidimensionalen Raumes ein-eindeutig abgebildet werden. 


29. Die Fliche |%]. S, sei der Scheitel, «, die Ebene eines Strahlen- 
biischels des Raumes R,, in dem K liegt. Das Strahlenbiischel soll keine 
spezielle Lage zu den beiden Ebenen ¢, und ¢, haben und keinen Strahl 
von K enthalten. Ihm entspricht auf der M,® eine gerade Punktreihe g,, 
welche keinen Punkt mit [/'] gemeinsam hat. Projiziert man die Punkte 
von |F'| aus g, durch Ebenen (durch zweidimensionale Riume), dann 
schneidet jede dieser Ebenen einen dreidimensionalen Raum R,', der im 
R, enthalten ist, in einem Punkt, die Gesamtheit dieser projizierenden 
Ebenen schneidet den Raum R,’ in einer Fliche [©]. Die Punkte von | F’'] 
und [®| entsprechen sich umkehrbar eindeutig, ohne daB Fundamental- 
elemente auftreten, dieselbe Eigenschaft hat demnach nach Nr. 28 auch 
die durch [F'] vermittelte ein-eindeutige Beziehung zwischen den Strahlen 
von K und den Punkten von [9]. 

Eine Gerade des Raumes R,’ wird aus gy, durch einen dreidimensio- 
nalen Raum projiziert, der mit [F'] « + v Punkte gemein hat (Nr. 28), 
dies ist demnach die Ordnung von [9]. 

Einer in K enthaltenen Regelfliche entspricht auf [®] eine Kurve 
von der Ordnung der Regelfliiche, denn eine Schnittebene von {®| wird 
aus g, durch einen vierdimensionalen Raum projiziert, dem im Strahlen- 
raum ein linearer Komplex entspricht. 


30. Doppelkurven von [®%|. Ein Doppelpunkt entsteht auf |®] nur 
dann, wenn die diesen Punkt aus g, projizierende Ebene zwei Punkte mit 
|| gemeinsam hat. Dies geschieht in zwei Fallen: 

Entweder sie projiziert einen Doppelpunkt von [F'|, dies fiihrt auf 
eine (zerfallende) Doppelkurve von [®] von der Ordnung d=d,+4,+9,+93, 
die der Regelfliche von Doppelstrahlen der Kongruenz K entspricht (Nr. 21 
und Nr. 28). 

Oder die Ebene durch g, hat zwei getrennte Punkte mit | /’| gemein- 
sam. Hine Ebene 6 durch g, schneidet M,® auBer in g, noch in einer 
zweiten Geraden, die g, trifft, dieser zweiten Geraden entspricht im R, 
(in dem K liegt) ein Strahlenbiischel, das seinen Scheitel in a hat (Nr. 29) 
und dessen Ebene durch S, hindurchgeht. Enthilt dieses Biischel zwei 
Strahlen von K, dann schneidet 6 den Raum R,' in einem Doppelpunkt 
von |]. 

Die Ordnung der Regelfliiche dieser Paare von Kongruenzstrahlen, 
die sich in einem Punkt von a schneiden, wihrend ihre Ebene durch S, 
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hindurchgeht, soll bestimmt werden. Zu der Regelfliiche gehéren zuniichst 
die » Kongruenzstrahlen in «,, und zwar jeder vy — 1-fach, da er mit jedem 
der »—1 iibrigen die vorgeschriebene Bedingung erfiillt. Dasselbe gilt 
entsprechend von den mw Strahlen durch S,, die je «—1-fach zihlen. Ein 
Strahl 7 des Biischels (S,, a) trifft diese Regelfliche demnach im u(u—1)- 
fach zihlenden Punkt S, und in den Schnittpunkten von / mit den in a, 
liegenden Kongruenzstrahlen, die v(v—1) Schnittpunkte von 7 mit der 
Regelfliche liefern. Weitere Schnittpunkte entstehen nur dann, wenn sich 
zwei Kongruenzstrahlen auf / schneiden, deren Verbindungsebene durch / 
hindurchgeht. Die Anzahl dieser Strahlenpaare ist gleich dem Rang @ der 
Kongruenz K, jedes liefert einen Doppelpunkt der Regelflache auf /. Die 
Regelfliche hat also die Ordnung u(u—1) + v(y—1) +20. Zu der Regel- 
fliche gehéren auch die einzeln auftretenden vielfachen Strahlen von K. 

Dieser Regelfliiche entspricht auf {[®] eine Doppelkurve, deren Ord- 
nung gleich der halben Ordnung der Regelfliche ist. In der Tat bestimmt 
eine Ebene des R,’, aus g, projiziert, im Strahlenraum einen linearen 
Komplex, der das Strahlenbiischel (S,, «) enthilt. Gehért zu diesem 
linearen Komplex eine Erzeugende der Regelfliche, dann gehért zu ihm 
auch diejenige, welche sie in einem Punkt von «, trifft, wiihrend die 
Verbindungsebene der beiden Erzeugenden durch S, hindurchgeht. 

Aus Nr. 29 und Nr. 30 ergibt sich: 

Die Strahlen der Kongruenz K kinnen umkehrbar eindeutig den Punkten 
einer algebraischen F'liiche [®| eines linearen dreidimensionalen Raumes zu- 
geordnet werden, welche die Ordnung w+ v=—2n+m,+m, hat, Doppel- 


kurven von der Ordnungssumme (*) + (3) +o+6 und keine Kuspidal- 


kurven besitet. Vielfache Punkte der Fiche erstehen nur durch die 
Doppelkurven. 

Die letzte Behauptung folgt aus der Ableitung der Doppelkurven. 
Eine Kuspidalkurve kénnte nur durch eine Regelfliche stationiirer Strahlen 
der Kongruenz K entstehen.*) 


31. Ebene Schnitte von [®]. Ein beliebiger ebener Schnitt von |®| 
hat nach dem eben Gesagten die Ordnung u + », (*) a (°) +o+4 Doppel- 
punkte und keine stationiiren Punkte, sein Geschlecht ist folglich 

(u—1) (v1) —(e+d)—n+p,+7p,—-1l=% 
(Nr. 24), was auch direkt einzusehen ist, da einem ebenen Schnitt von 


[®] in K die Schnittregelflache mit einem linearen Komplex entepricht, 


*) Vgl. die zweite Anmerkung zu Nr. 21. 
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deren ebene Schnitte das Geschlecht z haben. Fiir die Klasse eines ebenen 
Schnittes von [®] ergibt sich 


2(3n+m,+m,+p,+p.—2). 


32. Klasse von [®]. Irgend ein Ebenenbiischel des R,’ (in dem [®} 
liegt) wird aus g, durch co’ vierdimensionale Raume projiziert, die einen 
dreidimensionalen Raum gemeinsam haben, d. h. durch ein Biischel vier- 
dimensionaler Riiume. Die co’ vierdimensionalen Riume R,', welche die 
M,® in den co' Punkten von g, beriihren, bilden ein solches Biischel 
und schneiden aus dem R,’ ein Biischel von Ebenen a aus, das zur Be- 
stimmung der Klasse von [®] dienen soll. Dem Schnitt eines dieser FR,’ 
mit der M,® entspricht im Strahlenraum der spezielle lineare Komplex, 
welcher die dem Beriihrungspunkt zugeordnete Gerade a zur Achse hat 
(Nr. 28), dabei ist a ein Strahl des Biischels (S,, @,). Der Schnittkarve 
von « mit [®] entspricht die Regelfliiche der Strahlen von K, welche a 
schneiden. Beriihrt nun « die Flaiche [®], dann hat die Schnittkurve im 
Beriihrungspunkt einen einfachen Punkt von [®] zum Doppelpunkt, in 
der entsprechenden Regelfliiche tritt also ein einfacher Kongruenzstrahl 
als Doppelerzeugende d auf. Jede Gerade in der Tangentialebene a von 
{®] durch den Beriihrungspunkt hat in diesem zwei unendlich benachbarte 
Punkte mit [®] gemeinsam, das heift fiir die entsprechenden Gebilde im 
Strahlenraum: In jedem linearen Strahlensystem, das im speziellen linearen 
Komplex mit der Achse a enthalten ist und die Erzeugende d enthiilt, 
fallen in d zwei Strahlen der Kongruenz K zusammen. Das gilt speziell 
auch fiir das lineare Strahlensystem, das aus dem Strahlenbiindel um den 
Schnittpunkt (a><d) und aus dem Strahlenfeld in der Ebene «, besteht, 
d. h. der Schnittpunkt (a><d) ist der eine Brennpunkt von d. Desgleichen 
mu8 auch das lineare Strahlensystem, das sich aus dem Strahlenbiindel 
mit dem Mittelpunkt S, und aus dem Strahlenfeld der Ebene (a, d) zu- 
sammensetzt, d und einen zu d unendlich benachbarten Strahl enthalten. 
Daraus folgt, daB d von einem unendlich benachbarten Kongruenzstrahl 
in der Ebene (a, d) getroffen wird, die Ebene (a, d) ist die eine Brenn- 
ebene von d, ihr Beriihrungspunkt mit der Brennfliche ist der Punkt 
(a><d).*) Dann ist aber a Tangente an die Schnittkurve von a mit der 
Brennfliche.’ Umgekehrt fiihrt jede Tangente a durch S, an diese Schnitt- 
kurve auf eine Ebene « des oben erwihnten Biischels, die Tangentialebene 
von [®] ist. D. h. 


*) Wiirde d von einem unendlich benachbarten Strahl im Punkt (a><d) so ge- 
troffen, daB die Verbindungsebene der beiden Strahlen durch S, ginge, dann wiire d 
Torsalerzeugende, aber nicht Doppelerzeugende der Regelfiche. 
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Die Klasse der Fliiche [®| ist gleich der Klasse eines ebenen Schnittes 
der Brennfliche der Kongruenz K. 


33. Stationiire Tangentialebenen von [|]. Durch g, geht eine auf der 
M;® liegende Ebene R,', deren Punkte den Geraden der Ebene «, ent- 
sprechen (Nr. 28), R,' schneidet den Raum RF,’ in einem Punkt P. Die 
vierdimensionalen Raume R,, welche M,® in den Punkten von R,’ be- 
riihren, gehen alle durch g, und schneiden aus Ff,’ das Ebenenbiindel mit 
dem Mittelpunkt P aus. Den Schnitten dieser R, mit der M,° entsprechen 
im Strahlenraum die oo* speziellen linearen Komplexe, deren Achsen die 
Geraden der Ebene a, sind. Ist in FR,’ eine Ebene des Biindels durch P 
stationiire Tangentialebene der Fliiche [®], dann fiihrt sie nach dem vorigen 
im Strahlenraum auf einen speziellen linearen Komplex, dessen Achse 
stationiire Tangente der Schnittkurve von «, mit der Brennfliche der 
Kongruenz K ist. Daraus folgt: 

Die Anzahl der stationiiren Tangentialebenen der Fliche {%| durch 
einen Punkt ist gleich der Zahl der stationiiren Tangenten eines ebenen 
Schnittes der Brennjfliche der Kongruenz K. 

Durch Nr. 31, 32, 33 sind die charakteristischen Zahlen eines Tan- 
gentialkegels an [®] bestimmt. Die Zahl der Doppeltangentialebenen, der 
Doppeltangenten, der stationiiren Tangenten von [®] durch einen Punkt 
kann jetzt leicht berechnet werden. Die sich dabei ergebende Zahl der 
Doppeltangentialebenen durch einen Punkt ist um m kleiner, als die Zahl 
der Doppeltangenten eines ebenen Schnittes der Brennfiiiche.*) 


§ 7. 


Die Beziehung zwischen den Ebenen «, e: und der Fliiche [®]. 


34. Beziehung zwischen «,, ¢, und |®|. Die Strahlen der Kongruenz 
K und die Punkte der Fliche [®] entprechen sich umkehrbar eindeutig. 
K besteht aus den Strahlen, welche die korrespondierenden Punkte der 
beiden Ebenen «, und «, verbinden. Die zwei entsprechenden Punkte der 
beiden Ebenen, welche ein Kongruenzstrahl verbindet, sollen ,,Bildpunkte“ 





*) Man kénnte die Zahl der Doppeltangentialebenen durch einen Punkt ebenso 
ableiten, wie in Nr. 33 die der stationiiren Tangentialebenen, hiitte aber zu beriick- 
sichtigen, daB die » Kongruenzstrahlen in «, zwar Doppeltangenten des Schnittes 
von «, mit der Brennfliiche sind, doch nur zu einfachen Tangentialebenen von [|] 
fiihren. Denn ein solcher Kongruenzstrahl J ist Achse eines speziellen linearen Kom- 
plexes, dessen Schnittregelfliche mit der Kongruenz K nur einen einfachen Kongruenz- 
strahl zur Doppelerzeugenden hat, eben den Strahl 7. 
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des Strahles in den beiden Ebenen heifen.*) Liegt ein Kongruenzstrahl 
auBerhalb ¢,, dann ist der Schnittpunkt mit «, sein Bildpunkt. Liegt er 
in ¢,, dann ist sein Bildpunkt in ¢, der dem Schnittpunkt des Kongruenz- 
strahles mit der Schnittlinie (¢,><<,) in ¢, entsprechende Punkt, durch 
den er hindurchgeht. Jeder Punkt von ¢, ist Bildpunkt von m, Kongruenz- 
strahlen, denen ebensoviele Punkte auf [®] entsprechen, umgekehrt ist 
jedem Punkt von [®] der in «, liegende Bildpunkt des entsprechenden 
Kongruenzstrahles zugeordnet. Zwischen den Punkten von ¢, und von [] 
besteht demnach eine [1, m,]-Korrespondenz, entsprechend zwischen den 
Punkten von «, und von [®] eine [1, m,]-Korrespondenz. Irgend einem 
Punkt A, von ¢, entsprechen m, Punkte auf!®], die je einen entsprechen- 
den Punkt in «, haben, diese m, Punkte A,” in ¢ sind die dem Punkt 
in der gegebenen [m,, m,|-Korrespondenz zugeordneten Punkte. D. h. 

Jede algebraische |m,, m,|-Korrespondenz zwischen den Punkten zweier 
Ebenen «, und «, kann dadurch erzeugt werden, daB eine einfach iiberdeckte 
algebraische Fliiche {®| des dreidimensionalen Raumes zugleich auf dic 
m,-fach iiberdeckte Ebene «, und auf ¢:e m,-fach iiberdeckte Ebene &, ab- 
gebildet wird.**) 

Dies gilt fiir algebraische Korre-,pondenzen ohne jede EKinschrinkung, 
nur kann dann [®] eine Kuspidalku<ve besitzen, wihrend vielfache Punkte 
immer nur durch die vielfachen Kurven auftreten. Fiir das Folgende sollen 
wieder die Voraussetzungen vor Nr. 4, 8, 19 gelten. 


35. Jeder Fundamentalyinkt i Ordnung (Nr. 3) von « in der 
{m,, m,|-Kerrespondenz ist Spitze und Bildpunkt eines Kegels ¢* Ord- 
nung von Kongruenzstrahlef, ihm entspricht auf [®] eine Kurve von der 
i" Ordrung (SchluB von Nr. 29). Andere Fundamentalpunkte treten in 
der Beziehung zwischen «, und [®| nicht auf, [®] enthilt keine solchen. 

Die Punkte einer Geraden g, von ¢, sind Bildpunkte fiir eine Regel- 
flishe von Kongruenzstrahlen, welche «, in der entsprechenden Kurve (G,) 
und auBerdem in den m, Kongruenzstrahlen schneidet, die vom Schnitt- 
punkt von g, mit « als Bildpunkt von ¢, ausgehen. Die Ordnung dieser 
Regelfliiche ist also m+ m,, dies ist die Ordnung der Kurve auf [9], 
welche einer Geraden von ¢, entspricht. Einem ebenen Schnitt von [®] 
ist in der Kongruenz K der Schnitt mit einem linearen Komplex zu- 
geordnet, eine Regelfliiche von der Ordnung 2” + m,+ m,. +m, Er- 


*) Diese Bezeichnung gebraucht in ihnlicher Weise Th. Reye, Geometrie der 
Lage III (1910), 8. Vortrag. 

**) G. Marletta geht in beiden Fiillen a. a. 0. auch von der Projektion einer 
Fliche auf zwei doppelt itiberdeckte Ebenen aus, doch wird dort die Fliiche anders 
definiert als hier, auch die Abbildung in anderer Weise verwertet. 
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zeugende dieser Regelfliche liegen in ¢,, niaimlich die Komplexstrahlen, 
welche zugleich Tangenten an die singuliire Kurve (K,) von ¢, sind (Nr. 22), 
die Bildpunkte der Regelfliche bilden somit eine Kurve von der Ordnung 
m+ m,, die dem ebenen Schnitt von [®] zugeordnete Kurve in ¢,. 

Einem Punkt von ¢, entsprechen m, Punkte auf []. Von den einem 
Punkt der Ubergangskurve von ¢, zugeordneten Punkten fallen auf [®] 
zwei zusammen, diese ist also auch Ubergangskurve in der Beziehung 
zwischen ¢, und [®]. Die gesamte Ubergangskurve hat die Ordnung 
2(m,+p,—1), die Klasse k,, s, stationiire Tangenten, sie geht 4,-mal 
durch einen Fundamentalpunkt der in ihr zusammenhiingenden Blatter 
hindurch (Nr. 5). Die Ubergangskurve 1. Art liefert, mit den in ¢, ent- 
sprechenden Punkten der Doppelkurve (von der Ordnung »,) verbunden, 
eine Regelfliiche von Kongruenzstrahlen. Die Ubergangskurve 2. Art fiihrt 
auf Kegel von Kongruenzstrahlen mit den Spitzen in den zugeordneten 
Fundamentalpunkten 3. Art von «,. Die Ordnungssumme dieser Regelfliche 
und dieser Kegel von Kongruenzstrahlen ist 


2(m,+ p,—1) + ny, 
dies ist die Ordnung der Kurve auf [®], welche der Ubergangskurve 


von é, in der Weise entspricht, daB in jedem ihrer Punkte je zwei Punkte 
zusammenfallen, die einem Punkt der Ubergangskurve entsprechen.*) 


36. Die Doppelkurven von [®|. Die Doppelkurven von [®] haben die 


Ordnungssumme (¢) ~ (3) +o+0 (Nr. 30). Diesen entsprechen in der 
Kongruenz K: 

a) Die Regelfliche von der Ordnung d,+ d, von Doppelstrahlen der 
Kongruenz, welche die entsprechenden Punkte der Kurven (D,) und (D,) 
verbinden (Nr. 21). Die Bildkurve dieser Regelfliiche in ¢, ist die doppelt 
zihlende Kurve (D,) von der Ordnung d,, d, Erzeugende der Regelfliche 
liegen in &,. 

b) Die Kegel von Doppelstrahlen der Kongruenz von der Ordnungs- 
summe g, mit den Spitzen in den Fundamentalpunkten 2. Art von «,. 
Jedem solchen Kegel entspricht der Fundamentalpunkt als Bildpunkt, diese 
Kegel fiihren auf keine Bildkurven. 

ce) Die Kegel von Doppelstrahlen der Kongruenz von der Ordnungs- 
summe g, mit den Spitzen in den Fundamentalpunkten 2. Art von ¢,. 
Thre Schnittkurven mit ¢, von der Ordnungssumme @, sind doppelt zihlend 
ihre Bildkurven. . 


*) Diese Kurve wiire eigentlich wieder als Doppelkurve der Korrespondenz 
zwischen ¢, und [@] zu bezeichnen, doch wiirde diese Benennung zu Verwechslungen 
mit der Doppelkurve der Fliche [®], dem Ort der Doppelpunkte der Fliche fiihren. 
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d) Eine Regelflache [R] von der Ordnung u(u—1) + v(v—1) + 2e 
von Kongruenzstrahlen, die sich zu je zweien in «, schneiden, waihrend 
ihre Verbindungsebene durch S, hindurchgeht (Nr. 30). Auch [F] hat eine 
Anzahl Erzeugende in ¢,. Dies sind erstens die doppelt zihlenden Doppel- 
tangenten von (K,), die nicht zu den in a) und b) erwihnten Flichen ge- 
héren, ihre Zahl ist nach Nr. 22 


5 (n+-m,)(n+m,—3) —p, + 1—&— 9. 


Zweitens sind es die einfach zihlenden Tangenten von (K,), die einen 
anderen Kongruenzstrahl auf der Schnittlinie 1 von ¢, und «, so treffen, 
daB die Verbindungsebene der beiden Strahlen durch S, hindurchgeht. 
Die Kurve (K,) hat die Klasse » + m,, die Regelfliiche der Kongruenz- 
strahlen, deren Bildpunkte auf / liegen, die Klasse m,+m, sie haben 
(n+ m,)(m+ m,) gemeinsame Tangentialebenen aus S,. Zu diesen gehéren 
die Ebenen, welche die m Strahlen projizieren, die Tangenten von (K,) 
sind und ihren Bildpunkt auf / haben, die tibrigen (m+ m,)(n+m,) —n 
gemeinsamen Tangentialebenen liefern die gesuchten Tangenten von (K;,). 
Zieht man von der Schnittkurve der Regelfliiche [R] mit ¢, die eben er- 
wahnten zwei Gruppen von Erzeugenden ab (die erste doppelt ziahlend), 
dann verbleibt als Bildkurve der Regelfliiche [R| in ¢, eine Kurve von 
der Ordnung 


(n + m,—1)(m + m,— 2) + (n+ m,)(m + mg) — mn — 2(p,+ dy + P3)- 
Durch Addition aus a),c),d) ergibt sich fiir die Ordnung der Kurve in ¢,, 
welche der Doppclkurve von [®] entspricht: 


2n? + nm, + 3nm,— 4n + m,m, + m,? — 3m, — 2p, + 2. 


§ 8. 
Folgerungen fiir die [22, m:2|-Transformation. 


37. Abbildung einer Fliche auf eine mehrfach iiberdeckte Ebene. 
H. G. Zeuthen hat ein System von Formeln fiir die Abbildung einer alge- 
braischen Fliche auf eine mehrfach iiberdeckte Ebene ¢, angegeben*). 
Bezeichnet N die Vielfachheit der Ebene, A die Ordnung ihrer Ubergangs- 
kurve, N’ die Klasse und C’ die Zahl der stationiiren Tangenten derselben, 
s die Ordnung der einer Geraden der Ebene auf der Fiiiche entsprechenden 
Kurve, m, die Ordnung der Fliiche, ,’ ihre Klasse, a, die Klasse eines 


*) H. G. Zeuthen. Etudes géometriques de quelques-uns des propriétés de deux 
surfaces dont les points se correspondent un-a-un. VII. Addition sur la représentation 
d'une surface sur un plan multiple. Math. Ann. 4 (1871), 8. 48. 
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ihrer ebenen Schnitte, c,’ die Klasse der abwickelbaren Fliche der statio- 
niren Tangentialebenen der Fliche, A,, die Ordnung der Kurve auf der 
Fliche, in welcher die der Ubergangskurve enisprechenden Punkte zu- 
sammenfallen, b,, die Ordnung der Kurve, welche der Doppelkurve der 
Fliche entspricht, mw, die Vielfachheit der Fundamentalpunkte auf der 
Fliche als Punkte der Fliche, w,, die Ordnung der ihnen in ¢, ent- 
sprechenden Fundamentalkurve, wu, die Anzahl der Blatter von ¢,, in denen 
ein Punkt von ¢, Fundamentalpunkt ist, u,, die Ordnang der zugeord- 
neten Fundamentalkurve auf der Fliche, v, die Anzahl der Zweige der 
Ubergangskurve, die durch einen Fundamentalpunkt der in ihr zusammen- 
hingenden Blatter hindurchgehen, dann gelten die Formeln: 


(6) 3N — A + s(n, —4) — [41,2 (4 — 2))- bys =0, 
(7) nm,’ — 2a, + 3n, + S(u,) = N’—24+3N+4+ D(uy), 
(8) ¢,, — 124, + 24n, = C’— 124A + 24N + S(3»,), 

(9) A, = a, — 3n, + 38 — > (H,1) . 


Da die Fliche [®] keine Kuspidalkurve besitzt*) (Nr. 30), wurden 
die auf sie beziiglichen bei H. G. Zeuthen auftretenden GréBen ¢,, ¢,., 7,, 
By, 5 %1» %s,9 in den obigen Formeln gleich Null gesetzt. Vielfache Punkte 
entstehen nur durch die Doppelkurve; in den hier betrachteten Fillen 
liegen auf der Fliche keine Fundamentalpunkte oder die Fundamental- 
punkte sind einfache Punkte der Fliche, daher wurden auch die weiteren 
GréBen x,, 2,, 4,, &, nicht beriicksichtigt. 


38. Anwendung auf ¢,, & und [®]. In der Beziehung zwischen «¢, 
und [®] ist 
N=m, (Nr. 34), 
A = 2(m,+p,—1) (Nr. 39), 
N’=k, (Nr.5), 
C’=s, (Nr. 5), 
=n+m, (Nr. 35), 
n,=2n+m,+m, (Nr. 30), 
a, = 2(3n+m,+m,+p,+p,—2) (Nr. 31), 


*) Eine Kuspidalkurve wiirde aus einer Regelfliche von stationiiren Strahlen der 
Kongruenz K entstehen. Dann wiiren die Formeln von H.G. Zeuthen nicht ohne 
weiteres anwendbar, weil in diesen vorausgesetzt wird, daB die zwei Punkte in der 
Ebene, die einem Punkt der Riickkehrkurve entsprechen, getrennt oder in bestimmter 
Richtung unendlich benachbart sind, wibrend sie hier in jeder Richtung zusammen-. 
fallen wiirden. Dies fiihrt auf den bei H. G. Zeuthen a. a. O. Nr. 3 ausgenommenen 
Fall, da® sich zwei Kuspidalkurven entsprechen. 
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A, = 2(m,+p,—1)+m, (Nr. 35), 
b, = 2n?+ mm, + 3nm,— 4n + m,m, + m,*— 3m,—2p,+ 2 (Nr. 36), 
Hy) =ty2—9 (Nr. 35), 
2t,—= 2%, (Nr. 2, 3), 
2 s,1 = Sia, (Nr. 3), 
>%=.>4, (Nr. 5). 


Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhiilt man die entsprechen- 
den GréBen fiir die Beziehung zwischen «, und [9%]. 


39. Gl. (6) ist identisch erfiillt. Gl. (9) liefert fiir «, und « die in 
Nr. 17 angegebenen Gleichungen 


(la) Sia =3n—m + 2pi— nz — 2, 
(Ib) Dis, =3n— me + 2p2—m—2. 
Aus Gl. (7) ergibt sich fiir die beiden Ebenen 
n, = >x, + 6n+m,+ 4p,+h,—4, 
n,’ = >x,+ 60+ m,+ 4p,+k,— 4. 
Hieraus folgt: 
(II) D1 $m + 491 + i = DS x2 + me + 4p + ka. 
G1. (8) nimmt fiir «, und «, die Form an 





¢, = 3S 1, + 24n + 24p, + 5, — 24, 


¢ = 3 >i,+ 24n + 24p, + s,— 24, 
d. h. 


(ILD) : yh +24n1+5= 3 de + 24p2 + 8. 


; Die Formeln (Ia), (Ib), (II), (IIL) gelten unabhi .gig von den Voraus- 
setzungen in Nr. 8b und Nr. 19. 





40. Rationale und birationale Transformationen. Fiir den Fall m,=1 
erhalt man eine rationale Transformation der Ebenen ¢, und ¢,. Es treten 
keine Kurven (D,) und (D,) auf, nur ¢, besitzt eine Ubergangskurve, nur 


é, eine Doppelkurve, ferner ist p,=0. Die entsprechenden Formeln 
lauten dann 


Dia,= 3(n—1)— ny, 

i B,= 3n — m,+ 2(p,—1), 
S%, +k, +1 = Sx, + m+ 4p, 
31, + 8, = 24p,. 
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Fiir birationale Tansformationen folgt 


Dit, Sip,= 3(n—1), 
a «= > B;, 


wihrend beide Seiten der Gl. (III) verschwinden. 


41. Beziehung zwischen «,, a, und [®]. Durch die Kongruenz K ist 
die Fliche [®] auch auf die Ebenen «, und «, ($ 5) abgebildet. Auch hier 
ist einem Punkt von [®] in einer der Ebenen, etwa «,, der DurchstoBpunkt 
des entsprechenden Kongruenzstrahles zugeordnet. Fiir die » in a, liegen- 
den Kongruenzstrahlen ist jeder Punkt des Strahles Schnittpunkt mit der 
Ebene, die ihnen entsprechenden n einfachen Punkte von [®] sind also 
Fundamentalpunkte in der Beziehung zwischen «, und [®], denen je eine 
Gerade in der Ebene «, (eben der zugeordnete Kongruenzstrahl) entspricht. 
Da die Kongruenz K keine Leitkurve besitzt, treten in der Ebene a, keine 
Fundamentalpunkte auf. 

In den Formeln (6) bis (9) ist hier zu setzen: 


N=u=n+m,+m, (Nr. 25), 
A = uy, = 2(2n+m,+m,+p,+p,—2) (Nr. 26), 
N’=Kk (Nr. 26), 
C’=s' (Nr. 26), 
s=u+v—=—2n+m,+ m, 
n, = 2n + m,+ my, 
a, = 2(3n + m,+ m,+ p,+ p.— 2), 
A, = tg t 2n= 2(3n +m, + m,+ p, + p,— 2), 
b,2= w(u—1) + v(v—1) + 2(9 + 8) 
= 4(n — 1)? + (4n + m, + m,— 3)(m,+ my) — 2(p,+ py), 
= As 1, 
Hy = He = =U, 
> (u,)= 2, 
> [s,2(4 — 2)] ap eee 


Die Gl. (6) und (9) sind identisch erfiillt, aus (7) folgt, daB die 
Klasse eines ebenen Schnittes der Brennfliiche gleich der Klasse von [9] 
ist, Gl. (8) sagt aus, daB die Anzahl der stationiiren Tangenten eines ebenen 
Schnittes der Brennfliche gleich ist der Klasse der abwickelbarea Fliche 
der stationiiren Tangentialebenen von [®]. Diese beiden Ergebnisse wurden 
auf anderem Weg in Nr. 32 und Nr. 33 abgeleitet. 
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42. Schnitt von K mit einem Biischel linearer Komplexe. Den Schnitt- 
regelflichen der Kongruenz K mit einem der oo* Biischel linearer Kom- 
plexe entspricht auf [®] eine rationale Schar von Kurven. Durch einen 
Punkt von [®] geht im allgemeinen eine Kurve der Schar hindurch. Einer 
solchen Kurve entspricht in ¢, und «, je eine an jedem Punkt in einem 
Blatt der Ebene verlaufende Kurve, diese beiden Kurven sind demnach 
punktweise eineindeutig aufeinander bezogen. Durch einen Punkt P, von «, 
gehen m, Kurven der Schar, dem Punkt entspricht als Punkt jeder dieser 
Kurven ein Punkt auf der zugeordneten Kurve in «,, so erhiilt man die 
m, dem Punkt P, entsprechenden Punkte P,® in ¢,. 

Jede algebraische |m,, m,|-Korrespondenz zwischen zwei Ebenen lapt sich 
dadurch erzeugen, dag man den Kurven einer rationalen Schar vom Index m, 
der einen Ebene die Kurven einer rationalen Schar vom Index m, in der 
anderen Ebene umkehrbar eindeutig zuordnet und die Punkte zweier zu- 
geordneter Kurven eineindeutig aufeinander bezieht. 

Dies gilt ganz allgemein fiir beliebige [m,, m,|-Transformationen, 
wahrend von jetzt ab wieder die bisherigen Einschrinkungen vorausgesetzt 
werden sollen. 


43. Die speziellen linearen Komplexe, deren Achsen die Geraden eines 
Strahlenbiischels (S, «@) mit dem Scheitel S in der Ebene @ sind, bilden 
ein Biischel linearer Komplexe, das der Einfachheit halber den folgenden 
Betrachtungen zugrunde gelegt werden soll. / sei ein Strahl des Biischels 
(S,a). Der durch ihn bestimmte spezielle lineare Komplex schneidet die 
Kongruenz K in einer Regelfliche vom Grad uw + v = 2n + m,+ m,, von 
deren Erzeugenden » + m, in ¢, liegen, es sind dies die Tangenten aus 
dem Schnittpunkt (J >< ¢,) an die Kurve (K,) (Nr. 22). Die Restschnitt- 
kurve (C,) von der Ordnung n + m, ist durch die Erzeugenden der Regel- 
fliche punktweise eineindeutig auf die Restschnittkurve (C,) derselben 
Regelfliche mit ¢, von der Ordnung »-+ m, bezogen. Das Geschlecht 
dieser Kurven ist nach Nr. 24 


a=n+p,+p,—l. 
(C,) hat in jedem Fundamentalpunkt ¢** Ordnung von «, einen i-fachen 
Punkt, auBer durch diese Fundamentalpunkte gehen die oo’ Kurven (C;,) 
noch je einfach durch die » + m,+ m, Schnittpunkte der von S aus- 
gehenden Kongruenzstrahlen mit ¢, hindurch und je einfach durch die 
n Schnittpunkte der in « liegenden Kongruenzstrahlen mit ¢,. Der Schnitt- 
punkt (J >< ¢,) ist fiir die Kurve (C,) ein m,-facher Punkt. Jedem Punkt 
P, von «, entsprechen m, Punkte P,”) in «,, die Schnittpunkte der Strahlen 
(P,, P,) mit « bestimmen m, Gerade / des Biischels (S, @) und diese die 
m, Kurven (C,) durch P,. Ist ein Punkt von ¢, u-facher Punkt fiir eine 
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Kurve (C,), dann gehen durch ihn nur m, — uw oder unendlich viele weitere 
Kurven (C,) hindurch. 

Beriihrt eine Gerade g, in «, eine Kurve (C,), dann gehen von zwei 
unendlich benachbarten Punkten von gy, zwei unendlich benachbarte Kon- 
gruenzstrahlen aus, welche die (C,) entsprechende Gerade / des Biischels 
(S, «) treffen. Die Regelfliiche der Kongruenzstrahlen, welche die Punkte 
von g, mit ihren entsprechenden auf (G,) in ¢ verbinden, hat die Ord- 
nung » + m,, keine stationiiren Erzeugenden, das Geschlecht ihrer ebenen 
Schnitte ist p,. Dann haben ibre Schnitte mit der Ebene « die Klasse 
2(n + m,+p,—1), daraus folgt: 

Eine beliebige Gerade in ¢, wird von 2(n+m,+p,—1) Kurven (C,) 
beriihrt. 

Die Vertauschung der Indizes 1 und 2 gibt wieder die entsprechenden 
Ergebnisse fiir ¢,. 


§ 9. 


Transformationen, die sich in rationale und birationale 
Transformationen zerlegen lassen. 


44. Zusammensetzung rationaler Transformationen. Es seien zwei 
rationale ‘T'ransformationen gegeben, eine [1, m,]-Korrespondenz zwischen 
zwei Ebenen @, und « und eine [1, m,|-Korrespondenz zwischen zwei 
Ebenen f, und #,. Aus diesen liBt sich auf zweierlei Art eine [m,, m,]- 
Transformation zusammensetzen: 

a) Man stellt zwischen den (mehrfach iiberdeckten) Ebenen «, und £, 
eine birationale Transformation her. Dann entspricht einem Punkt von «, 
ein Punkt von «,, diesem ein Punkt in #8, und diesem sind m, Punkte 
in B, zugeordnet, dies liefert eine [m,, m,]-Korrespondenz zwischen «, 
und p,. 

b) Man fiigt eine birationale Transformation zwischen den Ebenen «, 
und #, ein. Dann sind einem Punkt von «, m, Punkte in «, zugeordnet, 
diesen m, Punkte in B, und diesen entsprechen m, Punkte in £,, es ergibt 
sich eine [m,, m,]-Transformation zwischen f, und «,. 


Diese beiden Typen von [m,, m,]-Transformationen sollen niaher be- 
trachtet werden. 


45. Die erste Art der Zusammensetzung. Einem Punkt von «@, sind 
m, Punkte in «, zugeordnet und jeder dieser m, Punkte fihrt in der 
[m,, m,|-Korrespondenz auf dieselben m, Punkte in #,, umgekehrt liefert 
jeder der m, Punkte in f,, die einem Punkt in f, entsprechen, dieselben 
m, Punkte in «,. In «, treten cot Gruppen von je m, Punkten auf, in £, 
co' Gruppen von je m, Punkten und diese Gruppen sind eineindeutig auf- 
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einander bezogen, es besteht eine involutorische [m,, m,|-Korrespondenz 
zwischen den Ebenen «, und f,. Ist eine involutorische [m,, m,|-Trans- 
formation zweier Ebenen «, und £, gegeben, dann lassen sich, da jede 
involution in einer Ebene rational! ist*), die Gruppen von je m, Punkten 
in « den Punkten einer Ebene «, umkehrbar eindeutig zuordnen, ebenso 
. die Gruppen von je m, Punkten in #, den Punkten einer Ebene f, und 
zwischen «, und f, besteht dann eine birationale Transformation. D. h. 
Jede involutorische |m,, m,|-Korrespondenz zwischen zwei Ebenen lapt 
sich in die Folge der Transformationen |m,, 1], [1, 1], [1, mg] zerlegen. 
Dies gilt ohne Einschrankung. 


46. Die zweite Art der Zusammensetzung. Aus Nr. 44, b) folgt, dab 
jedem Punkt von «, (und #,) ein Paar von Punkten zugeordnet ist, die 
sich in der [m,, m,]-Korrespondenz zwischen «, und £, entsprechen, um- 
gekehrt ist auch jedem Paar entsprechender Punkte in 6, und «, ein Punkt 
von « zugeordnet. Die Fliche [®), deren Punkte den Kongruenzstrahlen 
von K und damit den Paaren entsprechender Punkte in 6, und «, um- 
kehrbar eindeutig zugeordnet sind, ist in diesem Fall eineindeutig auf die 
Ebene a, abbildbar, sie ist rational. Bei der ersten Art der Zusammen- 
setzung braucht [®] nicht rational zu sein. Ist umgekehrt [®] rational, 
dann laéB®t sich durch die Abbildung der Flache in eine Ebene «, die 
[m,, m,]-Korrespondenz nach der zweiten Art zerlegen (die eingeschaltete 
birationale Transformation fallt dabei weg). Eine [1, w] und eine [1, v]- 
Transformation zusammengesetzt liefern eine | 1, uv|-Transformation, also 
wieder eine rationale; birationale Transformationen aindern an der Ratio- 
nalitét von [®] nichts. Dies gibt zusammengefaBt: 

Ist bei einer |m,, m,|-Korrespondenz die Fliche || rational, dann 
lift sich die Korrespondenz in die Folge der Transformationen [1, m,], [m,, 1] 
zerlegen. Setzt man eine [m,, m,|-Korrespondenz aus einer Folge von ratio- 
nalen und birationalen Transformationen zusammen, dann ist die F'liche [®| 
immer dann rational, wenn bei der Zusammensetzung nie swei mehrfach 
tiberdeckte Ebenen umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen sind. 

Dies gilt ohne einschrinkende Voraussetzungen fiir alle [m,, m,|- 
Korrespondenzen. 

Die Folge der Transformationen ist in diesem Fall 


(1, wy], (1, wel --+ (1, wad, [1, tals LY» 1) [v1 1] --- [v, 1) [m, 1]. 


Birationale Transformationen kénnen beliebig eingefiigt werden. 


*) G. Castelnuovo. Sulla razionalita delle involuzioni piame. Math. Ann. 44 
(1894), S. 125. 
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47. Rationalitdét von [®). Die Rationalitit von [%] steht im engsten 
Zusammenhang mit der Zerlegbarkeit der [m,, m,|-Korrespondenz in ratio- 
nale Transformationen. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, daB eine algebraische Fliche rational it, sind 


P, =, P, _ 0,*) 


dabei bedeutet p, das numerische Flichengeschlecht, P, das _ ,,Doppel- 
geschlecht“ (bigenre). Die erste Bedingung laBt sich in eine solche fiir 
die Korrespondenz verwandeln: Es ist fiir die Fliche [0] 


24p, = ¢,, — 12a, + 24n, — 24**). 


Dann ergibt sich als notwendige Bedingung fiir die Rationalitit von [] 
aus Nr. 38 und Nr. 39 


IVa 351, + s,— 24p, = 0, 
1 1 2 
(IVb) 3 Sd, + % — 24p, = 0. 


Vermiége Nr. 39 Gl. (III) zieht fiir die hier betrachteten [m,, m,|- 
Korrespondenzen eine der beiden Gleichungen (IV) die andere nach sich. 

Das Verschwinden des Doppelgeschlechts der Fliiche laBt sich nicht 
als Bedingung fiir die [m,, m,|-Transformation aussprechen, die Fliche [®] 
mu8 im einzelnen Fall, wenn die Gleichungen (IV) erfiillt sind, auf Grund 
der speziellen Eigenschaften der gegebenen Transformation auf ihre Ratio- 
nalitat hin untersucht werden. Die Fliche [®] von der Ordnung 2” + m,+m, 
besitzt Doppelkurven, aber keine Kuspidalkurven und keine vielfachen 
Punkte auBerhalb der Doppelkurve (Nr. 30). Dann ist die Bedingung des 
Verschwindens des Doppelgeschlechts gleichbedeutend mit der Aussage, 
daB es keine Fliichen von der Ordnung 


2(2n + m,+ m,— 4) 


gibt, welche durch die Doppelkurve von [®] doppelt hindurchgehen (solche 
Flichen ausgenommen, die [®] enthalten).***) 

Ist eine der Zahlen m,,m, gleich 2, dann ist die eine Ebene eine 
Doppelebene: Aus der Ubergangskurve in dieser Ebene laBt sich die 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Rationalitit von [®] an- 
geben+), sie lautet: Die Ubergangskurve muB sich durch eine birationale 
Transformation der Ebene auf einen der folgenden Fille zuriickfiihren lassen: 


*) G. Castelnuovo. Sulle superficie di genere zero. Soc. Ital. Scienze Mem. 3, 
10 (1896), Nr. 14. 
**) H. G. Zeuthen a. a. O. 8. 41. 
***) G. Castelnuovo a. a. O. Nr. 11 und Nr. 14. 
+) M. Noether. Uber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen. 
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a) eine Kurve 4. Ordnung, 
b) eine Kurve 6. Ordnung mit zwei unendlich benachbarten drei- 
fachen Punkten, 
ce) eine Kurve 2m" Ordnung mit einem 2m — 2-fachen Punkt. 
Dies liefert (unabhiingig von den bisherigen Voraussetzungen) die 
Fille, in denen sich eine [2, v]-Korrespondenz auf zwei rationale Trans- 
formationen zuriickfiihren 1aBt. 


48. Die Kurven (G,) haben das Geschlecht 0, 1 oder 2. Es sei eine 
[m,, m,|-Transformation gegeben, in der den Geraden g, der Ebene «¢, 
rationale Kurven (G,) in ¢ entsprechen. Die Kongruenzstrahlen von K, 
welche die Punkte von g, mit den entsprechenden auf (G,) verbinden, 
bilden dann eine rationale Regelfliche. Greift man ein Biischel von 
Strahlen g, in ¢, heraus, dann fiihrt dieses auf eine einfach unendliche 
rationale Schar rationaler Regelflichen, von denen durch jeden Kongruenz- 
strahl eine hindurchgeht, nimlich diejenige, deren Gerade g, den Bildpunkt 
des Kongruenzstrahles in ¢, enthalt. Den Regelflichen entspricht auf der 
Fliche [®] eine lineare einfach unendliche Schar von rationalen Kurven, 
dann ist [®] rational*). Daraus folgt (ohne Einschrinkungen): 

Entsprechen in einer |m,, m,|-Transformation den Geraden der einen 
Ebene, etwa «,, rationale Kurven in der anderen Ebene &, (ohne dap den 
Geraden von &, rationale Kurven in «, eugeordnet zu sein brauchen), dann 
lat sich die Korrespondenz in die Transformationen [1,m,], [m,,1] zerlegen. 

Sind den Geraden g, Kurven (G,) vom Geschlecht p, = 1 zugeordnet, 
dann bilden die Kongruenzstrahlen von K, welche die Punkte von g, mit 
den entsprechenden auf (G,) verbinden, elliptische Regelflichen. Durch zwei 
Kongruenzstrahlen geht eine dieser Regelflichen hindurch. Die oo? Geradeng, 
fiihren so auf ein lineares zweifach unendliches System von elliptischen 
Kurven auf der Fliche [®]. Dann ist die Fliche [®] entweder rational 
oder umkehrbar eindeutig auf eine elliptische Regelfliche abbildbar**). Im 
letzteren Falle ist das numerische Flaichengeschlecht von [®], das bei ein- 
eindeutigen Transformationen erhalten bleibt, nicht gleich Null. Da eine 
der Gleichungen (IV) die andere nach sich zieht und beide Gleichungen 
die Bedingung fiir das Verschwinden des numerischen Flichengeschlechtes 
angeben, folgt hieraus unter den Voraussetzungen von Nr. 4, 8a, 8c: 

Sind in einer [m,, m,|- Transformation den Geraden der einen der 
beiden Ebenen, etwa ¢,, elliptische Kurven in der anderen Ebene &, su- 


*) M. Noether. Uber Flichen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen. Math. 
Ann. 3 (1871), S. 161. 

**) G. Castelnuovo. Sulle superficie algebriche che contegono una rete di curve 
iperellitiche: Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 3, (1894), S. 473. 


3* 
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geordnet und ist eine der beiden Gleichungen (1V) erfiillt, dann laBt sich 
die Transformation aus den beiden Transformationen [1, m,], [m,, 1] 2u- 
sammensetzen. 

Enthalt eine Flaiche eine lineare Schar von Kurven vom Geschlecht 2 
von der Eigenschaft, dab durch r > 2 Punkte eine Kurve der Schar hin- 
durchgeht und daB sich irgend zwei allgemeine Kurven der Schar in mehr 
als zwei beweglichen Punkten schneiden, dann ist die Fliche umkehrbar 
eindeutig entweder in die Ebene oder in eine Regelfliche abbildbar, deren 
ebene Schnitte das Geschlecht 1 oder 2 haben.*) Ist das Geschlecht der 
Kurven (G,) p,= 2 und ist m, > 2, dann sind die Voraussetzungen dieses 
Satzes erfiillt. Daraus ergibt sich ahnlich wie im vorigen Fall (wieder 
mit den Einschrinkungen von Nr. 4, 8a, 8c): 

Entsprechen in einer [m,, m,|- Transformation einem Punkt der einen 
der beiden Ebenen, etwa &,, m, > 2 Punkte in der anderen Ebene, haben 
die den Geraden dieser Ebene zugeordneten Kurven (G,) das Geschlecht p,= 2 
und ist eine der beiden Gleichungen (IV) erfiillt, dann laiBt sich die Trans- 
formation aus den beiden Transformationen [1, m,], [m,, 1] zusammensetzen. 


Erlangen, 4. Juli 1911. 


*) G. Castelnuovo a.a O. 


Druckfehlerverzeichnis. 


8.8 Z. 7 v. u. statt: + +P — 10n, lies +2p,*—10n 


mM 


.9 Z. 13 v. 0. statt: + Sg Ps 10n, lies + 2p,*— 10» 


n 


10 Z. 7 v. o. statt: ,,welche durch“ lies ,,welche*. 














L. E. J. Brouwer. Der ebene Translationssatz. 


Beweis des ebenen Translationssatzes. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


In der Cartesischen Ebene verstehen wir unter einer einfachen offenen 
Linie eine ihre Grenzpunkte enthaltende Punktmenge, welche eineindeutiges 
und stetiges Bild der geraden Linie ist. 

In einer einfachen offenen Linie werden durch einen willkiirlichen 
ihrer Punkte zwei zusammenhingende, ihre Grenzpunkte enthaltende Teil- 
mengen bestimmt, welche nur den genannten Punkt gemeinschaftlich haben. 
Eine solche Teilmenge nennen wir eine einfache offene Halblinie. 

Unter einem zu einer eineindeutigen, stetigen, den Umlaufssinn nicht 
andernden Transformation der Cartesischen Ebene in sich gehérigen Trans- 
lationsfelde verstehen wir ein Gebiet, welches auBerhalb seines Bildgebietes 
liegt, und von zwei einander nicht treffenden einfachen offenen Linien, 
deren eine das Bild der anderen ist, begrenzt wird. 

Eine eineindeutige, stetige, den Umlaufssinn nicht fndernde Trans- 
formation der Cartesischen Ebene in sich soll iiber die ganze Ebene eine 
Translation heiBen, wenn sich zu jedem Punkte der Ebene ein diesen 
Punkt enthaltendes Translationsfeld angeben laBt. 

Es gilt nun folgender 

Translationssatz. Jede eineindeutige, stetige, den Umlaufssinn nicht 
Gndernde Transformation der Cartesischen Ebene in sich, welche keinen 
Punkt invariant lapt, ist iiber die ganze Ebene eine Translation.*) 

Von diesem Satze fiihre ich im folgenden den vollstindigen Beweis. 


*) Vgl. Math. Ann. 69, wo der Satz 8.179 formuliert und S. 199 angewandt wird. 
Ich mache hier darauf aufmerksam, daB die Identifizierung jedes Punktes mit seinem 
Bildpunkte nicht immer aus der Ebene eine neue Flache zu erzeugen braucht, wie 
dies bei der zitierten gruppentheoretischen Anwendung der Fall ist. 
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$ 1. 
Theorie der Bahnkurven. 


Wir denken also die Cartesische Ebene einer eineindeutigen, stetigen, 
den Umlaufssinn nicht findernden Transformation, welche keinen Punkt 
invariant liBt, unterzogen. 

Alsdann nennen wir einen einfachen Kurvenbogen AA’, dessen End- 
punkt A’ Bildpunkt des Anfangspunktes A ist, und der auBer dem Punkte 
A’ mit seinem Bilde keinen Punkt gemeinschaftlich hat, einen Trans- 
lationsbogen. 

Indem wir einen ‘Translationsbogen immer wieder der gegebenen 
Transformation sowie ihrer inversen unterziehen, erzeugen wir eine stetige 
Kurve, welche wir eine Bahnkurve nennen wollen. 

Einen Teilbogen einer Bahnkurve, von dessen Endpunkten eines das 
Bild des anderen ist, nennen wir ein Bahnsegment. 

Einen Teilbogen einer Bahnkurve, der ein Bahnsegment als Teil ent- 
halt, nennen wir einen Bahnbogen. 

Ein einfacher Kurvenbogen, der sein Bild nicht trifft, soll ein freier 
Bogen heiBen. 

Unter dem 7ransformationsvektor eines Punktes der Ebene verstehen 
wir den Vektor, der diesen Punkt mit seinem Bildpunkte verbindet. 

Satz 1. Eine Bahnkurve kann keinen Doppelpunkt besitzen. 

Beweis. Falls ein Doppelpunkt existiert, so enthalt gewiB auch 
der in A anfangende Teil der Bahnkurve einen Doppelpunkt. Sei also P’ 
der Punkt, in dem dieser Teil fiirs erste Mal 
sich selbst trifft. 

Auf der in dieser Weise gebildeten einfachen 
geschlossenen Kurve ¢ miissen dann wenigstens 
p” zwei Punkte der durch beliebige Wiederholung 
va der Transformation aus A erzeugten Punktreihe 
a ae 4 A, A’, A”,--~ liegen. Der erste auf ¢ liegende 
a Punkt dieser Reihe sei A“+”, der letzte A, 

Sei P” das Bild von P’, P das inverse 
Bild von P’. Wenn wir die Bahnkurve noch tiber P’ hinaus bis P” ver- 
langern, so kann dieses (in Fig. 1 gestrichelte) Bahnsegment P’P” von 
der geschlossenen Kurve ¢ nur den Bogen P’ A“*+” treffen. Der Kurven- 
bogen P” A P’, der sowohl mit dem Bahnsegmente P’ A“+» P”, wie 
mit dem Bahnsegmente P’ A‘?+» P” eine einfache geschlossene Kurve 
bildet, hat fiir diese beiden geschlossenen Kurven dieselbe Innenseite, kann 
mithin durch die Bahnsegmente P’ A“*+” P” und P’ A®*+» P” zusammen 
nicht vom Unendlichen getrennt werden. 


‘ 






Fig. 1. 
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Wir fiihren nun von einem nirgends verschwindenden Vektor, dessen 
Anfangspunkt das Bahnsegment P A® P’ durchliuft, den Endpunkt als 
stetige Funktion des Anfangspunktes von P’’ nach P”, ein erstes Mal auf 
dem Bahnsegmente P’ A“+» P”, ein zweites Mal auf dem Bahnsegmente 
P’ A®+) P”, Der dabei vom Vektor beschriebene Drehungswinkel ist, 
weil die Bogen P’ A“+) P” und P’ A®*+" P” zusammen den Bogen 
PA” P’ (oder, falls die Punktepaare A“+”, P” und P, A™ einander 
auf ¢ trennen, eine Seite des Bogens P A™ P’) nicht vom Unendlichen 
trennen, beide Male derselbe. 

Der totale Drehungswinkel, den der Transformationsvektor bei einem 
vollen Umlauf von ¢ beschreibt, wird somit auch erhalten, wenn wir von 
einem nirgends verschwindenden Vektor zuniichst den Anfangspunkt den 
zu ¢ gehérigen Bogen P’ A“*+" P und den Endpunkt als stetige Funktion 
des Anfangspunktes den Bogen P” A® P’, und sodann den Anfangspunkt 
den Bogen P A”) P’ und den Endpunkt als stetige Funktion des Anfangs- 
punktes den Bogen P’ A”“*+" P” beschreiben lassen. 

Der hierbei in den Punkten von ¢ auftretende Vektor gehért aber 
als Transformationsvektor zu einer Rotation der geschlossenen Linie ¢ in 
sich, sodaB sein totaler Drehungswinkel 22 betriigt. 

Dies aber wiirde nach sich ziehen, daB die Transformation der Ebene 
innerhalb ¢ einen Fixpunkt besiiBe, was ein Widerspruch ist. 

Satz 2. Eine Balnkurve kann bei beliebig weiter Fortsetzung vorwiirts 
und riickwérts nicht in beliebige Néhe eines ihrer Punkte zuriickkehren. 

Beweis. Wir nehmen an, daB die Bahnkurve bei beliebig weiter 
Fortsetzung vorwirts in beliebige Nahe ihres Panktes P zuriickkehrt. Dann 
existiert eine einfache geschlossene Kurve c, welche sich aus einem Bahn- 
bogen PQ und einem freien Bogen PQ, der auch das P vorangehende 
Bahnsegment P,P nicht trifft, zusammensetzt. Wir bezeichnen den Bahn- 
bogen PQ mit 6, den (in Fig. 2 
gestrichelten) freien Bogen PQ 
mit «, die Bilder von c, P, Q, B, « 
der Reihe nach mite’, P’’, Q’, p’, «’, 
die inversen Bilder von P resp. Q 
mit P, resp. Q,. 

Der totale Drehungswinkel 
des Transformationsvektors fiir das 
Bahnsegment Q,@ kann erzeugt werden, indem wir von einem nirgends 
verschwindenden Vektor zunichst den Anfangspunkt das Bahnsegment Q, Y 
und den Endpunkt als stetige Funktion des Anfangspunktes den Bogen 
QQ P’ beschreiben lassen, und sodann den Anfangspunkt in @Q festhalten, 
und den Endpunkt auf @ von P’ nach Q’ zuriickfiihren. In dieser Bahn 





Fig. 2. 
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des Endpunktes diirfen wir aber den Bogen YQ P’ durch QPP’ ersetzen; 
die eine Seite des Bahnsegmentes Q; QY wird nimlich, auch falls die Punkte- 
paare P, P’ und Q,, Q einander auf ¢ trennen sollten, durch QQ P’+ QPP’ 
nicht vom Unendlichen getrennt. 

Der totale Drehungswinkel des Transformationsvektors fir den freien 
Bogen « kann erzeugt werden, indem wir von einem Vektor zuniichst 
den Anfangspunkt in Q festhalten und den Endpunkt auf «’ von Q nach 
P’ fiihren, und sodann den Endpunkt in P’ festhalten und den Anfangs- 
punkt auf @ von @ nach P fiihren. 

Der totale Drehungswinkel des Transformationsvektors fiir einen vollen 
Umlauf von ¢ kanux somit erzeugt werden, indem wir von einem nirgends 
verschwindenden Vektor den Anfangspunkt und den Endpunkt je einen 
vollen Umlauf von ¢ vollbringen lassen Dieser totale Drehungswinkel 
betragt somit 22. 

Dies aber wiirde wieder nach sich ziehen, daB die Transformation der 
Ebene innerhalb ¢ einen Fixpunkt besiBe, was ein Widerspruch ist. 

Aus Satz 2 diirfen wir nicht folgern, daB eine Bahnkurve eine ein- 
fache offene Linie ist. Vielmehr kénnen bei beliebig weiter Fortsetzung 
vorwarts sehr gut nicht zur Bahnkurve gehérige Grenzpunkte auftreten. 
Die von diesen Grenzpunkten gebildete Punktmenge nennen wir das finale 
Ende F der Bahnkurve. In analoger Weise wird bei beliebig weiter Fort- 
setzung riickwirts ein initiales Ende I der Bahnkurve bestimmt. Satz 2 
besagt aber, dab die Bahnkurve keines ihrer beiden Enden treffen kann. 

Wir wollen gleich ein Beispiel einer Bahnkurve, welche ein finales 
Ende besitzt, herstellen. Wir betrachten dazu die durch folgende Formeln 
ausgedriickte Transformation: 


fiir z>—: “==, y = 3y+1, 

1 ’ . i‘ # ae ae 
fiir > a>: odie y=y\l igs) + 1 
fiir «<0: z= Z, y=y+l. 


Sei A der Punkt mit den Koordinaten = und 0, B der Punkt mit 


den Koordinaten : und — 2, C der Punkt mit den Koordinaten a und 1. 


Aus den Strecken AB und BC kénnen wir einen Translationsbogen zu- 
sammensetzen. Dieser Translationsbogen bestimmt eine Bahnkurve, welcHe 
die gerade Linie « = 0 zum finalen Ende besitzt. 
Satz3. Kein Ende einer Bahnkurve kann ganz im Endlichen enthalten sein. 
Beweis. Ein im endlichen enthaltenes Ende wire nimlich eine zu- 
sammenhiingende, perfekte Punktmenge, welche ein die Bahnkurve ent- 
haltendes Gebiet G, bestimmen wiirde. Die Komplementirmenge dieses 
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Gebietes G, wire ein fiir die Transformation invariantes zirkulares Kon- 
tinuum*), das wenigstens einen invarianten Punkt enthalten wiirde.**) 
Ein Ende einer Bahnkurve erstreckt sich somit bis zum Unendlichen. 


Wir werden nun fiir die weiteren Entwicklungen dieses Paragraphen 
die Ebene stereographisch auf eine Kugel projizieren, wobei das Unend- 
liche in einen einzigen Punkt U iibergeht; ein Ende einer Bahnkurve wird 
dann zu einer zusammenhdngenden perfekten Punktmenge. 

Hilfssatz 1. Ein freier Bogen, welcher mit einem zwischen denselben 
Endpunkten verlaufenden Bahnbogen eine einfache geschlossene Kurve bildet, 
wird sowohl von dem vorangehenden, wie von dem folgenden Bahnsegment 
der Bahnkurve getroffen. 

Beweis. Wenn nimlich der freie Bogen z. B. von dem vorangehen- 
den Bahnsegment der Bahnkurve nicht getroffen wiirde, so wiirde wieder 
der Fall der Fig. 2 eintreten, d. h. wir hiitten eine einfache geschlossene 
Kurve ¢, welche sich aus einem Bahnbogen PQ, und einem freien Bogen 
PQ, der auch das P unmittelbar vorangehende Bahnsegment P,P nicht 
trife, zusammensetzte. Hieraus gelangen wir genau wie im Beweise des 
Satzes 2 zu einem Widerspruch. 

Wir zerlegen jetzt die Bahnkurve in ein wenigstens vier getrenute 
Segmente enthaltendes Mittelstiick, ein initiales Stiick und ein finales Stiick, 
welche wir der Reihe nach mit m, i und / bezeichnen. 

Sei G, das von F’ bestimmte, die Bahnkurve enthaltende Gebiet. Unter 
der Kontur von F verstehen wir sodann den zyklischen Ordnungstypus 
seiner fiir G, erreichbaren Punkte. Wir sagen, daB das finale Stiick der 
Bahnkurve den Punkt P der Kontur von F' unbegrenzt approximiert, wenn 
es jeden nach P fiihrenden Weg in beliebiger Nihe von P trifft. 

Hilfssatz 2. Das finale Ende enthilt, falls es sich nicht auf den 
Punkt U reduziert, wenigstens zwei erreichbare Punkte, welche vom finalen 
Stiicke der Bahnkurve unbegrenzt approximiert werden. 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle kénnten wir nimlich einen freien 
Bogen ” zeichnen, der einen Punkt H” von f mit einem erreichbaren 
Punkte K” von F verbinde, der auBer- 
halb seiner Endpunkte weder mit 
m, noch mit f, noch mit F einen 
gemeinschaftlichen Punkt besaBe, 
und von dem auch das Bild und das 
inverse Bild einander nicht trifen.***) 





*) Amsterd. Ber., holl. Ausg. 19, 8. 737; engl. Ausg. 13, 8. 767. 
**) ibid., holl. Ausg. 19, S. 741; engl. Ausg. 13, S. 771. 
***) Letztere Bedingung ist iibrigens fiir jeden freien Bogen von selbst erfiillt- 
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Die inversen Bilder von H”, K”, 8” bezeichnen wir der Reihe nach 
mit ,H’, K’, B’, die inversen Bilder von H’, K’, 8 der Reihe nach mit 
H, K, B, und wir beschreiben um XK’ einen Kreis c’, der von seinem Bilde, 
von , 6”, und vom Bahnbogen HH” nicht getroffen wird. Weil nun aber 
K’ wa F gehért, miiBte der auf H” folgende Teil von f in c’ eindringen, 
wobei eine einfache geschlossene Kurve von der durch Hilfssatz 1 ausge- 
schlossenen Art herauskiime. 

Aus Hifssatz 2 folgern wir, daB die von f unbegrenzt approximierten 
erreichbaren Punkte von F' ein gewisses Segment 6 der Kontur von F' ein- 
nehmen. Wir betrachten das von o auf der Kontur von F' bestimmte 
Komplementirsegment 6.,. 

Hilfssatz 3. Das Komplementirsegment 6, reduziert sich auf hichstens 
einen einzigen erreichbaren Punkt. 

Beweis. Wir bemerken zuniichst, daB die Schnitte, von denen das 
eventuelle Segment 6, begrenzt wird, beide von einem mit U zusammen- 
fallenden erreichbaren Punkte bestimmt werden miissen. In entgegenge- 
setzten Falle kénnten wir nimlich in endlicher Entfernung von U einen 
beliebig kleinen einfachen Kurvenbogen zeichnen, der einen Punkt von 6 
mit einem Punkte von 6, verbiinde, und auBerhalb seiner Endpunkte F 
nicht triife.*) Dann aber kénnten wir einen freien Bogen 8” von der im 
Beweise von Hilfssatz 2 auftretenden Art konstruieren, und dieser wiirde 
wie dort auf einen Widerspruch fiihren. 

Wiiren nun diese beiden Schnitte nicht identisch, so hiitten die Ab- 
leitungen von 6 und 6, den Punkt U als ihren einzigen gemeinschaftlichen 
Punkt, wihrend f in beliebige Nahe eines nicht mit UV identischen Punktes 
der Ableitung von 6, gelangen miiBte, sodab wir wieder einen freien Bogen p” 
von der durch den Beweis des Hilfssatzes 2 ausgeschlossenen Art kon- 
struieren kénnten. 

Die Bahnenden J und F bilden zusammen eine zusammenhingende 
perfekte Punktmenge J+ F. In einem der von ihr bestimmten Gebiete, 
das wir mit G bezeichnen, verliuft die Bahnkurve. Die Kontur von 1+ F 
enthilt ein Segment 6,, das von i, und ein Segment 6,, das von f un- 
begrenzt approximiert wird. Aus Hilfssatz 3 folgern wir, daB diese beiden 
Segmente auf der Kontur von J + F kein Komplementiirsegment iibrig lassen. 

Hilfssatz 4. Die Segmente 6, und 6, besitzen kein gemeinschaftliches 
Teilsegment. 

Beweis. Wenn ein gemeinschaftliches Teilsegment existierte, kinnten 
wir nach einem zu diesem Segmente gehiérigen Punkte K einen Weg legen. 
Dieser Weg wiirde einen freien Bogen enthalten, der einen Punkt von / 


*) Amsterd. Ber, holl. Ausg. 20, 8. 26; engl. Ausg. 14, S. 302. 
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mit einem Punkte von f verbiinde, und iibrigens die Bahnkurve nicht 
trife, was wider Hilfssatz 1 verstoBen wiirde. 

Hilfssatz 5. Die Schnitte, durch welche 6, und 6, getrennt werden, 
werden beide von einem mit U zusammenfallenden erreichbaren Punkte bestimmt. 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle kénnten wir niimlich in end- 
licher Entfernung von U einen beliebig kleinen, m nicht treffenden, freien 
Bogen zeichnen, der einen Punkt von 6, mit einem Punkte von 6, ver- 
biinde, und auBerhalb seiner Endpunkte F nicht triife. Und dieser Kurven- 
bogen wiirde wieder einen freien Bogen enthalten, der einen Punkt von / 
mit einem Punkte von f verbinde, und iibrigens die Bahnkurve nicht triife. 

Aus Hilfssatz 5 folgern wir gleich, daB die Ableitung J, von «6, und 
die Ableitung F’, von 6, nur den Punkt U gemeinschaftlich haben. 

Satz 4. Die Bahnenden I und F haben nur den Punkt U gemein- 
schaftlich. 

Beweis. Wenn niimlich i in beliebige Nahe eines nicht mit U iden- 
tischen Punktes von F’, gelangte, so giibe es in endlicher Entfernung von U 
einen beliebig kleinen nach F’, fiihrenden Weg, der sowohl von i wie von f 
getroffen wiirde, und auf dem man einen i und f verbindenden und auBer- 
halb seiner Endpunkte die Bahnkurve nicht treffenden freien Bogen be- 
stimmen kénnte, was durch Hilfssatz 1 ausgeschlossen ist. 

Mithin ist J mit J, und F mit F’, identisch, womit der Satz be- 
wiesen ist. 

Hilfssatz 6. Es gibt eine einfache geschlossene Kurve, welche U ent- 
halt und die Bahnkurve in einem einzigen Punkte kreuzt, sonst aber weder 
die Bahnkurve noch ihre Enden trifft. 

Beweis. Wir bezeichnen J — U mit J,,  — U mit F,, und gehen 
aus von einer einfachen geschlossenen Kurve x, welche J und J’ nur in U 








trifft, und die Kugel zerlegt in ein Gebiet 6, welches J,, oder, falls J 


r 


nicht existiert, i enthialt, und ein Gebiet 7, welches F., oder, falls F’. nicht 
existiert, f enthiilt. 
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Sei f,, dasjenige von x und f bestimmte Teilgebiet von 6, welches 
I, resp. i enthilt; seine Grenze x,, trifft J+ F nur in U. In beliebiger 
Niihe von ~,, laBt sich somit eine (in Fig. 4 gestrichelte) U enthaltende 
und iibrigens in f,, verlaufende einfache geschlossene Kurve x’ zeichnen, 
welche die Kugel zerlegt in die Gebiete 6’ und 7’, von denen das erste 
I, resp. i, das zweite sowohl F’. wie f enthiilt. 

Sei 4; dasjenige von x und i bestimmte Teilgebiet von »', welches 
F’, und f enthilt; seine Grenze x; trifft J+ F nar in U. In beliebiger 
Nahe von x, laBt sich somit eine (in Fig. 4 punktierte) U enthaltende 
und fibrigens in 7, verlaufende einfache geschlossene Kurve x” zeichnen, 
welche die Kugel zerlegt in die Gebiete 6” und 4”, von denen das erste 
sowohl J, wie i, das zweite sowohl /'. wie f enthiilt. 

Seien H, und H, zwei solche Schnittpunkte von x” und m, daB der 
U enthaltende Teilbogen H,H, von x” keinen weiteren Punkt von m ent- 
halt. Ersetzen wir jetzt in x” den U nicht enthaltenden Teilbogen H, H, 
durch den zu m gehdrigen Bogen H,H,, so erhalten wir eine einfache 
geschlossene Kurve x”, welche U enthilt und die Babnkurve in einem 
gemeinsamen Bogen H, H, kreuzt, iibrigens aber weder die Bahnkurve noch 
ihre Enden trifft. Nach einer beliebig kleinen Modifizierung geniigt mithin 
x” den Anforderungen des zu beweisenden Satzes. 

Satz 5. U ist sowohl als Punkt von I wie als Punkt von F aus 
einem willkiirlichen Punkte der Bahnkurve ohne weitere Durchsetzung der 
Bahnkurve erreichbar; iibrigens enthilt weder I noch F einen Punkt, der 
aus einem Punkte der Bahnkurve ohne weitere Durchsetzung der Bahnkurve 
erreichbar ist. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Hilfssiitze 3 und 6. 

Als Erginzung zu Hilfssatz 1 kinnen wir jetzt formulieren: 

Satz 6. Es gibt keine einfache geschlossene Kurve, welche sich aus 
einem freien Bogen und einem Bahnbogen mit denselben Endpunkten zu- 
sammensetzt. 

Beweis. Wir nehmen an, daB eine solche geschlossene Kurve c 
existiert, bezeichnen den freien Bogen und den Bahnbogen, aus denen ¢ 
sich zusammensetzt, der Reihe nach mit « und #, den # vorangehenden 
Teil der Bahnkurve mit b, den auf 6 folgenden Teil der Bahnkurve mit e, 
die Komplementiirmenge des Gebietes G, mit J, die Komplementiirmenge 
des Gebietes G, mit F,, die auf « von b+ J, bestimmte abgeschlossene 
Punktmenge mit z,, die auf « von e + F’, bestimmte abgeschlossene Punkt- 
menge mit z,. Die auf « von 2,+ 2, bestimmte Intervallmenge enthilt 
sicher ein Intervall 7, von dessen Endpunkten der eine P zu 2,, der an- 
dere Q zu x, gehért. Wenn nun P zu J, gehirte, wire er ein aus G 
ohne Durchsetzung der Bahnkurve erreichbarer Punkt von J, was unmég- 
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lich ist. Mithin gehért P zu b, ebenso Q zu e, und das Intervall i miiBte 
zusammen mit dem Bogen P@ der Bahnkurve eine einfache geschlossene 
Kurve von der durch Hilfssatz 1 ausgeschlossenen Art bestimmen. 

Satz 7. Durch jeden Punkt der Ebene lift sich eine Bahnkurve legen. 

Beweis. Sei P ein in der Ebene willkiirlich angenommener Punkt, 
P’ sein Bild, k ein P und P’ verbindender einfacher Kurvenbogen, k’ das 
Bild von k. Wir lassen einen beweglichen Punkt S von P aus den Kurven- 
bogen & beschreiben, bis seine Bahn und 
diejenige seines Bildpunktes S’ einander 
treffen in einem Punkte Q’. Dort miindet 
dann entweder die Bahn von S auf eine 
Seite der Bahn von S’, oder die Bahn 
von S’ auf eine Seite der Bahn von S. 
Wir diirfen den ersten Fall voraussetzen ; 
der zweite kann niimlich in den ersten 
iibergefiihrt werden, indem wir die Trans- acti 
formation durch ihre inverse ersetzen, wobei die Rollen von P und P’ 
verwechselt werden, unsere Aufgabe aber dieselbe bleibt. 

Wir bezeichnen mit Q” das Bild von Q’, mit Q das inverse Bild 
von Q’, mit a den Kurvenbogen PQ’, mit a’ das Bild von a. 

Wir wihlen auf a einen Punkt R’ so nahe an Q’, daB er sich mit 
P’ verbinden la8t durch einen einfachen Kurvenbogen s’, der auBerhalb P’ 
und R’ weder sein inverses Bild s, noch a, noch a’ trifft, wihrend auch s 
auBerhalb P weder a noch a’ trifft. Alsdann ist aber RPQR’ ein Trans- 
lationsbogen, der eine P enthaltende Bahnkurve erzeugt, womit unsere 
Aufgabe gelést ist. 

Satz 8. Wenn wir einen in der Ebene willkiirlich angenommenen Punkt 
immer wieder der gegebenen Transformation sowie ihrer inversen unterziehen, 
so erzeugen wir eine Punktmenge, welche keinen Grenzpunkt im Endlichen 
besitat. 

Beweis. Wenn niimlich diese Punktmenge, welche wir mit ¢ be- 
zeichnen, eine Fundamentalreihe P™), P%™), .--, welche gegen einen im 
Endlichen liegenden Grenzpunkt P“) konvergierte, enthielte, so kénnten 
wir nach der im Beweise von Satz 7 befolgten Methode durch P™ und 
einen in geniigender Niihe von P\”) liegenden Punkt Pe) einen Trans- 
lationsbogen legen; die von diesem Translationsbogen erzeugte Bahnkurve 
wiirde sodann die ganze Punktmenge ¢ enthalten, miiBte somit bei geniigend 
weiter Fortsetzung vorwiirts und riickwirts in beliebige Nahe von P™ 
gelangen, was wider Satz 2 verstoBen wiirde. 
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‘ § 2. 
Herstellung des Translationsfeldes. 


Unser Ziel ist jetzt, zu einem in der Ebene willkiirlich angenom- 
menen Punkte P, ein diesen Punkt enthaltendes Translationsfeld zu kon- 
struieren. 

Wir ziehen durch P, eine willkiirliche Bahnkurve }, und schlagen 
um P, als Mittelpunkt einen Kreis C,. 

Die Enden von }, bestimmen in der Ebene ein }, enthaltendes Ge- 
biet, welches von }, in zwei Teilgebiete zerlegt wird. Diese Teilgebiete 
kénnen wir als das rechie und das linke Gebiet von b, bezeichnen. 

Einen zwischen zwei Punkten von }, im rechten bez. linken Gebiete 
von }, verlaufenden, im iibrigen }, nicht treffenden und ohne Kreuzung 
von b, oder C, aus dem Unendlichen erreichbaren Teilbogen von C, nennen 
wir einen rechten bez. linken SchlieBungsbogen von C, in beaug auf by, 
kurz einen Sb,(C,, by) bez. Sb,(C,, 6). Dieser SchlieBungsbogen soll 
erster Art heiben, wenn er sein Bild nicht trifft, zweiter Art im entgegen- 
gesetzten Falle. 

Zu jedem SchlieBungsbogen gehért ein zwischen demselben Anfangs- 
punkte und demselben Endpunkte verlaufender Teilbogen von },, den wir 
einen rechten bez. linken Ausbiegungsbogen von b, in bezug auf C,, kurz 
einen Ab, (b,, C,) bez. Ab,(b,,C,) nennen. (In Fig. 6 sind die Ab, (b,, C,) 
gestrichelt gezeichnet.) Ein Ausbiegungsbogen soll erster oder zweiter Art 
heiBen, je nachdem der entsprechende SchlieBungsbogen erster oder zweiter 
Art ist. 

Sei A,F, der kleinste die Sh, (C,, b,) enthaltende Teilbogen von C,. 
Wir nehmen an, daB es Sb, (C,, b,) zweiter Art gibt; ihre Gesamtliinge sei /,. 





Fig. 6. Fig. 7. 


Wir bezeichnen (Fig. 7) einen willkiirlichen dieser Sb, (C,, b) zweiter 
Art mit t, seinen Anfangspunkt mit 2, seinen Endpunkt mit Q, sein Bild 
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mit t und lassen einen beweglichen Punkt S von Q aus den Bogen rt 
beschreiben, bis seine Bahn und diejenige seines Bildpunktes S’ einander 
treffen in einem Punkte 7. Dort miindet dann entweder die Bahn von S 
auf die rechte Seite der Bahn von S’ oder die Bahn von S’ auf die linke 
Seite der Bahn von S. Wenn wir uns auf die erste dieser beiden Még- 
lichkeiten beschriinken (die zweite liBt sich ganz analog behandeln), so 
ist der (in Fig. 7 gestrichelte) Teilbogen 77” von rt ein Translations- 
bogen, der eine }, nicht treffende und rechts von }, verlaufende Bahn- 
kurve ,), erzeugt, wihrend es einen in C, liegenden freien Bogen RU 
gibt, der b, und ,b, verbindet. 

Wenn wir die Gesamtliinge der Sb,(C,, ,b,) zweiter Art mit ,J, und 
das Minimum der Lange des Transformationsvektors in den Punkten inner- 
halb C, mit m, bezeichnen, so ist 1,— ,l, > m,. 

Ist ,l, > 0, so konstruieren wir in derselben Weise eine ,b, nicht 
treffende und rechts von ,b, verlaufende Bahnkurve ,b,, zu welcher es 
wieder einen zu C, gehérigen freien Bogen gibt, der ,b, und ,b, verbindet. 


In dieser Weise gelangen wir nach einer endlichen Zahl von Schritten 
za einer Bahnkurve ,),, zu welcher es keine Sb,(C,, ,b)) zweiter Art 
mehr gibt. 

Wir bezeichnen im weiteren ,b, mit 4), und wiihlen einen freien Teil- 
bogen Py, Q, von Ay, Ey,, der mit A,, 2, keinen Endpunkt gemein- 
schaftlich hat und der jeden rechten SchlieBungsbogen, von dem er einen 
Teilbogen enthilt, ganz enthilt. 

Die in P,Q, enthaltenen Sb,(C,,b),) lassen sich dann in solcher 
Weise in eine endliche Zahl von Gruppen s,, s,,--+ ordnen, daB zu jeder 
Gruppe s, eine in einem einzigen Bahnsegmente von by, enthaltene Gruppe 
von Ausbiegungsbogen a, gehért. 

Ersetzen wir dann in bg, eine gewisse Gruppe a, durch die entsprechende 
Gruppe s,, 80 erzeugen wir eine Bahnkurve ,},,, welche teilweise rechts 
von b,, verléuft und teilweise mit b,, zusammenfiillt, wihrend jeder nicht 
in b,, liegende Punkt von po sich mit ),, durch einen freien Bogen, der 
keinen weiteren Schnittpunkt mit pO, besitzt, verbinden laBt. 

Die rechten Gebiete der verschiedenen ,),, besitzen ein gréBtes ge- 
meinschaftliches Gebiet, welches seinerseits das rechte Gebiet einer Bahn- 
kurve b,, bildet, in bezug auf welche im Kreisbogen P,, Q,, keine rechten 
SchlieBungsbogen mehr enthalten sind, wiihrend jeder nicht zu b, ge- 
hérige Punkt von 4), sich durch einen freien Bogen, der keinen weiteren 
Schnittpunkt mit 6), besitzt, mit b), verbinden laBt. 

Wir wihlen jetzt einen freien Teilbogen Py. Q), von Ay, E,,, der mit 
Py; Qo; keinen Teilbogen gemeinschaftlich hat und nur volle rechte 
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SchlieBungsbogen in bezug auf 6,, enthilt. Mittels b,, und Py, Qo. kon- 
struieren wir dann eine Bahnkurve },,, in bezug auf welche weder im 
Kreisbogen P,, Q), noch im Kreisbogen P,, Q,, rechte Schliebungsbogen 
enthalten sind, wihrend jeder nicht zu b,, gehérige Punkt von },, sich 
durch einen freien Bogen, der keinen weiteren Schnittpunkt mit }5,, be- 
sitzt, mit ),, verbinden laBt. 

In dieser Weise fortfahrend, gelangen wir bei passender Wahl der 
Pon Qom Pach einer endlichen Zahl von Schritten zu einer Bahnkurve b,,, 
in bezug auf welche die rechten SchlieBungsbogen von C, sich in zwei 
aufeinanderfolgende Gruppen zerlegen lassen, von denen die erste, die 
Gruppe der ,jinitialen rechten SchlieBungsbogen“, mit ,Sb,(C,, by,) zu be- 
zeichnen, in einem freien kleinsten Kreisbogen A,, B,,, und die zweite, 
die Gruppe der ,,finalen rechten SchlieBungsbogen“, mit ,Sb,(C,,by,) zu be- 
zeichnen, in einem freien kleinsten Kreisbogen D,, F,, enthalten ist. 
Jede dieser beiden Gruppen kann iibrigens in Fortfall kommen. 

Wir diirfen sogar annehmen, erstens daS zwischen den zu den 
Sb, (C,, bo,) gehdrigen ,Ab,(b,,, C,) und den zu den ,Sb,(C,, by,) gehdrigen 
yAb,(bo,,C,) wenigstens ein volles Bahnsegment enthalten ist, und zweitens 
daB zu jedem der Bogen A,, B,, und D,, £,,, der nicht in Fortfall kommt, 
unendlich viele gegen das entsprechende Ende von b,, konvergierende 
Ab,(by,, C,) gehdren. 

Um diese Behauptung zu beweisen, setzen wir zuniichst voraus, dab 
der Kreisbogen A,, E,, ein freier Bogen ist. Falls dann z. B. »u Ay, B,, 
nicht unendlich viele gegen das initiale Bahnende konvergierende Ab_(b, ,, C,) 
gehéren, kénnen wir A,, B,, die Rolle eines Bogens P,, Q,, spielen lassen 
und in dieser Weise eine Bahnkurve },,,, konstruieren, fiir welche 
Ag x41 Bo,,, in Fortfall kommt. Wir diirfen also voraussetzen, daB so- 
wohl zu A,, B,, wie zu D,, E,, unendlich viele gegen das entsprechende 
Ende von },, konvergierende Ab,(b,,,C,) gehéren, und bezeichnen mit 
D,,, Ky, einen kleinsten Teilbogen von D,, E,, mit der Eigenschaft, dab 
ihm ein in },, enthaltener Bahnbogen D,, K,, entspricht. Indem wir jeden 
zu diesem Bahnbogen gehérigen Ab,(b,,, C,) durch den entsprechenden 
SchlieBungsbogen ersetzen, konstruieren wir eine Bahnkurve 6, ,,,, die 
einen nicht in das Innere von C, eindringenden, entweder den Punkt D,, 
oder den Punkt K,, enthaltenden Bahnbogen m,,,, aufweist, mithin auf 
Grund von Satz 6 entweder nur initiale oder nur finale rechte Ausbiegungs- 
bogen in bezug auf C, besitzt. Konvergieren diese Ausbiegungsbogen gegen 
das entsprechende Ende, so besitzt die Bahnkurve }b,,,, die geforderten 
Eigenschaften. Im entgegengesetzten Falle kénnen wir aus ihr in der 
oben angegebenen Weise eine weitere Bahnkurve, welche die geforderten 
Eigenschaften besitzt, herleiten. 
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Wir setzen jetzt voraus, daB der Kreisbogen A,, E,, nicht ein freier 
Bogen ist. Falls dann z.B. zu A,,B,, nicht unendlich viele gegen das 
initiale Bahnende konvergierende Ab,(b,,,C,) gehéren, kénnen wir wieder 
A,, B,, die Rolle eines Bogens P,, Q,, spielen lassen, und in dieser Weise 
eine Bahnkurve 6, ,,, konstruieren, fiir welche entweder A,,,,B),,, in 
Fortfall kommt, oder sowohl A,,,; By. ,,, wie Dox: Fo.,, in Dy, EK, 
enthalten sind, mithin A,,,,2,,, ein freier Bogen ist, welchen Fall 
wir schon erledigt haben. Wir diirfen also voraussetzen, daB sowohl zu 
Ay, B,, wie zu D,,E,, unendlich viele gegen das entsprechende Ende 
von by), konvergierende Ab,(b,,, C,) gehéren, definieren in derselben Weise 
wie oben den Bogen D,,K,, und die Bahnkurve },,,, mit dem Bahn- 
bogen m,,,, und bezeichnen mit f,,,, bez. i) ,,, dem auf m,,, folgenden 
bez. den my ,,, vorangehenden Teil von },,,,. Wenn es nun rechte Aus- 
biegungsbogen von f, ,,, in bezug auf A,, B,, gabe, so miiBten auch rechte 
Ausbiegungsbogen von i, ,,, in bezug auf A,, B,, existieren, und wir hiitten 
eine einfache geschlossene Kurve, welche sich aus einem (in A), B,, 
liegenden) freien Bogen und einem (in b,,,, liegenden) Bahnbogen zu- 
sammensetzte, was wider Satz 6 verstoBen wiirde. Ebensowenig kénnen 
rechte Ausbiegungsbogen von i, ,,, in bezug auf K,,Z,, existieren. Besitzt 
nun sowohl i, ,,, wie fo,,, gegen das entsprechende Ende konvergierende 
Ab, (%, 441, C,), 80 besitzt die Bahnkurve b, ,,, die geforderten Eigenschaften. 
Im entgegengesetzten Falle kénnen wir aus ihr in der oben angegebenen 
Weise eine weitere Bahnkurve, welche die geforderten Eigenschaften be- 
sitzt, herleiten. 

Wir diirfen mithin annehmen, daB zu jedem der Bogen A,, B,, und 
Dy, £o,, der nicht in Fortfall kommt, unendlich viele gegen das ent- 
sprechende Ende von },, konvergierende Ab,(b,,,C,) gehéren, und daB 
zwischen den ,Ab, (b),,C,) und den ,Ab, (b),, C,) wenigstens ein volles Bahn- 
segment enthalten ist. Hieraus folgern wir mit Riicksicht auf Satz 6, 
daB die ,Ab, (by,, C,) bez. die ,Ab, (by,, C,) den Bogen Dy, E,, bez. Ay, By, 
nicht treffen kénnen, m. a. W., daB der Bogen A,,B,, und der auf B,, 
folgende Teil von },, bez. der Bogen D,,E,, und der D,, vorangehende 
Teil von },, einander nicht treffen kénnen. 

Wir bezeichnen mit Dj, Ej, das Bild des Bogens D,,E,,, und mit 
Yon 4a8 Gebiet, welches gebildet wird von denjenigen Punkten des rechten 
Gebietes von },,, die ohne Kreuzung von },, oder D,, E,, aus dem Un- 
endlichen erreicht werden kénnen. Zur Grenze von ,y, gehért ein ge- 
wisser Teil ,r,, des finalen Endes von }),. Diese Punktmenge jt), be- 
stimmt zusammen mit D,, £,, und dem D,, vorangehenden Teile von by, 
ein Gebiet ,go,, welches ,7o, als Teil enthilt. 

Wir bezeichnen weiter mit ‘A,,’B,, das inverse Bild des Bogens 
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Ay, By,, und mit yo, das Gebiet, welches gebildet wird von denjenigen 
Punkten des rechten Gebietes von },,, die ohne Kreuzung von b,, oder 
A,, By, aus dem Unendlichen erreicht werden kénnen. Zur Grenze von ,, 
gehért ein gewisser Teil ,r,, des initialen Endes von },,. Diese Punkt- 
menge «,, bestimmt zusammen mit A,, B,, und dem auf B,, folgenden 
Teile von }b,, ein Gebiet ,g,,, welches ,y,, als Teil enthilt. 

Wir setzen nun einen Augenblick voraus, dab D;, E;, innerhalb des Ge- 
bietes 4, liegt, bezeichnen das Bild von D,, Ej, mit Dj, E,,, das Bild von 
Dj, E,, mit Do, Ey;, usw., das Bild von ,y,, mit ,y,,, das Bild von ,y,, 
mit yy¢,, usw., die Menge der allen ,y{") gemeinsamen Punkte mit ,7(%), den 
kleinsten Teilbogen von D,, E,,, welcher 
alle zu 4, gehdrigen ,Sb,(C,,b,,) ent- 
halt, mit D,, H,,, das Bild von D,, H,, 
mit D;, H,,, das Bild von Dj, Hj, mit 

{) Ds), Hy,, usw. Alsdann ist das Gebiet 
a ae. derjenigen zum rechten Gebiete von b,, 


oh 
VU a | gehérigen Punkte, welche sich innerhalb 
i dieses Gebietes von dem D,, voran- 
Don 
Fig. 8. 


A 








Ha ‘Ee gehenden Bahnsegmente aus ohne Kreu- 

zung von D,, Hy, Do,H, 4,Dy, He, usw. 

erreichen lassen, identisch mit ,y{"). 

ope ta Wenn wir also D,,H,, die Rolle eines 

1 Bogens P,, Q, spielen lassen, wird eine 

: Bahnkurve b,,,, erzeugt, deren rechtes 

Gebiet in ,7{) enthalten ist, sodaB keine 

Ab, (bo, 441, Dox, Eo) existieren. Ebensowenig kann aber nach Satz 6 der 

auf H,, folgende Teil von b,,,, rechte Ausbiegungsbogen in bezug auf 
A,, By, besitzen, sodab D,,,, E,,,, in Fortfall kommt. 

Wir diirfen mithin annehmen, daB zu jedem der Bogen A,,B,, und 
Dy, £o,, der nicht in Fortfall kommt, unendlich viele gegen das ent- 
sprechende Ende von b,, konvergierende Ab, (b,,, C,) gehdren, dab der Bogen 
‘Ag, By, bez. Dy, E,,, falls er existiert, auBerhalb ,g,, bez. ,g,, liegt, und 
daB zwischen den ,Ab, (b,,, C,) und den ,Ab, (b,,, C,), falls beide exi- 
stieren, wenigstens ein volles Bahnsegment von },, enthalten ist. 

Wir bezeichnen im weiteren b,, mit 6,, und schlagen um P, als 
Mittelpunkt einen Kreis C,, der C, und einen gewissen Bahnbogen von b, 
in seinem Inneren entbilt. In derselben Weise, wie aus }, und C, die 
Bahnkurve }, hergeleitet ist, gelangen wir von b, und C, aus zu einer 
Bahnkurve }, mit der Eigenschaft, daB zu jedem der die Sb, (C,, b,) ent- 
haltenden freien Bogen A, B, und D, E,, der nicht in Fortfall kommt, unend- 
lich viele gegen das entsprechende Ende von },, konvergierende Ab, (b,, C,) 
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gehéren, daB der Bogen ‘A,’B, bez. D,'E,’, falls er existiert, auBerhalb 
iJ bez. yg liegt, und daB zwischen den ,Ab, (b,, C,) und den ,Ab, (b,, C,), 
falls beide existieren, wenigstens ein volles Bahnsegment von b, enthalten 
ist. Die Kurven b, und }, kénnen einander nicht treffen. 

Wir werden nun zeigen, daB die ,Ab, (b,, C,) zwar die Sb, (C,, b,), 
nicht aber die ,Sb,(C,, b,) treffen kénnen. 

Im entgegengesetzten Falle wiirden nimlich die Bilder beliebiger Ord- 
nung eines Schnittpunktes von b, mit einem ,Sb,(C,,b,) auBerhalb des 
Gebietes ,y, liegen, mithin wiirden auch die ,Ab, (b,, C,) die ,Sb, (C,, b,) 
treffen. Alsdann wiirde aber, weil die ,Ab, (b,, C,) und die ,Ab, (b,, C,) 
auf b, durch wenigstens ein volles Bahnsegment getrennt werden, eine 
einfache geschlossene Kurve existieren, welche sich aus einem (in D, EF, 
liegenden) freien Bogen und einem (in }, liegenden) Bahnbogen zusammen- 
setzte, was wider Satz 6 verstoBen wiirde. 

Wir schlagen weiter um P, als Mittelpunkt einen Kreis C,, der C, 
und einen gewissen Bahnbogen von }, in seinem Inneren enthilt, gelangen 
in derselben Weise, wie aus 6, und C, die Bahnkurve b, hergeleitet ist, 
von b, und C, aus zu einer Bahnkurve }, und fahren in dieser Weise 
fort. Den Radius des Kreises C, lassen wir dabei mit  unbegrenzt 
wachsen. Fiir q<p kann dann ein ,Ab, (b,, C,) zwar einen ,Sb, (C,, b,), 
nicht aber einen ,Sb, (C,, 6,) treffen. 

Im weiteren unterscheiden wir drei Fille, von denen wir den kom- 
pliziertesten zunichst behandeln. 

Erster Fall. Es gibt einen Kreis wm P,, in den fiir jedes n die 
Ab, (b,, C,) eindringen; es gibt aber keinen Kreis wm Py, in den fiir jedes n 
die ,Ab, (b,, C,) eindringen. Dann existiert eine gewisse positive ganze 
Zahl m, von welcher an zu jeder positiven ganzen Zahl m eine solche 
positive ganze Zahl «, bestimmt werden kann, dab «,,, >, und a, <n, 
daB a, mit m unbegrenzt wiichst, daB sowohl die ,Ab,(b,, C,) wie die 
Ab, (0,411 C,41) in C,, eindringen, und daB weder die ,Ab, (b,, C,), noch 
die Ab, (Oi, 44> Caos) in C, eindringen. 

Sei V,, der erste Schnittpunkt der ,Ab, (b,, C,) mit C,, und W,,, 
der erste Schnittpunkt der ,Ab, (,,,, C, C,,:) mit C,. Wir betrachten 
das Gebiet £,, das gebildet wird von denjenigen zwischen b, und b,,, 
liegenden Punkten, welche aus dem dem Punkte V, unmittelbar voran- 
gehenden Babnotguente von b, ohne Kreuzung von C, erreichbar sind, 
und den zur Grenze von J, gehérigen , V, und W,,; verbindenden ein- 
fachen Kurvenbogen r,. Solche Teilbogen von t,, welche dem Kreise C, 
angehéren, nennen wir Teilbogen erster Art, seleho, welche der Bahn- 
kurve b, angehéren, Teilbogen zweiter Art, solche, welche der Bahnkurve 
b,,, angehéren, Teilbogen dritter Art. Bilder von Teilbogen erster Art 

4* 
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haben weder mit dem Gebiete £,, noch mit seiner Grenze einen Punkt 
gemeinschaftlich, Wenn wir den Kurvenbogen t, in der Richtung von V, 











nach W,,, beschreiben, so gehen die Teilbogen zweiter Art denjenigen 
dritter Art voran, besitzen die Teilbogen zweiter Art dieselbe Reihenfolge 
wie in der Bahnkurve b,, die Teilbogen dritter Art dagegen die entgegen- 
gesetzte Reihenfolge wie in der Bahnkurve ), , ,. 

Wir bestimmen in r, eine endliche Menge ¢,,¢,---,€,,6,4.45°°*)¢)4» VON 
in der angegebenen Reihenfolge aufeinanderfolgenden Teilbogen erster Art, 
welche in tr, voneinander und von den Endpunkten getrennt werden durch 
die Zwischenbogen 4,, 2), -- +; 2,» %41,°* %,4p41, im Solcher Weise, dab 
die Bogen 4,, 4,,---, 4, keinen Teilbogen dritter Art, und die Bogen 
4,417 °' %;4p41 keinen Teilbogen zweiter Art enthalten, daB fir h<q 
das Bild von z, mit keinem der Bogen z,, ---, 2, einen gemeinschaftlichen 
Punkt besitzt, und dab fir h>q+ 1 das Bild von z, mit keinem der 
Bogen 4%, 2,41, °**» %4»41 eimen gemeinschaftlichen Punkt besitzt. 

Sodann verbinden wir innerhalb £, den Punkt V, und den Bogen e, 
durch einen einfachen Kurvenbogen g,, den Punkt W, ,, und den Bogen e, , , 
durch einen einfachen Kurvenbogen g,,,,,, die Bogen e, und e, durch 
einen einfachen Kurvenbogen g,, die Bogen e,,, und e,,,_, durch einen 
einfachen Kurvenbogen 9,,,,---, die Bogen e,_, und e, durch einen ein- 
fachen Kurvenbogen g,, und die Bogen ¢,,, und e, durch einen einfachen 
Kurvenbogen g,,, in solcher Weise, daB die verschiedenen g, einander 
nicht treffen und da von dem V, unmittelbar vorangehenden Bahnsegmente 
von b, aus die Bilder der g, nicht innerhalb £, ohne Kreuzung der 9, 
erreichbar sind. (In Fig. 9 sind die drei daselbst auftretenden Bogen 0, 
gestrichelt gezeichnet.) 
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Die 9, bilden zusammen mit den sie der Reihe nach verbindenden 
Teilbogen der e, einen sein Bild nicht treffenden, V, und W,,, ver- 
bindenden einfachen Kurvenbogen k,, der zwischen b, und b,,, ‘verliaft, 
und nicht in das Innere von C,  eindringt. 

Nun dringt aber auch der W,,, und V,,, verbindende Teilbogen J, ,, 
von b,,, (der sich tibrigens auch auf einen einzigen Punkt reduzieren 
kann) nicht in das Innere von C, ein. Wir kénnen mithin einen sein 
Bild nicht treffenden, V, und V,,, verbindenden einfachen Kurvenbogen x, 
konstruieren, der swischen b, und 6,,, in beliebiger Nihe von k, und 
1.4, Verliuft und nicht in das Innere von C, eindringt. 

Wenn wir » der Reihe nach alle ganzen positiven Werte >m an- 
nehmen lassen, so bildet die Gesamtheit der entsprechenden x, eine ein- 
fache offene Halblinie 4,, welche ihr Bild nicht trifft, in V,, ihren An- 
fangspunkt hat und ganz im rechten Gebiete von b,, verliuft. 

Zwischen b, und b,, liegt nach dem obigen Konstruktionsverfahren 
eine endliche Reihe von einander nicht kreuvenden Bahnkurven mit der 
Eigenschaft, daB etn auf einer dieser Bahnkurven b, willktirlich angenommener 
Punkt, der nicht zugleich der folgenden Babnkurve b, angehért, sich mit 
b, durch einen sein Bild nicht treffenden und ganz zwischen b, und b, ver- 
laufenden einfachen Kurvenbogen verbinden JaBt. 

Mithin kénnen wir, wenn wir mit M, den Anfangspunkt eines P, 
enthaltenden Bahnsegmentes von }, bezeichnen, einen sein Bild nicht 
treffenden einfachen Kurvenbogen k,,, konstruieren, der M, mit einem 
Punkte S,, von b,, verbindet und ginzlich zwischen 6, und b,, verliuft. 
Mittels k,,. und des zwischen S,, und V,, enthaltenen Teilbogens /,, von 
b,, kénnen wir dann weiter, weil die Kurven }, und 6,, einander nicht 
treffen, einen sein Bild nicht treffenden, M, und V,, verbindenden ein- 
fachen Kurvenbogen x,,, herstellen, der in beliebiger Nahe von k,,, und 1, 
und giinzlich zwischen }, und b,, verliiuft. Dieser Kurvenbogen x,,, bildet 
zusammen mit 4, eine einfache offene Halblinie y,, welche ihr Bild nicht 
trifft, in M, ihren Anfangspunkt hat und ganz im rechten Gebiete von by 
verlauft. 

Zweiter Fall. Es gibt einen Kreis um P,, in den fiir jedes n so- 
wohl die ,Ab, (b,, C,) wie die Ab, (b,, C,) eindringen. Dann existiert eine 
gewisse positive ganze Zahl m, von welcher an zu jeder positiven ganzen 
Zahl n eine solche positive ganze Zahl «, bestimmt werden kann, dab 

«4,2, und «,<n, daB a, mit n unbegrenst wiichst, und dab cowell 
die ,Ab, (},, C.) unl die "Ab, (b.41» Cy4i), Wie die Ab, (b,, C,) 
und die ,Ab, (b,,,, C,,,) in C, eindringen. Die ,Ab, (6,41, C un kénnen 
dann aber die ,Sb, (C, , b,) nicht treffen, und die Ab, (6,41, Ca.) kommen 
die ,Sb, (C,,, »,) nicht treffen. 
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Mithin kénnen die Punkte V, und W,,, genau wie im ersten Falle 
definiert und die Kurven 4,, x,,, und », genau wie im ersten Falle kon- 
struiert werden. 

Dritter Fall. Es gibt keinen Kreis wm P,, in den fiir jedes n die 
Bahnkurve b, eindringt, 4. h. fir unbegrenzt wachsendes » konvergiert so- 
wohl die Bahnkurve b,, wie ihr rechtes Gebiet gleichmaBig gegen das 
Unendliche. 

Nach dem obigen Konstruktionsverfahren liegt dann rechts von b, ein 
Ordnungstypus @ von einander nicht kreuzenden, gleichmaBig gegen das 
Unendliche konvergierenden Bahnkurven, mit der Eigenschaft, daB ein auf 
einer dieser Bahnkurven }, willkiirlich angenommener Punkt, der nicht 
zugleich der folgenden Bahnkurve b, angehért, sich mit b, durch einen 
sein Bild nicht treffenden und ganz zwischen b, und b, verlaufenden ein- 
fachen Kurvenbogen verbinden laBt. 

Mithin kénnen wir, wenn wir wieder mit M, den Anfangspunkt eines 
P, enthaltenden Bahnsegmentes von }, bezeichnen, eine ihr Bild nicht 
treffende einfache offene Halblinie », konstruieren, welche in M, ihren 
Anfangspunkt hat und ganz im rechten Gebiete von }, verliuft. 

Diese Halblinie 7, existiert mithin fiir jeden der drei Fille, welche 
wir unterschieden haben. 


In derselben Weise kénnen wir eine ihr Bild nicht treffende einfache 
offene Halblinie y, herstellen, welche in M, ihren Anfangspunkt hat und 
ganz im linken Gebiete von b, verliuft. 

Die Halblinien y, und y, bilden dann zusammen eine einfache offene 
Linie 4, welche zusammen mit ibrem Bilde 7 ein Translationsfeld be- 
grenzt. Dieses Translationsfeld enthiilt das im M, anfangende Bahnsegment 
von 6, also den Punkt P,, womit der Translationssatz bewiesen ist. 
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Zur Invarianz des n-dimensionalen Gebiets. 


Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Mein in Bd. 71 der Mathematischen Annalen veriffentlichter Beweis 
der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets stiitzt sich auf die ihm voraus- 
geschickte Erledigung eines Hauptbestandteils des n-dimensionalen Jordan- 
schen Satzes. Im folgenden gelangen wir auf viel direkterem Wege zum 
Ziele, nimlich in unmittelbarem AnschluB an die Invarianz der Dimen- 
sionenzahl, unter Heranziehung vom Begriffe des Abbildungsgrades. 


Die Invarianz der Dimensionenzahl wurde gegriindet auf folgenden 
Satz*): 

Im n-dimensionalen Raume R, besitzt das eineindeutige und stetige 
Bild G' eines n-dimensionalen Gebiets G in beliebiger Néhe eines beliebigen 
seiner Punkte ein Gebiet. 

Sei y’ ein solches zu G’ gehériges Gebiet, y die in y’ abgebildete 
Punktmenge von G. Alsdann ist y ein Teilgebiet von G, denn zu jedem 
Punkte von y existiert in G eine gewisse Umgebung, deren Bild ganz in 
y enthalten ist, welche mithin zu y gehért. 

Sei M ein willkiirlicher Punkt von G, M’ sein Bild: zur Begriindung 
der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets haben wir zu zeigen, dap G’ in 
R,, eine volle Umgebung von M’ enthiilt. 

Dazu beschreiben wir in G um MU eine kleine, mit ihrem Innengebiete J 
in G enthaltene (n—1)-dimensionale Kugel K, bezeichnen das Bild von J 
mit J’, das Bild von K mit K’, und dasjenige von K’ in R, bestimmte 
Gebiet, welches M’ enthilt, mit G’. Die gegebene Abbildung von G auf 
R, bestimmt dann eine Abbildung von J auf G’, welche einen gewissen 
Grad c besitzt. 

Zu I gehért nun sicher ein Gebiet y, dem als Bild ein Teilgebiet y’ von 
®’ entspricht, und der Grad dieser Abbildung von y auf y’ ist gleich + 1.**) 





*) Math. Ann. 70, 8. 165. 
**) ibid. 71, S. 598. 
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Dann aber muB auch der Grad ¢ gleich +1 sein, denn zu einem 
willkirlichen Punkte P’ von y’ gibt es eine simpliziale Approximierung 
der Bildmenge von y und eine simpliziale Approximierung der Bildmenge 
von J, welche in einer gewissen Umgebung von P’ miteinander iden- 
tisch sind. 

Wenn aber ¢ gleich +1 ist, so muf I’ iiberall dicht in ©’ liegen*), 
muB also in R, eine volle Umgebung von M’ enthalten. 

W. z. b. w. 


*) ibid. 71, S. 106. 
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Uber die Inversion einer Flache und die konforme Abbildung 
zweier Flachen aufeinander mit Erhaltung der Krimmungslinien. 


Von 


Rupo.tr Rorue in Clausthal. 


Die Haupteigenschaften der Transformation durch reziproke Radien 
sind bekanntlich, daB sie nicht allein eine konforme Abbildung vermittelt, 
sondern daB auch dabei die Kriimmungslinien einer Fliche in die Krtim- 
mungslinien der inversen Fliiche tibergehen. Daher kommt es, daB die 
Inversion in der Theorie der Flichen itiberall da eine Rolle spielt, wo es 
sich um Flichen mit besonderen Eigenschaften der Kriimmungskurven 
handelt, z. B. bei den isothermen Fliachen. Bei der Untersuchung der- 
artiger Fliichen werden somit solche GréBen wichtig sein, die bei einer 
Inversion invariant bleiben. Dem Studium dieser ,,[nvarianten der Inversion“ 
ist der erste Teil der Arbeit (§ 1 bis § 4) gewidmet. Nach einer kurzen 
Zusammenstellung der groBenteils bekannten formelmaiBigen Ergebnisse, 
die bei einer Inversion einer gegebenen Fliche herauskommen, im § 1, 
benutze ich diese Ergebnisse im § 2, die Aufgabe zu lésen, alle von den 
FundamentalgréBen einer Fliche abhingigen GréBen zu bestimmen, die 
bei einer Inversion ungeindert bleiben. In den §§ 3 und 4 teile ich einige 
Anwendungen, besonders auf die Isothermflichen, mit. 

Die Inversion ist, wie erwaihnt, ein spezieller Fall einer konformen 
Abbildung, bei der das System der Kriimmungslinien auf der urspriing- 
lichen Fliche dem auf der Bildfliche entspricht. Die Untersuchung dieser 
allgemeineren Transformation, mit der sich der zweite Teil der Arbeit be- 
schiftigt, eréffnet einen bemerkenswerten Zusammenhang mit der Theorie 
der isothermen Flichen. Weingarten*) hat bekanntlich die Bedingung fiir 
die Isometrie der Kriimmungslinien in der Form aufgestellt, daB ein ge- 
wisser aus den Daten der Fliche zu bildender Differentialausdruck Q das 
volistindige Differential einer Funktion des Ortes auf der Fliche sei. Ich 


*) Berl. Ak. Ber. 43 (1883), S. 1163. Festschrift der Technischen Hochschule 
zu Berlin (1884) S. 22. 
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* 


werde im § 5 beweisen: Damit zwei Flichen sich aufeinander konform 
mit Erhaltung des Systems der Kriimmungskurven abbilden lassen, ist 
notwendig und hinreichend, daB der Unterschied ihrer Weingartenschen 
Q-Ausdriicke ein Totaldifferential sei. Im § 6 gebe ich eine Anwendung 
dieses Kriteriums auf isotherme Flichen. 


§ 1. 
Formeln fiir die Inversion. 


Bei der Herleitung der folgenden zum Teil elementaren und bekannten 
Formeln bediene ich mich der Kiirze wegen der vektoriellen Schreibweise, 
und bezeichne mit r und r, die vom Inversionszentrum aus gezihlten 
Radienvektoren nach einem Punkte einer Fliche und dem zugeordneten 
ihrer inversen, mit r und r, die als von Null verschieden angenommenen 
Betrage von r und 1,; dies setzt voraus, dab keines der betrachteten Flichen- 
stiicke durch das Inversionszentrum gehe. Dann stellt die Vektorgleichung 


(1) ye, 


in der « eine Konstante bedeuten soll, eine Transformation durch reziproke 
Radien dar, und zwar, je nach dem Vorzeichen von ¢, mit positiver oder 
negativer Potenz. Es beeintrichtigt nicht die Allgemeinheit, wenn, wie 
es der Einfachheit wegen im folgenden stets geschehen soll, 
e=—1 
genommen wird. 
Aus (1) folgt rr, —— 1 und 
d d 
(2) dty— — + 255 
bezeichnet man also die Betriige von dr und dr, mit ds und ds,, wo 
dann diese GréBen die Liingen der Linienelemente zweier einander zugeord- 
neten Flachenkurven sind, so ergibt die vorstehende Formel (2), da identisch 
tdt =rdr ist, 


(3) 3 asp, 
und dies bringt die konforme Abbildung beider Flachen aufeinander zum 
Ausdruck. Ist (u,v) eine beliebiges, die Abbildung vermittelndes Kurven- 
netz, so gelten fiir die GauBschen FundamentalgréBen *) 

E=ri, Fert, G=r,! 





*) Durch die Indices u,v sollen die partiellen Ableitungen nach diesen Variablen 
bezeichnet werden; %8 — (UB) bedeutet das skalare, [MB] das vektorielle Produkt 
der beiden Vektoren & und B. 
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die Transformationsformeln 


E F G 
(4) Ey= y= 7 Ga 


und daher ist die quadratische Differentialform 
= Edw 2Fdude+ Gav’ 
VEG—F? 
invariant gegen jede beliebige Inversion. 
Es sei n der Vektor vom Betrage 1, dessen Richtung und Richtungs- 
sinn mit der positiven Flichennormale zusammenfillt, so ist 


(5) n= ([r,r,]: 7, 
wobei noch 
[t,t,] = ret — (r,t,)* = EG — F*=T? 


gesetzt sei. Der Abstand der Tangentialebene vom Inversionszentrum ist 
(6) P—nt. 


Um n, und P, fiir die inverse Fliche zu bestimmen, beachte man zuniichst, 
daB auf Grund der bekannten Formel der Vektorenrechnung 


[ABC)] = B(AC) — C(AB) 
[tn] = rit [r,,t,]] = r (rt, (tt,) — t,(tr,)) 
=F (tr. — tr.) 
wird, und berechne dann mittels (2) das Vektorprodukt 
[tonto] = salt. t,] — os (r.{te,] + reLt,t) 
= Alten) + Sih utr, 


benutze die obige Hilfsformel und wende den angefiihrten Satz der Vek- 
torenrechnung nochmals an; so wird 


[To.Tool _ [r,t] a aS (v(vn) = n(tt)) 


oder, nach Division durch 7, = T: 7+, 


und nach skalarer Multiplikation mit r, 
P 
(8) P. ee a 


r 
Die FundamentalgréBen zweiter Ordnung 


L=ut M=nt,,, N=unt,, 


uu? 
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treten bekanntlich in der quadratischen Differentialform 
nd’ = Ldu?+ 2Mdudv + Ndv*=—kds? 


auf, wobei k die Kriimmung des durch ds gehenden Normalschnitts be- 
deutet. Fiir die inverse Flaiche erhilt man nach kurzer Rechnung, wobei 
ndt =O zu beachten ist, 


ny d?t, = Sndr +2 * (ar r@r+rdr). 
Aus rdt =rdr folgt aber fiir den Ausdruck in der Klammer ds’, sodaB 


(9) My ty — nde +27 dst. 
Daher gelten die Formeln 
1 a 
L=a(L+25, ), 
/ 1 P 
(10) M, = =;(M+25,F), 
1 ,., oft 
N= aa(N + 256), 
und daraus schlieBt man bekanntlich in Verbindung mit (4), daB aus 
F=0 und M=0 folgt: Fy, = 0, M,=0, d.h. daB die Kriimmungslinien 
bei der Inversion wieder in Kriimmungslinien tibergehen. Fiir die Normal- 
kriimmung ergibt sich schlieBlich aus (9)*): 


(11) k, = kr? + 2P. 

Es schien mir niitzlich, diese elementaren Dinge in Riicksicht auf die 
Anwendung der Vektorenrechnung etwas ausfiihrlicher zu behandeln, als 
es fiir das Folgende erforderlich gewesen wire. 

Nun seien k’ und k” die Normalkriimmungen zweier beliebiger durch 


einen Punkt der Fliche gehender Kurven; dann liefert die vorstehende 
Formel (11) die Gleichung 


(12) ko’ — ke” = r°(k—k”), 
und daher ist 
(13) tke’ — I”) VE, G, — F,? = (kK —k’) VEG — F', 


d. h. die auf der rechten Seite stehende flichengeometrische GréBe ist eine 
Invariante gegen jede Inversion mit negativer Potenz. Infolge des Ent- 
sprechens der Kriimmungslinien gelten die vorstehenden Formeln auch 
dann, wenn fiir k’, k” die Hauptkriimmungen f,, k, und fiir k,’, k,” die 
Hauptkriimmungen der inversen Fliche k,,, ky, gesetzt werden: 





*) Ausgenommen ist der Fall der Minimalkurven ds* = 0, in dem besondere Be- 
trachtungen Platz greifen miissen. 
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ko, = kyr? + 2P, 


> og = kyr? + 2P. 
Daher ist auch 
(15) R = (k,—k,) VEG — F* 


eine Invariante gegen jede Inversion mit negativer Potenz*). Beiliufig er- 
geben sich fiir das GauBsche Kriimmungsma8 K=k,k, und fiir die 
mittlere Kriimmung H = k, + k, folgende Transformationsgleichungen: 
(16) K,=7K+2PrH+4P?, 
H,=rH + 4P. 

Um die Invarianz der Kriimmungslinien bei der Inversion aus ihrer 

Differentialgleichung 
T= c¢,, du? + 2¢,,dudv + c. dv? =0 

zu beweisen, in der 
“= nan ? 

VEG—F? 
on sgn 2E=SL, 
_ FN-GM 

VEG— F* 

gesetzt ist, erinnere man sich der bekannten flachentheoretischen Formel 
(18) P= Vk — hy) (ky —h) ds*; 
die Quadratwurzel bedeutet, mit negativem Zeichen versehen, die geodiitische 
Torsion y der Flichenkurve, deren Linienelement ds ist. Die Anwendung 
der Transformationsgleichung (12) ergibt sofort 


(19) i= _ ’ 
woraus die Invarianz der Kriimmungskurven ersichtlich ist, und man kann 
weiter schlieBen: Die Differentialform 
I= % du*+ 2¢,,dudv + c,, dv® 
VEG—F* 





C29 





ist eine Invariante gegen jede Inversion mit negativer Potenz. 


*) Dies foigt iibrigens auch aus der Formel (13) unter Benutzung des Euler- 

schen Satzes 
k =k, cos* p+ kh, sin? , 
worin w der Winkel der Normalebene (k) gegen die Normalebene (k,) bedeutet. Denn 
danach ist 
k’ — k” = (k, —k,) (cos* yw’ — cos? p”), 

unterscheidet sich also von k, —k, nur um einen Faktor, der wegen der konformen 
Abbildung bei der Inversion ungeiindert bleibt. 
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Ich fiige schlieBlich noch einige leicht abzuleitende oder bekannte 
Formeln*) hinzu, wobei r?= 4 gesetzt sei; zunichst die drei Formeln, 
nach denen sich die Beltramischen Differentialparameter bei der Inversion 


transformieren: 

(20) Aj(g,¥)=—AQ,v), Aig=A'g, Aftp— Ag. 
Ferner 

(21) AtA=41—4P?* 

(22) A*i=— 4 — PH, 


An - i> (v} 4, re 4,= 2(E+ LP), 
(23) y= 4,,—{ }4.— {5 }4— 2(F+MP), 
dn —4,, — {7 }a.—(P]4—2(G + NP), 


worin, wie iiblich, mit nr die Christoffelschen Symbole, berechnet aus 


den Koeffizienten der quadratischen Form ds*, bezeichnet worden sind. 
Daraus folgen die bekannten Relationen 


1 Ass aoe ur 
(24) hits T8 = Ay = 4—4PH + 4P*K, 
(25) 2471 —A,.4=4+ K(A*‘A—42). 
Ich deute noch den Beweis folgender wichtiger Relation an: 
0(P,4) 1 
(26) ma qe RA}, 


worin der Differentialparameter fiir die Form f zu berechnen ist. Die 
linearen Relationen, die Weingarten**) zwischen den partiellen Ableitungen 
erster Ordnung der Richtungskosinus der Normale und der Cartesischen 
Koordinaten aufgestellt hat, lassen sich leicht in folgende Form bringen: 


on 1 or or 
Tea (el-sP A) ut + By 
on or 1 or 
Pe wl (Tt eT H);,: 


Man multipliziere jetzt skalar mit r und subtrahiere, so erhilt man die 
obige Relation (26). 


*) Man vgl. z. B. G. Darboux, Théorie générale des surfaces, III, n° 679. 
L. Bianchi, Differentialgeometrie, deutsch von M. Lukat, § 60. 


**) J. Weingarten, Uber eine Klasse aufeinander abwickelbarer Flichen. J. f. Math. 
5¥, S. 382, 1861. 








—— 
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§ 2. 
Die Invarianten der Inversion. 


Aus den formelmaBigen Ergebnissen des § 1 hebe ich besonders hervor 
die Invarianz der Differentialformen 


sowie des Ausdrucks (15) 
= (k,—k,) VEG — F*. 


Man setze 
J = j,,du*® + 2), dudv + j., dv’, 
also 
ee a a a ee Ln 
u™ YEG—F*’ \™” VEG—-F*’ ™” VEG—F*’ 
__ EM-FL 5. EN-GL . _ FN-GM 
Jiu VEG—F**’ Ju VEG—F®’ Jas VEG@—F**’ 


und berechne die simultanen absoluten Invarianten 
H oom i, s522 — Qisdis + tosis 
i i,5 fy — a2, , 
K,, = Jirdes —I fe 
411 ty. — 14 
der beiden Differentialformen, so erhilt man wegen der Relationen 
ty igs — iX =1, 
141 Jes tain Ziss dis + tg Jas = 0 , 
py ; 1 ae 
Judes — Jig = — F VEG — F?(H?—4K) 
das Ergebnis 
H,,= 0, 


K,= — ~ VEG — F* (k,—k,)*= — 4 RB. 


R= 2V- ir Jes — jis): 
Die Invarianz von R ist demnach, wie es der Natur der Sache nach sein 
muB, eine Folge der Invarianz von J und J. 

Es entsteht nun die Frage, ob es auber den Koeffizienten i,,, i,2, igo, 
jis» Jg> Jog UA den aus ihnen zusammensetzbaren Ausdriicken wie R, noch 
andere durch die FundamentalgréBen E, F, G, L, M, N bestimmte GréBen 
gibt, die bei jeder beliebigen Inversion der Fliche ungeiindert bleiben. 


Daraus folgt 
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Ich zeige, daB dies nicht der Fall ist. Die Koeffizienten von I und J sind 
also die einzigen wesentlichen flichentheoretischen Invarianten der Inversion, 
die nur von den Fundamentalgrifen abhdngen. 

Es sei ®(E, F, G, L, M, N) eine Funktion ibrer sechs Argumente, die 
bei jeder beliebigen Inversion ungeindert bleibt, d.h. die Bedingung 

o(E, F, G, L, M, N) = O(4,, Fo, Go, Lg, Mo, No) 
erfiillt. Denkt man sich hierin fiir E,, F,, G,, I), M,, Ny die Ausdriicke (4) 
und (10) eingesetzt, so entsteht im allgemeinen aus der rechten Seite der 
vorstehenden Gleichung eine auch von den GréBen r* = 4 und P abhingige 
Funktion. Die linke Seite zeigt, daB darin 4 und P nicht vorkommen 
diirfen, und also mu8 ® den beiden Gleichungen 
oo eo 


aS ge? 
Geniige leisten, d. h. 
@® @E, a ON, _ 
| ax, Ga +:--+on or ~% 


(27) a® dE, go OM _ 6 
3m oP t''' ton, oP ~”: 
Nun ist nach (4) 


er 
und nach (10) 
Map tpe, GPa -p—-Aph, GP-- 5-47, 
of 2p» Tee SE 


Danach werden die Differentialgleichungen (27) iibergehen in 
2 (a0 co ao 1 (0® a do 
— (5m, E+ or, F + 96,9) — wo + ou Mt oy) 
Pjae? ,, 0 ae? 
0 ” ~ —455(57, E+ ou, F + gy %) -% 
é é é 
Por, + ou.’ + ow, G) = 0. 
Nach einigen rechnerischen Vereinfachungen benutze man die Transfor- 


mationsgleichungen (4) und (10) nochmals und lasse alsdann den Index 0 


weg, was wegen der vorausgesetzten Invarianz von ® zulissig ist. Dann 
lauten die Differentialgleichungen: 


ao, , 2 a ao ao a 
\2(5pE + pF + 5q%) +572 + ou + gy 9 





(28) 
og eo o® 
| pet se P+ oy G =0. 
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Man iiberzeugt sich leicht, daB die Invarianten 4,,, i,9, tgs) di: Jaz» Jess B 
ihnen wirklich Geniige leisten. Das allgemeine Integral dieses Systems 
zweier simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung, das nicht schwer 
aufzustellen ist, wiirde die gesuchten allgemeinsten Invarianten der In- 
version liefern. Aus der ersten dieser Differentialgleichungen wiirde z. B. 
folgen, daB ® eine homogene Funktion nullter Dimension der sechs Ar- 
gumente VE, YF, VG, L, M, N sein miiBte. Indessen hat man gar 
nicht nétig, sich um die allgemeine Integration dieses Systems weiter zu 
bemiihen, subald man nur erkannt hat, daB das System vollstindig inte- 
grabel ist. Denn ein solches System von m unabhiingigen Gleichungen 
mit m-+m unabhiingigen Variablen liefert bekanntlich das allgemeine 
Integral als eine willkiirliche Funktion von » Argumenten, die simtlich 
voneinander funktional unabhingige Partikularlésungen des Systems sind*). 
Bezeichnet man mit 
X,(0)=—0, X,(0)=0 

die beiden vorliegenden Differentialgleichungen, so ist notwendig und hin- 
reichend fiir die vollstindige Integrabilitiét des Systems, daB die Jacobische 


Gleichung 

X,(X,(®)) = X,(X,()) =0 (a, B = 1,2) 
keine von den gegebenen funktional unabhiingige Gleichung liefert. Man 
iiberzeugt sich leicht, daB dies bei dem System (28) zutrifft; daher sind 
alle Integrale des Systems in einer willkiirlichen Funktion von vier von- 
einander funktional unabhingigen Partikularlésungen enthalten. Nun sind 
tsi) “aay bes» Jits Jeg» Jgg SeChs Partikularlésungen, zwischen denen die beiden 
Relationen 

ig tey— tig = 1, ty dee— 2% 2di2 + teed = 0 

und, wie man sich leicht iiberzeugt, nur diese bestehen. Daher gilt, wie 
oben behauptet, der Satz: Alle von den Fundamentalgrifen abhingigen In- 
varianten der Inversion lassen sich als Funktionen der Gripen i,,, tx, ize, 
Sirs diay Jog Garstellen. 


Anwendungen, 

1. Es mégen hier in Anwenduug der Resultate des §.1 einige Be- 
trachtungen iiber das Verhalten der geodatischen Kriimmung bei der 
Inversion folgen. Aus der Formel fiir die geoditische Kriimmung einer 
Kurve gm = konst., 


*) Vgl. z. B. E. Goursat, Lecons sur l’intégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, Paris 1891, 8S. 51. 
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1 A'*g@ 
29 --A ) — ¥. 
( ) g (9 VA'@ VA'@ ? 
folgt unter Beriicksichtigung der Identitiit 


A(p,u¥) = u X(9,¥) + vA(g, #) 
und der Formeln (20) des § 1: 


1 1 1 1 A? 
=~ — 174% Vary) + vary (7) —* vate 

und daher 

Ag, 4) 
(30) 9o= 49 + a 
Aus dieser Gleichung laBt sich eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. 
Wenn nimlich die Schar der Kurven g = konst. orthogonal zur Schar 
i = konst., d. h. wenn 

A(g,4) =0 
ist, so ergibt sich 
Io = 49. 

Das bedeutet: Fiir alle orthogonalen Trajektorien der sphirischen Kurven, 
die von den um das Inversionszentrum beschriebenen Kugeln aus der Fiche 
ausgeschnitten werden, dindert sich die geoddtische Kriimmung bei der In- 
version proportional dem Quadrate des Kugelradius. Dieser Satz gilt offen- 
sichtlich auch umgekehrt. 

Demnach kénnen fiir diese Kurven g und g, nur gleichzeitig ver- 
schwinden. Sollte daher eine der Kurven » = konst. eine geoditische Linie 
der Filache sein, so wiirde sie auch nach der Inversion diese Eigenschaft 
besitzen. Wenn umgekehrt auf einer Fliche eine geoditische Linie ge- 
legen ist, die bei einer Inversion invariant bleibt, so ist sie sicher eine 
von den oben genannten orthogonalen Trajektorien. 

2. Man kann nun die Frage aufwerfen: auf welchen Flachen sind 
simtliche Kurven g = konst. geodiitische Linien? Ich werde beweisen, 
daB es solche Flichen gibt. Auf ihnen existiert also eine einfach unend- 
liche Schar ‘geoditischer Linien, die bei einer Inversion der Flache wieder 
in eine solche Schar iibergeht. 

Ist m = konst. eine Schar geoditischer Linien, so besteht ihre ortho- 
gonale Schar 4 = konst. aus geodiitischen Parallelen; die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB A’A von 4 allein abhingig ist. 
Aus der Formel (21) des § 1 folgt dann aber, daB auch der Abstand der 
Tangentialebene vom Inversionszentrum, P, eine Funktion von 4 allein 
sein muB: 


(31) P=/(4), 
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und weiter folgt aus der Relation (26) des § 1, falls R nicht verschwindet, 
d. h. die Flache keine Kugel ist: 

431=0. 
Wahlt man fiir einen Augenblick die Kriimmungslinien p = konst., g = konst. 
zu Parameterkurven, setzt also ¢,,—¢—0, ¢, 0, so folgt aus dieser 
Gleichung 

at @h 9 

op oq 
Es geniigt, den einen der beiden Faktoren zum Verschwinden zu bringen, 
d. h. anzunehmen, daB 4 lings der einen Schar von Kriimmungskurven 
konstant ist; das heiBt aber: die Schar 4 = konst. wird aus den Kriim- 
mungskurven einer Schar gebildet; diese sind also sphirisch und auf kon- 
zentrischen Kugeln gelegen. Die orthogonale Schar m = konst. wird dem- 
nach aus den Kriimmungslinien der andern Schar gebildet; diese sind also 
geoditisch und somit nach einem bekannten Satze eben. Die Flichen, auf 
denen die Kriimmungskurven diese Eigenschaften besitzen, sind schon von 
Monge im § XXIV der Application de |’Analyse 4 la Géométrie*) unter- 
sucht worden. Sie entstehen durch Bewegung einer ebenen starren Kurve, 
deren Ebene um eine Kegelfliche mit beliebiger Basis rollt; die eine 
Schale ihrer Evolute ist ein Kegel mit beliebiger Basis. Man kann die 
obige Gleichung (31) leicht mit der von Monge fiir diese Flaichen an- 
gegebenen in Ubereinstimmung bringen. Wenn nimlich z= 2(z,y) die 
Gleichung der Fliche in Cartesischen Koordinaten ist und jetzt p,q wie 
iiblich die partiellen Ableitungen erster Ordnung von ¢ bedeuten, so ist 


a a ae 
Viteta 
und die Gleichung (31) geht tiber in 


e—px—qy=Vit pte -f(ety +2); 
diese Gleichung stimmt genau mit der von Monge (a. a. O. 8. 296) an- 
gegebenen iiberein. Man kann aus ihr ohne Schwierigkeiten entnehmen, 
daB die Kegelflichen und die Umdrehungsfliichen zu der betrachteten 
Flaichenklasse gehéren. 

Da aus P = f(A) auch umgekehrt folgt, daB A‘A eine Funktion von 4 
allein sein muB, also 4 = konst. eine Schar geodiitischer Parallelen, m = konst. 
eine Schar geodiitischer Linien ist, so laBt sich das Ergebnis folgender- 
maBen aussprechen: Damit eine Flaiche eine einfach unendliche Schar geo- 
diitischer Linien enthalte, die bei der Inversion wieder in eine solche Schar 


*) 5° édition par M. Liouville, 8. 286ff. Uber die weitere Literatur vgl. Enzy- 
klopidie d. math. Wiss. III D5. Nr. 14, S. 300, FuBnote 187 (v. Lilienthal). 


5* 
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tibergeht, ist notwendig und ausreichend, daB sie zu den Mongeschen Gesims- 
flachen gehire, deren eine Evolutenschale ein Kegel mit beliebiger Basis ist. 

3. Da bei der Inversion alle Kreise wieder in Kreise oder Geraden 
libergehen, so hat die Kugel die Kigenschaft, daB die auf ihr gelegene 
dreifach unendliche Schar geodiitischer Kreise*) bei jeder Inversion in- 
variant bleibt. Ich beweise jetzt folgende Umkehrung: Nur die Kugel 
unter allen reellen Flichen erfiillt die Forderung, daB eine zweifach un- 
endliche oder die dreifach unendliche Schar geodiitischer Kreise bei In- 
versionen invariant bleibt. 

Um das zu beweisen, wihle man auf der Fliche als Parameterkurven 
ein Netz von Minimallinien der Art, dab das Quadrat des Linienelements 
die Form 

ds* = 2Fdudv 
erhilt. Die Anderung der geodiitischen Kriimmung g lings einer beliebigen 
Flichenkurve v = v(u) ist alsdann durch die Gleichung 
. -d ; re(/@logF 1/dlogF\2 *logF 1/élogF 
(32) 2152 Y2F ov —|( 0, u} + 0'2( 08 * 7 (Meee )*) _ (Tek _ * Hoek’) 
dv 


gegeben, in der v' = 7 und 


(u)— > —3(¥) 
gesetzt ist**); man erhilt diese Gleichung durch eine leichte Rechnung 
aus dem obigen Ausdrucke (29) fiir die geoditische Kriimmung. Fiir die 
geodiitischen Kreise verschwindet die linke Seite, und es entsteht die 
Differentialgleichung dritter Ordnung fiir diese Kurven. Da nun bei der 
Inversion der Fliche wegen der konformen Abbildung das gewihlte Ko- 


ordinatennetz (u,v) wieder in ein solches tibergeht, das dem Quadrate 
des Linienelements die Form 


ds = 2F,dudv 

zu geben erlaubt, so gilt fiir jeden geodiitischen Kreis, der bei der In- 
version wieder ein geodiitischer Kreis wird, auBer der vorstehenden Glei- 
chung (32) — nachdem die linke Seite gleich Null gesetzt ist — auch 
die, welche daraus hervorgeht, indem man F' durch 
KF 

Ff o™ 2? 
ersetzt. Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert eine Differential- 
gleichung erster Ordnung, der man leicht folgende Form geben kann 


*) Darunter sind mit Darboux die Kurven von konstanter geoditischer Kriim- 
mung verstanden. 
**) Die Schwarzsche Derivierte. 
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, 1 a2 6/1 a4 

0 S0(F 30) — an (F Gu) ~ 
Diese kann fiir eine zweifach oder eine dreifach unendliche Kurvenschar 
nur dann bestehen, wenn die Koeffizienten einzeln verschwinden. Das 
ergibt | 

Sf =F-V(o), = F-U(w), 
wo U(u), V(v) willkiirliche Funktionen ihrer Argumente sind. Man kann 
jede von ihnen unbeschadet der Allgemeinheit gleich 1 setzen, das wiirde 
nur auf eine andere Wahl der Parameter u,v hinauskommen. Danach wird 

A=A(u+v), F= F(u+v) =2'. 

Aus der Formel (21) des § 1 folgt weiter 


So 
PP=i— =i, 
und da die bekannten Ausdriicke fiir die Christoffelschen Symbole ergeben: 
fll) 2” ji2 


is5° he (1 }=o (i }-9 


jit) f12)_ j22)_ a” 
(2}—=% [ej7% [a}—z 


so liefern die Formeln (23) 


ar 
L=0, M= , N=0O, 
Ys—ir 
2 
daher wird 
M M? 
H=2;,; K=7F7) 


also H*— 4K = 0, was bekanntermaBen unter allen reellen Flichen*) nur 
fiir die Kugel gilt. 


§ 4. 
Besondere Anwendungen auf die isothermen Flichen. 


Ich gehe nun auf die Theorie der Flichen mit isometrischen Kriim- 
mungslinien ein und werde dabei auch einige Betrachtungen anstellen, 
die mit den vorhergehenden iiber die Inversion nicht unmittelbar zusam- 
menhiingen, die aber spiiter benutzt werden. 

In der ebenso kurzen wie inhaltreichen Arbeit ,,Uber die Differential- 
gleichung der Oberfliichen, welche durch ihre Kriimmungslinien in unendlich 
kleine Quadrate geteilt werden kénnen“**) hat Weingarten die notwendige 


*) Betreffs der hierher gehérigen imaginiren Flichen vgl. u. a. G. Scheffers, 
Theorie der Flichen (Leipzig 1902), S. 240. 
**) Berl. Ak. Ber. 43 (1883), S. 1163. 
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und hinreichende Bedingung fiir die Isometrie der Kriimmungslinien auf- 
gestellt: es muB der Differentialausdruck*) 


(33) Q* — (k,—k)-* (grad H- dn + dK) 


das Totaldifferential einer Funktion des Ortes auf der Fliche sein. Ist 
die Fliche isotherm, d. h. kann das Linienelement unter Zugrundelegung 
der Kriimmungslinien als Parameterkurven in die Form 


Ve (ar +a 
gebracht werden, so wird, wie Weingarten gezeigt hat, 
Q* = d log Ve (k, —h), 
d. h. 
(34) Q* = dlog R, 


wo R die in § 2 betrachtete Invariante der Inversion bedeutet. Bei jeder 
Inversion einer Isothermfliche bleibt daher Q* invariant. Aber das ist 
auch der Fall, wenn die Fliche nicht isotherm ist. Denn ist 


ds* = Edp*® + Gdq? 


das Quadrat des Linienelementes der betrachteten Fliche, wobei wie oben 
p,q die Parameter der Kriimmungslinien bedeuten sollen, so wird 


1 G 1 7 
Q* — dog (k—h) + MEVS ap + EVE ag 


oder mit Einfiihrung der Invariante R 
~ G a9 E 
(35) Q* = d log R + ; jp 8 HP + FZ jq 8 G 49- 


Da nun bei der Inversion sowohl das System der Kriimmungskurven, wie 
auch die GréBen R und G:£E invariant bleiben, so ist auch Q* eine 
Invariante der Inversion. 


Die wichtige Rolle, die die GréfBe R in der weiteren Theorie der 


*) Der Weingartensche Ausdruck Q a.a. 0. unterscheidet sich vom obigen durch 
ein Vorzeichen, weil Weingarten den Vektor n in Richtung der negativen Kriim- 
mungsradien erstreckt. Ubrigens ist davon auch verschieden der Ausdruck Q, den 
Weingarten in der Festschrift, Uber die Theorie der aufeinander abwickelbaren Ober- 
flichen, 8. 22, benutzt, und fiir den ich im obigen Text, abgesehen von dem unwesent- 
lichen Faktor — 4, die Bezeichnung 2 beibehalten michte. Sind p,q die Parameter 
der Kriimmungskurven, so ist 


é 0 
— Qh =~) 1 
Q—Q ap og VGdp+ = og VE dq, 
ein Ausdruck, der fiir isotherme Flichen ein vollstiindiges Differential wird. 
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Isothermflichen spielt, ist durch die Untersuchungen von Calapso*), Raffy**) 
und meine eigenen***) hinreichend klar gestellt worden. Gerade die Ein- 
fiihrung von R bewirkt, daB die sonst betrichtlichen Eliminationsschwierig- 
keiten, die sich der wirklichen Aufstellung einer partiellen Differential- 
gleichung der isothermen Flichen entgegensetzen, verhiltnismiBig einfach 
tiberwunden werden kénnen. 

Die Inversion kann dazu dienen, aus einer gegebenen Isothermfliche 
eine andere abzuleiten. Demselben Zweck dient die fiir die isothermen 
Flachen charakteristische Christoffelsche Transformation der konformen 
Abbildung durch parallele Normaleny). Drittens sei noch die Darbouxsche 
Transformation der Isothermflichen;+) erwiihnt, die auf folgendem Satze 
beruht: Wenn die beiden Schalen einer Enveloppe einer doppelt unend- 
lichen Schar von Kugeln mit Entsprechen der Kriimmungslinien aufeinander 
konform abgebildet werden kénnen, so sind beide Schalen isotherm. Man 
bemerkt, daB allen diesen Transformationen gemeinsam ist die Ahnlichkeit 
der Flichen in den kleinsten Teilen und das Entsprechen der Kriimmungs- 
kurven. Man wird dadurch auf die Aufgabe gefiihrt, zwei Flichen auf- 
einander konform so abzubilden, daB die Kriimmungskurven der einen 
Flaiche denen der andern entsprechen. Mit dieser Aufgabe werde ich mich 
im folgenden beschiiftigen. 


*) P. Calapso, Sulla superficie a linee di curvatura isoterme. Rendiconti del 
circolo matematico di Palermo, 17, 1, 1903. Herr Calapso hat bei dieser Gelegenheit 
auch Untersuchungen iiber die bei isothermen Flichen auftretenden Invarianten der 
Inversion angestellt. Die a.a.O. 8.7 gemachte Angabe, die GriBe 


o=— Vik +h) Ve 


sei eine Invariante der Inversion, ist irrtiimlich und durch ein Vorzeichenversehen in 
der dortigen Gleichung (19) veranlaBt; @ ist vielmehr durch 


Q— > 2k, —k) Vo, 


d. h. in meiner Bezeichnung ; V2 R zu ersetzen, in Ubereinstimmung mit den Er- 


gebnissen dieser Arbeit; danach sind die weiteren Ausfiihrungen des Herrn Calapso 
leicht zu berichtigen. 

**) L. Raffy, Recherches sur les surfaces isothermiques, Annales de 1I’Kcole 
normale supérieure 21, 397, 1905; 22, 387, 1906. — Remarques sur la recherche des 
surfaces isothermiques, C. R. 143, 874, 1906. 

***) Untersuchungen iiber die Theorie der isothermen Flachen, Berlin (Mayer 
und Miiller) 1897. — Sur la transformation de M. Darboux et l’équation fondamentale 
des surfaces isothermiques, C. R. 143, 543, 1906. 

+) Vgl. u. a. Darboux, Surfaces, 2, 8. 239ff. 

++) G. Darboux, Sur les surfaces isothermiques, Ann. de I’Ecole norm. supér. 
(3), 16, 491, 1899. 
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§ 5. 
Konforme Abbildung mit Invarianz der Kriimmungslinien. 
Ich schicke einige allgemeinere Formeln voraus. — Es seien 
A =a,,du®+ 2a,,dudv + a, dv’ 


und entprechend B, [, A’, B’, [’ quadratische Formen der Differentiale 
du, dv. Die Determinante a = a,,a,, — a}, werde als positiv und nicht 
verschwindend angenommen. Man pflegt mit Weingarten 


b,(u) = 2 (es _ Os3 _ (TI. "a +((?}. ‘* - d+ {F] by), 


Ou 
b,(v) = = (Bu — Fe (Ph bit ((i}. — fa) ) b+ {'s } Pes) 


zu setzen, worin (v} usw. die aus den Koeffizienten der Form A ge- 


bildeten Christoffelschen Symbole bedeuten. Ubrigens geht der zweite Aus- 
druck aus dem ersten durch Vertauschung von u mit v hervor. Wenn 


(36) uA’=A, vB’=B 


genommen wird, wo wu, v zwei von Null verschiedene GréBen sein sollen, 
dann werden die simultanen Invarianten von A’ und B’ 


, _— a, b5, — 2a,.0i, + 42.0), al H 
vv = a an ae 
(37) 11%: 12 
K — Bis bs, = bis _ p* K 
iad O12 — Gs — 


und eine leichte Rechnung ergibt die Meutittiten 


bar(u) = aL AW)" va = (b. ae 2) +4 ie (ass 3 —Gy 5), 


2 Ou biaS, y «a 


’ uw u*® 1 ov av u 4A,, ou Ou 
Be (0) — = 8,60) — 8, 2 (uso — bag Ga) + 28 (ay OF — yg SE). 


12 Gu, y @ ov 12 Qu, 


(38) 


Nun sei fiir eine Flache § — mit den in § 1 benutzten Bezeichnungen — 
A=ds*, B=kds*, [ =— yds? 
und fiir eine Fliche % entsprechend 
AV=ds?, B=ik'ds*, [ =— 7'ds’*. 
Dann gelten die Codazzischen Formeln 
b,(u)=0, — b,(v) =0, 
ba (u) = 0, biv(v) = 0 
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Von den beiden Flaichen §, 3 werde jetzt angenommen: erstens, sie 
seien mittels eines Kurvennetzes (u,v) punktweise eindeutig aufeinander 
konform abgebildet; dann ist also 

uh’ = A; 
zweitens, bei dieser Abbildung sollen die Systeme der Kriimmungslinien 
beider Flichen einander entsprechen. Da [ = 0 und [’ = 0 die Differential- 
gleichungen dieser beiden Systeme sind, so soll das Verschwinden von [ 
das von [’ nach sich ziehen, und weil jedes System genau zwei einfach 
unendliche Scharen von Kurven enthalt, muB demnach 


v= 
sein. 


Nun ist in Ubereinstimmung mit (17) im § 1 
Cy Va = Ay, big — Aygb,1, 2¢,,Va = Oy bog — z9b,3, C,Va = 12 beq — Aged, 


daher wie bekannt, 
(39) H,.-0, K,.=—% (h—h)' = — 4 Re Va. 


Wendet man also die obigen Identitiite (38) auf die Formen A,I, A’, I’ 
an, so folgt 


F s . uw 1/ Ov ov 
C.’(U) a c,(&) se «@ ( a Cie oa) 


, nu? uw i/ Oe _ ov 
¢y(v) = - ¢,(v) — = (en ao 12 ea) 


Daraus ergibt sich, wenn ¢ = ¢,,¢,.—c?, von Null verschieden angenom- 
men wird, 





FBP Ces Og) +4900) — 7% (Creel) + e200), 
OPBF me Ceay cal) +012 Cg) — 75 (Cats 0) + G90, 0) 
oder wegen 
V6r=Cr, ve=c, pa’=—a, (i,k=1, 2) 
FBP Cex g(t) + CraCa(O)) — % (CaCl) + eyee(0)), 
~ M108? (egy cg(0) + Cyn g(t) — © (Cyt) + Cig (W)). 


Setzt man also mit Weingarten*) 


(41) Q= : (C4164) + C2, ()) du + (C126, (u) + €y9Cq(0)) dv| ? 


*) Festschrift, S. 22. 
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so besagen die beiden vorstehenden Gleichungen, dab 
(42) D = Q— QM =dlog v, 
also daB © das vollstindige Differential einer Funktion der beiden Variablen 
u,v sein muf. Das ist eine notwendige Folge aus den beiden iiber die 
Flaichen %, 3 gemachten Annahmen. 

Hieran sind zwei Bemerkungen zu kniipfen: Erstens sind unter u, v 
im vorhergehenden stets zwei eine konforme Abbildung vermittelnde 
Parameter verstanden. Man kann diese Voraussetzung ohne Beeintrachtigung 
des Resultats fallen lassen. Denn sind uw’, zwei, irgend eine beliebige 
punktweise Abbildung*) der beiden Flaichen vermittelnden Parameter, so 
lassen sich u’, v' als Funktionen von u,v der Art darstellen, daB die 
Funktionaldeterminante aa 

u,v 
As u, ; +0 

ist. Dann aber ist D entweder zugleich ein vollstindiges Differential einer 
Funktion von u,v und einer Funktion von w’, v’, oder itiberhaupt kein voll- 
stiindiges Differential. Man kann daher das gefundene Resultat so aussprechen: 
Wenn sich zwei Flichen aufeinander mit Erhaltung der Kriimmungslinien 
konform abbilden lassen, so ist D das vollstiindige Differential einer Funk- 
tion von zwei Variablen, durch die die Punkte beider Flachen aufeinander 
irgendwie eineindeutig bezogen werden kénnen. Das soll im folgenden 
stets darunter verstanden werden, wenn kurz gesagt wird, © soll ein 
volistindiges Differential sein. 

Zweitens. Es seien wieder p, q die Parameter der Kriimmungslinien 
und es sei 

ds*= Edp*+ Gdq’, 
so zeigt eine von Weingarten**) durchgefiihrte Rechnung, daB 
(43) - 5 log (¥,—hy) @- dp + 5- log (k,—hy) E - dq 
oder, mit Einfiihrung der GréBe 
R = (k,—k,) VEG, 


: 1 0 G 1 0 
(44) Q=—dlogR+ ; jp 8 ee dP + 


E* 
4 dq log % dq 
wird, woraus sich in Verbindung mit (35) im § 4 


Q— QF = = log VG dp + z log VE dq 


*) Sie wird natiirlich innerhalb des in Betracht kommenden Bereiches der 
Variablen als eineindeutig vorausgesetzt. 
) Festschrift, a. a. O. 
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ergibt. Nun ist 
E=uk’", G=uG' 
und daher 


(45) D = Qt — QF 4 F dlog w= OF + + dlog w. 


Wenn daher D = Q — 2 ein vollstiindiges Differential ist, so ist es auch 
D* = Q* — Q*’ und umgekehrt. 

Ich beweise jetzt leicht die Umkehrung des erhaltenen Ergebnisses: 
Wenn D = 2 — ® ein vollstiindiges Differential ist, dann kénnen die 
beiden Flichen, deren Weingartensche Differentialausdriicke Q und 
sind, aufeinander konform mit Erhaltung der Kriimmungslinien abgebildet 
werden. ; 

Man kann stets zwei Flichen so aufeinander punktweise eindeutig 
beziehen, daB die Kriimmungslinien der einen Fliche denen der andern 
entsprechen. Sind p und gq ihre Parameter, so ist 


[=—mdpdq, [=m'dpdq, 
wo m, m’ von Null verschieden sind. Daher gibt es einen von Null ver- 
schiedenen Faktor vy der Art, daB 
r=". 
Bezieht man beide Flaichen auf das Netz (p,q) der Kriimmungskurven, 
so wird auf Grund der Formel (44) 


1 a G* EB’ E*G 


R 1 @ 
D = d log wt; op log EG? + FZ oq log GR’s 44: 


Soll nun, der Voraussetzung entsprechend, ein vollstindiges Differential 
sein, so muB die Bedingung 
oe OE A? ig BE 
dpdq °8 EG*®~ dpoq 8 GE’® 
oder 
o GE’ 
dp dq 8 Ea ~9 


erfillt sein. Die Integration liefert 

EE P(p) 

GF Q@’ 
wo P(p), Q(q) zwei willkiirliche Funktionen ihrer Argumente bedeuten. 
Es gibt demnach einen Faktor uw, soda8 

E=pE'P(p), G—uG' Qa), 
und es bedarf daher nur einer Anderung in der Wahl der Parameter der 
Kriimmungslinien auf der einen Fliche, um die Gleichung 
Edp?+ Gdq@= u(E' dp’? + G'dq*) 
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herbeizufiihren, die aussagt, daB die Abbildung mittels der Kriimmungs- 
linien konform ist. Was zu beweisen war. 

Somit gilt folgender Satz: 

Damit zwei Flichen sich mit Erhaltung ihrer Kriimmungslinien kon- 
form aufeinander abbilden lassen, ist notwendig und hinreichend, dap 
D = Q2— Q ein volistiindiges Differential sei. 

Weingarten*) hat gezeigt, wie man fiir die isothermen Flaichen aus 
der Bedingung, Q* soll ein Totaldifferential sein, die Differentialgleichung 
dieser Flichen herleiten kann. Diese SchluBweise laBt sich, sinngemaB 
erweitert, zur Lésung des Problems anwenden: Gegeben ist eine beliebige 
Fliche §; alle Flachen % zu bestimmen, die sich auf § konform mit 
Erhaltung der Kriimmungslinien abbilden lassen. Doch will ich hier 
darauf nicht weiter eingehen. 


§ 6. 
Weitere Siitze iiber isotherme Flichen. 
Aus den Formeln 
1 @6H 1 @0H 
(46) c,(u) = 2Va Fe ? ¢4(v) - 2Va Oe? 
die man Herrn Knoblauch**) verdankt, folgt, daB die Flaichen von kon- 
stanter mittlerer Kriimmung die dafiir notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen 
(47) c,(u)=0, c¢,(v) =0 
befriedigen, aus denen 
Q=0 
folgt. Da nun eine jede Isothermfliche auf jede andere, also auch auf 
jede Flaiche konstanter mittlerer Kriimmung konform durch ihre Kriim- 
mungslinien abgebildet werden kann, so wird © ein vollstaindiges Dif- 
ferential und gleich 2, wenn 
cv(u)=0, cy(v) = 0, 
oder wegen der Identititen 
(48) , Cy(u) = wre, (u), cy (v) = pe, (0), 
wenn 


ca(u)= 0, c(v) =O 
ist. 


Wenn daher eine Fiche isometrische Kriimmungslinien hat, gibt es 


*) Berl. Ak. Ber. a. a. O. 
**) J. Knoblauch, Uber die Bedingung fiir die Isometrie der Kriimmungskurven, 
J. f. Math. 103, S. 40, 1888. — Einleitung in der Theorie der krummen Flichen, S. 208. 
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einen von Null verschiedenen Faktor v der Art, dap die Koeffizienten der 
Differentialform (’ =: den Differentialgleichungen 

(49) ca(u)=0, (v)=—0 

geniigen. Dieser Satz lat sich umkehren. Denn wenn die vorstehenden 
Gleichungen (49) fiir eine Fliche erfiillt sind, gibt es eine auf diese kon- 
form mit Erhaltung der Kriimmungslinien abbildbare Fliche, fiir die wegen 
der Formeln (48) ¢,(u) = 0, ¢,(v) = 0 ist; diese ist also von konstanter 
mittlerer Kriimmung, und daher ist die gegebene Flaiche isotherm. 

Der oben abgeleitete Satz steht in engem Zusammenhange mit dem 
eleganten Beweise, den Herr Bianchi*) von dem bekannten Weingarten- 
schen Theorem gegeben hat, nach dem eine Fiche, die sich mit Erhaltung 
der Hauptkriimmungen infinitesimal verbiegen laft, notwendigerweise isotherm 
sein mufB. Dieses Theorem lat sich unter Benutzung des obigen Satzes 
aiuBerst kurz beweisen: Wenn bei der Biegung die Variationen 





ax =aé D1 Og, — Dis und 6H=8 Duy Mes — 2G 9 Oy + Gis Des 
a a 


bei unveriinderlichen a,, verschwinden sollen, so muB 
By, Dg + dog Ob,, — 2,,00,. = O, 
,, ODgg + Gg db,, — 2a,,4),, = 0 
sein. Es gibt also einen von Null verschiedenen Faktor v, sodab 
Ody, = Vey, ID, = Veg, Dbye = Veqq. 


Nun haben diese Variationen aber, an Stelle von b,,, b,,, by, gesetzt, die 


Codazzischeun Formeln 
b,(u) 0, ,(v) = 0 
zu befriedigen; nach dem obigen Satze muB daher die Fliche isotherm sein. 


Clausthal, Mai 1911. 


*) L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, II (1903), S. 26, § 233. 
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Sul comportamento asintotico di un potenziale di linea 
nel campo analitico. 


Di 


AnGELO TonoLo a Padova. 


Introduzione. 


In una recente Memoria*) il Sig. Erhard Schmidt ha messo in evi- 
denza le conseguenze feconde che si possono trarre, nello studio del po- 
tenziale newtoniano, dalla analiticita dei dati. Egli ha preso in ispeciale 
considerazione i potenziali di doppio e semplice strato e i potenziali di 
volume. Ed ha caratterizzato (nel senso voluto dalla teoria delle funzioni), 
il comportamento singolare che detti potenziali presentano (attraverso la 
superficie potenziante 6, o rispettivamente attraverso il contorno o del 
campo potenziante); comportamento singolare, di cui si ha ben nota indi- 
cazione nelle tipiche discontinuita concernenti le derivate prime e seconde. 
In modo preciso, dette V’ e V” le due determinazioni delle funzioni 
potenziali da una parte e dall’ altra della superficie 6, si pud in ciascun 
caso assegnare una funzione g (armonica) delle coordinate del punto po- 
tenziato (regolare anche nei punti di o), tale che si ha identicamente 

V=V" +9, 
tale relazione essendo indefinitamente derivabile. 

La @ sintetizza, come si vede, la singolarité analitica della funzione 
potenziale, e° fornisce, per materiale derivazione, i salti che subiscono, 
attraverso 6, le derivate di ordine comunque elevato. 

Sorge spontanea lidea di istituire analoga indagine per i potenziali 
di linea. 

E certo da presumere una singolarita di natura diversa, dacche si sa 
che il potenziale e l’attrazione tendono a diventare infiniti quando il 
punto potenziato si avvicina indefinitamente alla linea potenziante. 


*) Erhard Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorie (Math. Ann. 68 (1910)). 
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Il Sig. Levi-Civita — cui si debbono le prime ricerche .sistematiche 
sul comportamento del potenziale di linea in prossimita dell’ agente — 
ha assegnato una espressione asintotica atta alla prima derivazione*); il 
Sig. Viterbi ha completato l’espressione, rendendola derivabile due volte.**) 

Scopo del presente lavoro @ di rilevare, nella ipotesi della analiticita 
dei dati, il preciso comportamento della funzione potenziale V nell’ in- 
torno della linea potenziante ZL. Si tratta in sostanza di mettere in evi- 
denza, nella espressione di V, la parte singolare g, per modo che V — » 
sia regolare presso L. Questa m fa evidentemente riscontro alla funzione 
caratteristica felicemente introdotta dal Sig. Schmidt. 

Ma mentre, nei casi da lui discussi, questa g viene determinata in 
base al classico teorema di esistenza di Cauchy-Kowalewska (risguardante 
le equazioni alle derivate parziali del second’ ordine), io ho dovuto invece 
invocare nuovi sussidi di analisi. Una prima difficolta proviene dalla cir- 
costanza che non appare a priori l'intima natura della singolarita. Las- 
ciandosi guidare dalla analogia con quanto succede per il potenziale new- 
toniano di una retta, si potrebbe pensare che questa singolarité fosse 
del tipo A log r*, denotando A una funzione regolare delle coordinate del 
punto potenziato, ed r la distanza normale di questo punto dalla linea 
potenziante. 

Ma le cose non stanno precisamente cosi. 

Se si prova a determinare una funzione armonica v, tale che la dif- 
ferenza v — A log r® si mantenga regolare anche in JL, si affacciano subito 
delle incongruenze, le quali mostrano che, in generale, non esistono fun- 
zioni siffatte. 

Per girare la difficolta ho dovuto generalizzare la struttura del ter- 
mine singolare, sostituendo ad r* una funzione R, a priori indeterminata, 
regolare in L, e avente, nel campo infinitesimo, la stessa interpretazione 
geometrica di r*, tale cioe che il rapporto = si mantenga finito anche in 
prossimita della linea potenziante. 

Fissato questo criterio direttivo, ho potuto caratterizzare R, adattando 
al caso mie, una transformazione canonica indicata dal Sig. Hedrick***). 

» Tullio Levi-Civita, Sull’ attrazione esercitata da una linea materiale in punti 
prossimi alla linea stessa. (Rom. Ac. Lincei Rend. (5) 17, (1908)). 

**) Adolfo Viterbi, Sui valori della funzione potenziale dell’ attrazione di una 
linea materiale in punti prossimi alla linea stessa. (Ist. Lombardo Rend (2) 42 (1908)). 

***) Nella notevole Memoria ,,Uber den analytischen Charakter der Lisungen von 
Differentialgleichungen“ (Giéttingen 1901, Kap. III, § 5) il Sig. Hedrick dimostrd che 
una equazione del tipo 


O*u 
wet e+ ace “40° y Teu= Oy 
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La R si presenta quale prodotto di due integrali (complessi coniu- 
gati) di una stessa equazione alle derivate parziali del primo ordine rego- 
lare nell’ intorno di L. Basta allora invocare il classico teorema di esistenza 
di Cauchy-Kowalewska, per avere lo sviluppo esplicito di 2, precisamente 
nella forma che meglio risponde allo scopo. 

Si constata cosi che R differisce da r* soltanto per infinitesimi di 
quarto ordine rispetto alla distanza dalla linea L; i coefficienti dello 
sviluppo dipendono, com’ @ naturale, dalla curvatura e dalla torsione 
della linea. 

Se poi la torsione @ nulla — cioé se si tratta di una linea piana — 
risulta semplicemente R = r°. 

Caratterizzato It, si tratta di far vedere che la singolarita del poten- 
ziale di linea V @ precisamente del tipo 


gy = Alog R, 


con A funzione regolare opportuna delle coordinate del punto potenziato. 

All uopo ho indagato se esistono (in un intorno di L), funzioni ar- 
moniche del tipo A log R+ B (con B regolare). La risposta @ afferma- 
tiva. In modo preciso, si @ condotti alla conclusione che, ove si imponga 
ad A di ridursi, sulla linea L, ad una funzione prefissata — mw dei punti 
di questa, la A stessa rimane univocamente determinata, mentre, come é@ 
nella natura delle cose, si pud ancora aggiungere a B un’ arbitraria fun- 
zione armonica e regolare nell’ intorno di L. 

Non mi consta che una tale discussione sia gia stata fatta. 

Le pit recenti ricerche sugli integrali dotati di singolarita caratte- 
ristiche di equazioni alle derivate parziali del second’ ordine, si limi- 
tano al caso di due variabili indipendenti, e i procedimenti usati non sono 
senz’ altro estendibili dal piano allo spazio. 

Ho dovuto pertanto affrontare la risoluzione del problema per altra 
via, applicando, con particolare artificio, il metodo dei limiti di Cauchy. 

Cid posto, se si attribuisce in particolare alla funzione uw la deter- 


ove a, b, ¢ sono funzioni olomorfe nell’intorno di «2 = y= 0, ammette sempre solu- 
zioni della forma @Q log (a*+ y*) + @Q,, con Q e @, funzioni olomorfe nell’intorno 
sopradetto. 

Egli raggiunge l’intento in modo semplice ed elegante, mediante il cambiamento 
di variabili 


g—ax+iy, y—a—iy, G—Y¥—1) 

con cui l’equazione soprascritta viene ricondotta ad un’ altra nella quale mancano le 
Az A2 

derivate seconde at = Apparira, dal presente lavoro, che un’ analoga riduzione 
q 


au atu 
ox*’ Oy’ 
uguali tra loro, e se si hanno tre, anziché due, variabili indipendenti. 


é possibile anche se i coefficienti delle nell’ equazione originaria non sono 
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minazione corrispondente alla densité del dato potenziale di linea V, si 
dimostra subito (usufruendo dell’ espressione asintotica del Sig. Levi-Civita), 
che la differenza 

V —(A log R + B) 
si mantiene finita assieme alle sue derivate prime, anche quando il punto 
potenziato tende indefinitamente alla linea potenziante. 

Ma detta differenza @ altresi armonica, e un’ ovvia applicazione della 
formula di Green mostra che essa @ addirittura analitica e regolare su L. 

Ne consegue che A log RF costituisce effettivamente l’espressione asin- 
totica di V. 

Per quanto abbiamo precedentemente osservato, la R, che in generale 
differisee dal quadrato della (minima) distanza fra il punto potenziato e 
la linea potenziante L per termini di quart’ ordine (rispetto alla distanza 
stessa), si identifica rigorosamente col quadrato di tale (minima) distanza 
nel caso di una linea piana. 

Ho aggiunto — a titolo di esempio — la verificazione a posteriori 


di questo comportamento per il caso ben noto del potenziale di una cir- 
conferenza omogenea.*)**) 


§ 1. 
Preliminari geometrici. 


1. Si assuma nello spazio un sistema cartesiano ortogonale Q&y£ e 
denotino: Z una linea (aperta o chiusa); O un suo punto (non coincidente 
con un estremo, se detta linea @ aperta, ma del resto) qualunque: 4 un 
tratto di L, avente il punto O quale punto interno; z, la lunghezza di 
un arco del tratto contata — positivamente in un certo senso — a par- 
tire dal punto 0. In un punto generico di 2 conduciamo la tangente — 
sulla quale la direzione positiva @ data da! senso assunto come positivo 


*) Cfr., in particolare, la Nota del Sig. Pavanini, Sul potenziale newtoniano di 
una circonferenza omogenea* (Rom. Ac. Lincei Rend. (5) 19, (1910). 

L’accennata verificazione si raggiunge, opportunamente trasformando la espressione 
del potenziale assegnata dal Sig. Pavanini. 

**) Nota aggiunta durante la correzione delle bozze. 

Il Prof. Blumenthal cortesemente ha richiamato la mia attenzione sopra la 
Memoria di Poincaré «Sur les propriétés du potentiel et sur les fonctions abéliennes» 
(Acta Math. 22, 1899), in cui, tra altro, si trova assegnata la struttura funzionale di 
un potenziale di linea analitica (teorema 9, p. 120). Non sembrami tuttavia priva 
d'interesse la presente ricerca, sia, perch? fornisce, con un metodo totalmente diverso, 
il risultato fondamentale di Poincaré, sia perch?, rimanendo nel campo reale, porta 
di nevessita ad esaminare pit minutamente la quistione e a fissare |'interpretazione 
geometrica dei singoli passi. 

Mathematische Annalen. LXXII. 6 
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sopra l’arco —; la normale principale — diretta verso la concavita di A, 
oppure ad arbitrio qualora in detto punto la curvatura fosse nulla —; 
la binormale — volta in modo da rendere la terna congruente colla 
terna QEyf —. 


Chiamiamo «,, B;, 73; “,, By, 713 eg» Bey Ye,» TiSpettivamente, i coseni 
pirettori della tangente, della normale principale, e della binormale. 

Inoltre denotiamo con g e con rt rispettivamente la curvatura e la 
torsione di 4 nel punto anzidetto. 

Le equazioni parametriche di 4 siano: 


= (2s), Y= V(%s), $= 7(45)- 

Ammettiamo che le funzioni dei secondi membri siano olomorfe per 
tutti quei valori di z, ai quali corrispondono punti appartenenti al tratto A. 

Introduciamo un sistema di coordinate curvilinee x,, 7,, 2, per cui le 
equazioni del tratto 4 assumano la forma particolare z,=— 0, z,=0. Con- 
viene all’ uopo assumere come superficie coordinate 2, = cost., i piani nor- 
mali a 4, il valore del corrispondente parametro essendo la z, del punto Q, 
in cui un piano generico — diciamo x — incontra 4. Immaginiamo poi 
i punti di ogni piano z riferiti alla normale principale e alla binormale 
in @ (colle direzioni positive precedentemente indicate), e diciamo, per 
uno generico di questi punti, z, ed z,, le relative coordinate cartesiane. 
In un conveniente campo C (che contiene il nostro tratto 2), vi sara 
corrispondenza biunivoca fra i punti dello spazio e le 2,, 2, #,; quindi 
anche fra queste ultime e le coordinate cartesiane &, », € Le formule di 
trasformazione sono manifestamente: 


E = Pas) + 2, + Myre, 
y= U(%3) + Bx, + Bye, 
= 1(4s) + 1% + 72%- 

2. Sia Oxyz il triedro principale in O, coll’ asse x diretto secondo 
la normale principale, l’'asse y secondo la binormale, e l’asse z secondo la 
tangente (sempre, s’intende, nei versi positivi sopra indicati). 

Consideriamo un punto P (qualunque) del campo C. Fra le coordinate 
cartesiane ortogonali x, y, z, e le coordinate curvilinee z,, 2,, Z;, di tale 
punto, passano manifestamente le relazioni: 

P() + a, (O)x + «(O)y + a,(0)2 = p(x) + «2, + ate, 

¥(9) + B,(O)x + B,(O)y + B,(O)2 = Ya) + 8,2, + By%y, 

1(9) + 7,(0)@ + 72(O)y + 75(0)2 = 1(45) + 141 + 72%- 
Applichiamo ora lo sviluppo di Mac-Laurin, arrestato ai secondo ter- 


mine, alle funzioni g(x), (2), 4(%5); arrestato al primo per le altre 
funzioni che figurano nei secondi membri. 





I 
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Il determinante dei coefficienti delle variabili z,y,z essendo 1, sara 
lecito risolvere il sistema che ne risulta rispetto a tali variabili. Esse si 
possono evidentemente porre sotto l’aspetto: 


t=, +Q),, 
(1) y=2,+@,, 
= i,+ (2),, 


ove i simboli @,, >, Q), rappresentano funzioni di 2,, «,,2, olomorfe 
in un intorno del punto z, = 7,=— 2, = 0, e nulle per tali valori assieme 
alle loro derivate prime. Ne consegue che le z,, 2, %, sono a lor volta 
funzioni olomorfe di x, y, z della forma 


™ Mee 
* mo @, 


Q),, >, Q),, designano qui funzioni di z, y, z, olomorfe in un intorno 
di, z= y=—2z=0, e nulle per tali valori assieme alle loro derivate prime. 
3. Prendiamo ora a considerare la funzione 


, x 2 2,* 

(2) d= log tet y?? 

e fissiamone il comportamento quando il punto P (supposto esterno a 1) 
si accosta indefinitamente al punto 0. 

Circa al modo col quale il punto P si deve avvicinare al punto 0, 
noi facciamo la seguente unica limitazione: la direzione OP si deve man- 
tenere esterna ad un cono rotondo, che ha per asse l’asse delle z, e per 
apertura un angolo diverso dallo zero. 

Cid posto, in virti delle formule (1*), la funzione } pud anche scri- 


versi cosi: 
©) 
b — log (1+ ey) 
ove 3) denota una funzione di z, y, 2, olomorfa in un intorno di 
“x2=y=2z=0, e di terz’ ordine almeno rispetto a questi argomenti 
(complessivamente). 

Avuto riguardo alla restrizione introdotta circa il modo col quale P 
tende ad O, desumiamo immediatamente dalla espressione di 0, testé ripor- 
tata, che essa si mantiene finita assieme alle sue derivate prime, anche 
quando il punto P si avvicina indefinitamente al punto 0. 
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§ 2. 
Espressione asintotica di un potenziale di linea assegnata dal 
Levi-Civita. Trasformazione in coordinate curvilinee. 


Suppongasi che la linea L sia sede di una distribuzione newtoniana, 
la cui densita (lineare) uw sia rappresentabile con una funzione w(x) ana- 
litica per tutti i punti del tratto 2 

Denotino: g, il valore della curvatura nel punto O; u, il valore della 
densita in questo punto; ma, il valore della dirivata di uw in O rispetto 
all’ arco zs; ¢ la distanza OP; V il potenziale newtoniano dell’ attrazione 
esercitata dalla linea J sul punto P. 

Si pud porre*): 

(1) V = — py log (e?—2") — {tp Qo% + 292} loge +---, 

la parte omessa conservandosi finita, assieme alle sue derivate prime rap- 
porto alle coordinate del punto potenziato P, anche quando detto punto 
si avvicina indefinitamente ad 0. 

Per la limitazione fatta al numero 3 del § 1, circa al modo col quale 
il punto P si deve accostare al punto 0, «,| si pud ritenere non supe- 
riore ad una costante / < 1. 

Essendo poi 

oa Se 
yi— a,? , 
la (1) pud esser scritta cosi: 
Va?+y* 
Vi—a,* 
1 


Tenuto presente che —s non pud mai superare la quantita finita i_r 


V = — my log (e?—2*) — (uy Q9t + 2u9 2} log devse, 


si vede facilmente che la funzione 


{ Wo Qo% + 2p 2} log V1 — a? = { WyQ9x + 2uy'z} log V1 — > 
si mantiene finita assieme alle sue derivate prime anche quando il punto P 


tende indefinitamente al punto 0. 
Cosicché ‘sara lecito presentare la funzione V sotto l’aspetto 


v= — (Ho + meee 7 My’ 2) log (a°+y*) +---. 


Trasformiamo ora questa espressione di V in un’ altra, in cui figurino le 
coordinate curvilinee 2,, 2, Z,. A tale uopo sostituiamo al posto di x 
e di 2 le espressioni (1) del § precedente (n° 2), al posto di log (x?+ y?) 
la espressione che si trae dalla (2) dello stesso §. 


*) T. Levi-Civita, Loe. cit. *) dell’ Introduzione. 
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Si ha allora: 
V=— [ Ho + Pets (x, + @),) + to’ (25 + @,)| log (2,°+ 24") +--+. 


Applichiamo lo sviluppo di Mac-Laurin, arrestato al secondo termine, alla 
funzione u(z,), e lo stesso sviluppo, arrestato al primo termine, alla fun- 
zione 9(a,). Avremo: 


(23) = Mo + My y+ 25", 
0(23) = Go + O25, 
#, e @, essendo funzioni di x, regolari per 2, = 0. 


Introduciamo nel coefficiente del logaritmo, in luogo di uy e op i 
valori tratti dalle precedenti espressioni. Posto 


V@ ax — u(2s) {1 _ ~~ z, } log (a,2+ ="), 


potremo in definitiva ritenere 
(2) V=VO+ W*, 


dove W* indica una funzione delle variabili x,, x, x, che (per qualunque 
x, appartenente a i) si conserva finita, assieme alle sue derivate prime, 
anche quando x,, %_ tendono allo zero. 


§ 3. 
Richiamo di alcune formule concernenti i parametri differenziali.*) 
1. Sia 


3 
ds*—d# + dy?+de— >" a,,dz,dz,, 
1 


la forma differenziale quadratica che rappresenta il quadrato dell’ elemento 
lineare dell’ ordinario spazio euclideo, riferito rispettivamente a coordinate 
cartesiane ortogonali £, 7, £, e a coordinate curvilinee qualsiasi z,, 2, 7. 
I coefficienti a,,—a,, sono funzioni delle variabili z, (¢=1, 2, 3) (finite, 
continue e derivabili quante volte occorre, nel campo che si considera). 

Chiamiamo «@ il discriminante della forma (certamente differente dallo 
zero nel campo che si considera — essendo irriducibile la forma ds*); 
a”) gli elementi reciproci degli elementi a,, (vale a dire i complementi 
algebrici degli elementi a,, del determinante «, divisi per «). 


*) Per quello che diremo in questo § cfr. ad es. G. Ricci, Lezioni sulla teoria 
delle superficie, Cap. II? e V°, Padova, presso i fratelli Drucker, 1898; oppure: G. Ricci 
e T. Levi-Civita, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications (Math. 
Ann. 54 (1900), Cap. I° e III°). 
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Dette « e v due funzioni qualunque delle variabili z,, si chiama 
notoriamente parametro differenziale misto del primo ordine delle due fun- 
zioni u e v Vespressione bilineare (nelle derivate prime di u e di v) 


(1) VT (u, v) ->,, at") ~ ae oe, 
In particolare 
3 
(2) V(u, u)=Au= >" ova oe oe 
1 


Ox, Ox, 
costituisce il parametro differenziale del primo ordine della funzione u. 
Parametro differenziale del second’ ordine della funzione v ® invece 
l'espressione 


"7 
} 


(3) re: i [va > eis 


L’iimportanza specifica di tali parametri risiede, come si sa, nel loro 
carattere invariantivo di fronte a qualsiasi trasformazione di variabili; 
purché, beninteso, si adottino ciascuna volta per gli a” e per a le 
determinazioni che loro competono, in base alla corrispondente espressione 
del ds’. 

Cosi @, che in coordinate cartesiane ortogonali &, 7, £, i precedenti 
parametri si riducono rispettivamente ai seguenti: 





3 
, : > Ou Cr 
Vv ie , 02 oz.’ 
1 r r 


3 


Au -> (52): 
1 
Oe oP re 


Se nell’ ultima.espressione si pone: 
v=u-w, 
con w denotando una funzione regolare delle z,, si trova subito 
(4) Av=uhw+whu+ 27 (u, w), 
di cui @ manifesto il carattere invariantivo. 


2. Siano y, (i=1, 2,3) altre tre coordinate curvilinee, legate alle 2; 
dalle relazioni 


(5) 2; = LAYs> Yas Ys)> (i= 1, 2, 3) 
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i secondi membri essendo essi pure funzioni dei loro argomenti finite, 
continue, derivabili quante volte occorre nel campo che si studia. 

Si chiami M il determinante funzionale delle x, rispetto alle y,. Esso 
sara a ritenersi diverso dallo zero (nel campo che si considera) per la 
indipendenza delle nuove variabili y,. 

Si eseguisca la trasformazione (5) sulla forma ds*. Questa diviene 


allora 
3 


(ds*) = we b,, dy, dy, , 


i coefficienti b,, essendo legati ai precedenti a,, dalle formule 


3 . 
| Ox, C2, 
, = a —-e 
PY 2. rs 0”, ey, 


Inoltre se chiamiamo: £ il discriminante della forma (ds*); b?® gli 
elementi reciproci degli elementi b,, del determinante #, sussistono le 
formule: 


(6) B= Ma, 


— dy, by, 
7 (pq) — \ OB Sh 
(7) b e Ox, Ox, 


Le (7) ci dicono che: 
(8) b= Ay; W=VYy,,¥,), TS (r,s = 1, 2,3) 


come si sarebbe anche potuto desumere dalle (2) e (1) (n° 1) riferite alle 
variabili y,. 


§ 4. 
Espressione del Av in coordinate x,, x,, x,. 
1. Nel § precedente abbiamo stabilite le formule di trasformazione 
E = o(a5) + & 2, + a2, 
4 = v(2,) + Bx, + B. 2, 
f= 1%) + 12, + 2%- 


Ne risulta per il quadrato dell’ elemento lineare dello spazio nelle 
variabili z,, 2,, 2, l’espressione : 
ds? = d&* + dy? +d?= a,,az, a2,; (a,.,=4,,) 


rs 
1 
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a= > (35) Mw (s8)> wD ($8) 


1 oe ee ag 08 


On, Ox,’ 02, Ox,’ 23 = Ox, da, 


con 


43> 


nelle quali espressioni il simbolo S’ denota una somma di termini che si 
ottengono da quello scritto scambiando successivamente & in  e in §. 

Esplicitiamo le derivate, tenendo presente che le quantita «,, 6; (i = 1,2) 
sono funzioni della sola variabile z,. In virti delle formule di Frenet- 
Serret si ottiene: 


@,=—1, a,=—1, a, = (1— 2,)* + t°(z,°+ 2,"), 
Qyy=O0, Gy=— Ty, Gy = —TI,. 


Percid, detto « il discriminante della quadrica soprascritta, si ha 


7¥ « = (1—z2,)?. 
Quindi: 
2. 23 3, 2 1 
a) —1 T% a — 1 va, ; a® — 
(1) + (1— ea,)*’ + (1— e2,)?’ (1— e@a,)*? 
a”) — — ls Be ee ” Ye. 
(1— ez,) (1— e2,) (1— ex,)* 


Denotiamo ora con v una funzione delle coordinate &, 7, £: per quanto 
si disse al § precedente (n° 1), il Av in coordinate 2,, 2,, 2, sara: 


ged d lve Dorit, 


Esplicitando le derivate otteniamo: 





a*v ete a*v 
= gq) (22) a®®) 
(2) gor aaa t ae tas 


av 


2 OX, 


a*v a*v 
(12) 9 (13) 2 7 (23) 
+ 36 Ox, Ox, + 20 Ox, Ox, +36 
1 7 0 0 Gv 
(11) ” (12) (18. 
hora ie + 5_.Vaa i 
wz las ix Va a® +5 oVa a’ +; 6 7 Ve ai?) | | ie 


+ hee 7 Ve a+ Ve ae + a 7. Ve a) oe ov. 
a 


. 


2. Per cit che segue @ opportuno sostituire al posto di 2,, Z, Zs 
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altre variabili y,, y,, y, indipendenti, per modo che nella relativa espres- 


‘ ‘ ‘ so» Of fe 
sione del Av manchino i termini in - ,, :" 
vs oy,’ OY, 
Immaginiamo — per un momento — eseguita questa sostituzione. 


In virti di essa la forma differenziale quadratica ds* nei differenziali dz, 
del n° precedente, si cambia in un’ altra forma differenziale quadratica nei 
differenziali dy,. Indichiamo con },,, 6, b”, rispettivamente i coefficienti, 
il discriminante, e gli elementi reciproci degli elementi b,, della forma 
trasformata. I] Av, per il suo carattere di invarianza, assume allora 
l’espressione 
‘ 3*0 atv ev 
y= Ali) 22) 38 
OB tt i 
an ; 0%) 9723) rr _ 
+ 2b + 2) By, aa 2b on 


52 ypu 4s; 2 vpn V4 fawn) 
nity Voom + 6 ypoen + © yp oes) 2 


1 (4 yey * yRpen + ? yz pan) 2° 
+ i lay, VB + avis + oy, VBb es 
Per quanto abbiamo osservato sara (§ 3, n° 2, (8)) 
(4) DOD) = Ay,, D— Ay; b= V(y, ys)- 


Da qui apparisce che, per far sparire nel Av trasformato le derivate 
seconde non miste rispetto ad y, e y,, @ necessario e sufficiente che y, 
€ y, Sieno prese in modo da verificare l’equazione 
(5) Au=0. 

Risguardando per un momento ancora le primitive variabili 2,, 2,, 25 
come indipendenti, ed esplicitando la (5), si @ condotti alla conclusione 
che y, ¢ y, debbono essere integrali indipendenti della equazione 


(6) a (Fe) + a (¢ “y+ am (eu) 


+ 2a) is = 4+ 2a) ia oe. + 2a ie 25 a 
Si noti che, per il carattere essenzialmente positivo di Au non pud 
essere Au = 0 nel campo puramente reale. Le y,, y, sono pertanto di 
necessita complesse; giova poi immaginarle coniugate. 
Che cid sia lecito risulta ovviamente dall’ osservare che, se (p e q 
designando funzioni reali di 2,, 2%, 23) 


y=prtig (i=Y—1) 
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soddisfa ad una qualsiasi equazione a coefficienti reali, alla stessa equa- 
zione necessarimente soddisfa 
Ie P — *¢- 
3. Cid premesso, @ facile intanto riconoscere che, nel caso particolare 
in cui la linea LZ @ piana, si pud porre senz’ altro 
¥, = 2% + 12, 
Yg= 1, — t2y. 
Infatti, per t= 0 le (1) danno: 
{a — a®)—1, a) — 
| am = a8) — a) — 0; 


e la (6) diviene allora 


(ss) + (Ge,) + (rea; aa) 
manifestamente soddisfatta dalla 
Y= T+ ty. 
Ne consegue che l’espressione del Av trasformato nelle variabili 
Yi» Yar Ys—= %y sarii*) 


1 
(1— e@2,)*’ 


(7) 


geno Rai vem) 
do, év 
+i ve VB ve) ig +2 = (ae VB ven) xe : 


Passiamo ora alla discussione del caso generale. Ci occupiamo in- 
nanzitutto della effettiva determinazione di y, imponendole ulteriormente 
(come @ ancora lecito) una condizione iniziale, di cui apparira pid innanzi 
(§ 8) Vinteresse specifico. 


§ 5. 
Integrale dell’ equazione Aw = 0 riducentesi ad ix, per x, = 0. 
Posto per brevita di scrittura 


ou 


Pre 52 (r = 1, 2,3), 
*) Infatti, in virtii delle formule (7) del § 3 n° 2, e delle (7) di questo §, si ha: 


3 ‘i 
(13) _ > (0th OY a3), (28) 
OY as : 0a, 0”, an) + ta = 0, 


8 ' 
Ys OYs 
p23) > gi 242 CYs _ 18)__ 89) _ 9. 
rs 


02,02, 
1 
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si ha: 
Au = ap? + ap,’ + ap? + 2a pp, + 2a) pp, + 2a) py pg . 
I coefficienti a’*) sono manifestamente funzioni olomorfe nell’ intorno 
di x,= 2,= 0, per qualunque valore di z,*). Noi vogliamo determinare 
un integrale della equazione Au = 0, olomorfo nell’ intorno di «,=2,=0 
(per qualunque 2;), il quale per z,=0 si riduca ad iz,. 
Convenuto che, per una generica funzione Q(2,, 2,73), il simbolo 
(Q), denoti la funzione (della sola z,) che si ottiene sostituendo lo zero 


al posto di 2, ed 2, abbiamo immediatamente dalle (1) del § prece- 
dente (n° 1) 


(al) — (a) — (a9) —= 1; (aly — (aly = (a), = 0. 


Osserviamo poi che, per ogni funzione y,, la quale si riduca a iz, 
per z,=0, si ha 


(ro = (5%),= 7) 
(Ps)o = G2) - 0. 


In corrispondenza a questi valori iniziali di p,, p,, lequazione Au = 0 
(attesi i soprascritti valori dei coefficienti) viene soddisfatta da 


(P,)o= 1, 
ed @ risolubile rispetto a p,, nell’ intorno di tali valori iniziali, perche 


(6 a“) 9 
Op, /o “2 


In tali condizioni il classico teorema di esistenza di Cauchy-Kowa- 
lewska, ci permette di asserire la esistenza, la analiticita, la unicita di un 
integrale della Au = 0, soddisfacente alla condizione iniziale enunciata. 
Un tale integrale sara manifestamente sviluppabile in una serie di potenze 
di 2,,% per 2,|,|%,| abbastanza piccoli, i coefficienti essendo funzioni 
della z,. Avuto riguardo alle 


(Yo = 9, G2) - By (2), & (F4)- 0, (r=2,3,---) 


lo sviluppo sara del tipo 
° 1 
Y= Ty + 1d, + 2 (Dy 24" + 2P42%1 2s) 


e . 
1 ¢ 
+ B (Purr %y° + BP y19%17Xy + BPy29%1%q") + -+- 
*) Ora noi useremo spesso la frase ,,funzione olomorfa nell’ intorno di x, = 2,0 
e per qualunque 2,“ in luogo dell’ altra pit precisa ,,funzione olomorfa nell’ intorno 
dei valori z,= 2,0 e per x, appartenente ad un certo intervallo“. 
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dove . us 
Pix = (s5;t=,), ’ 
Pari = (saat Ox, ), 
Le espressioni di questi coefficienti si determinano per successive 


derivazioni con metodo ben noto. Facendo il caleolo effettivo per il se- 
condo e terzo ordine si trova 


P= 9, Py =; 
Pus=—t, Pug=2it*®, py = 3r°. 
Lo sviluppo di y, si presenta percid sotto l’aspetto 


(h,k, i= 1,2). 


w= et int “(a +inl+@, 


dove @ & di quarto ordine almeno rispetto ad z,, 7, 
Se ne trae l’integrale ome 


(1*) Yp = 2, — it, +" f (c,—iz,)?+@, 


con manifesto significato del simbolo Oo. 


§ 6. 
Passaggio alle variabili y,, y,, y;= 2;- 


1. Per uniformita di notazione, ora ¢ nel seguito scriveremo y, in 
luogo di z,. Le (1) e (1*) del § precedente permettono di considerare 
le z,, %, come funzioni delle y,, y- 

Formiamo sistema delle relative espressioni colla identita z,=— y,, e 
immaginiamo di passare dalle coordinate z, ai nuovi parametri ¥,. 

Per definizione di y,, y, risulta, come abbiamo gia notato, 

pO) — 22) — Q. 

Con cid, le espressioni del V(u,v) e del Av assumono rispettivamente 

Vaspetto (§ 3, n° 1) 


V (u, v) = ban (28 dv re] ou e) + pan (ou oo év ‘ ou ge) 


Oy, Oy, ' Oy, Oy, OY, OYs  OYs OY 
+ U9 (SS Batt dy, dan) tO ae Ba” 
4v— 0 i + 20 aay [+o “ +o tats yi 
+h 52 + boy + b, 2° , 
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con 


) a “ 
y= Fe (aq, VB + 50 VEU", 

1 r,) . r) -_ | 
aaa a 
b= A ay Vp + 2 =, VB + 5 : VB} 


Pigliamo in ispeciale aainditiads la espressione del Av. 

I coefficienti delle derivate di v sono funzioni di y,, y,, y, olomorfe 
nell’ intorno di y, = y,= 0 e per qualunque y,. 

2. Interessa, per cid che si vedra in seguito (§ 8), di determinarne 
i valori per ¥, = y¥,= 0. 

Il relativo caleolo pud farsi riducendo le espressioni (1) e (1*) del § 
precedente di y, e y, alla parte del primo ordine, e cid perche mancano 
i termini del secondo, e quelli di ordine superiore non possono influire 
ne sui valori delle (b), _,_, ne delle (b,),_,,.9- Con tale semplifi- 
cazione il determinante funzionale delle x, rispetto alle y,; si riduce a 
>i, e si ha dalla (6) e dalle (7) del § 3 (n° 2), tenute presenti le (1) 
del § 4 (n° 1): 


{ ‘ i w+y 
VB=Ve-F(l-e — ‘), 

3 
ps8) — > air) 94% SY _ ass) Ss 

: paar ) 


2 (1 saat a) +t, Ys 





pa®) — a’ o¥s oon = a) + gi) — i 
(2) 4? > * (ie mtr 
2 
p13) — S gir) 2% 8M _— (18) 4g ql28) oe _ 
0x, Ox, + (1— % tH)" 
. 
3 
pees) — >’ as) 242 C¥s _. gi) _ jg) — ae 
rs Ou, Ox, (1— wT)" 
1 1 @ 9 


Sara comodo (come gia per le variabili 7), convenire che, per una 
generica funzione Q(y,, ¥:,¥3) il simbolo (Q), denoti la funzione (della 
sola y,) che si ottiene sostituendo lo zero al posto di y, ed y,. Con tale 
convenzione si ha 
(3) (HE), = 1, (H)p= 2, (DEM). = (LE), = 0; 

e inoltre 
(4) (,)o— Oso— — ¢. 
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§ 7. 
Integrali di Av =0 della forma A log y,y, + B. 
1. Nella espressione del Av indicata nel § precedente, il coefficiente 
v) di _”°  & certamente diverso dallo zero. 
OY; CVs 
Infatti, denotando con p e q due funzioni reali delle variabili z,, 2,, 75, 2 
b= V(y,, %) = V(pt+ig,p—iq) = Ap+Aq>0. 
Posto pertanto 
1 
2p02 _ ?> 
potremo attribuire al parametro V(u, v) e alla equazione Av = 0, le forme 
rispettive 


j) om Lf (2S Se . ou de ee 4, oe oe 
(1) 7V(u, " 3 La, Cu + Os iy.) +8 (5. OYs + OYs ay.) 


Ou ov eu *)) S ou ev 
\OUs O's OYs OYs OYs OUs , 
P : o*e ce atv 
(2) = éy, ey, * By aya t bay, ay, FO oy Om 
ov cw . Ov 
= Bt —— am ( 
+ 45, ¥e Os th OYs ”s 


in cui i coefficienti sono funzioni olomorfe di y,, y,, y, nell’ intorno di 
¥;= ¥,= 0 e per y, qualunque (nel senso precisato al § 5). 

Fissiamo la nostra attenzione su quella tale funzione olomorfa u(y,), 
la quale rappresenta la densita lineare nel tratto 4 della linea potenziante L. 
Noi ci domandiamo: E possibile soddisfare alla equazione (2) con una 
funzione del tipo 
(3) v= A log y,y.+ B, 


essendo A e B funzioni di y,, y,, y;, olomorfe per y,=y,=—0, e per 
qualunque y,, e la A tale di pit da ridursi per y, = y, = 0 alla funzione 
— (ys)? Vedremo che questa domanda ammette una risposta affermativa. 

Sostituendo nella equazione (2) una espressione del tipo (3), ove si 
tenga presente la formula (4) del § 3 (n° 1), si ha 


vy4o=y\logy,y, 44 + Ad logy,y, + 2V(A, logy,y,) + OB) = 0; 
la quale equazione si spezza nelle due 
yOA = 0, 


- | 
” 7[AS logy, y, + 2V(A, logy, y,) +  B) = 0. 
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Esplicitando i due primi addendi della (4) in base alle (2) e (1) si ha: 


d 
yA A logy,y,—= A(o + ©), 
1@A 1 0A b e\eAa 
VLA, log ys ¥2) + " a” + Ye on + (F. + vy) By 


con che la (4), moltiplicata per il prodotto y,y,, diventa 
aA 0A OA 
th 5y, + Ya Gy, + (buat em) 5, + Anton) A+ nr OB—0. 


Il problema proposto sar& quindi risoluto, se potremo determinare 
una funzione A che verifichi le equazioni 


(5) y 4 A=0O, 
aA aA OA 
"1 ay, + Ys a + (by, + Cs) 5y, + (dy, + eyJA=%HG, 
essendo G una funzione delle variabili y,, y,,, olomorfa per y, = y,= 0 


e per qualunque y,*). 
L’ultima di queste equazioni dice che per y,= 0 deve essere 


_ OA OA 
(6) dy, + Ody, +44 = 9- 
Mentre per y, = 0 deve essere 
" CA OA 
(7) dy, + Cay, + °4 = 9- 


La funzione incognita A deve quindi verificare la equazione indefi- 
nita (5); le due condizioni ai limiti (6) e (7); di pit — lo ripetiamo — 
deve ridursi, per y, = y,=0, alla funzione — u(y,). La questione non 
rientra in teoremi di esistenza gia noti. 

Dobbiamo pertanto occuparcene ex professo. Un opportuno adatta- 
mento del metodo dei limiti di Cauchy ci provera’ Vunivoca esistenza di 
una A, in base alle condizioni teste dichiarate. 


2. Poniamo: 


(3) A = — (ys) + h(y,, Ys) + h(Y2s Ys) + W, 
rappresentando: w(y,) quella tale funzione di cui @ parola nel n° prece- 
dente; h(y,, 45), k(Ye, y,) fanzioni — per il momento indeterminate — 


*) Supposto infatti determinata una tale funzione A, basterd prendere B in modo 
da rendere soddisfatta l’equazione 


yAB+G—=0, 


alla quale si pud senz’altro applicare il classico teorema di esistenza di Cauchy-Kowalewska. 
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degli argomenti indicati, olomorfe rispettivamente per y,=— 0, per y,= 0 e 
per qualunque y,; e 


(9) Ww -> , W;; Y's’, 
rl 


una serie di potenze di y,,y,, a coefficienti w,, funzioni olomorfe della 
sola y,, per il momento incognite. 


Ove s’impongano ad h e k le ulteriori condizioni 
(10) h(O, Ys) =0, k(O, 4s) = 0, 
appare in primo luogo che A si riduce, come le @ imposto, a — u(y) 
per ¥,= ¥, = 0. 

Sostituiamo la espressione (8) di A nella (6). Ove si ponga y, = 0 
e si tenga presente la prima delle (10), riconosciamo che la funzione k 
deve soddisfare all’ equazione 
ak 
OYs 
i cui coefficienti sono funzioni olomorfe delle variabili y,, y,. 

Inoltre l’equazione presenta la cosidetta forma normale, rispetto alla 
variabile y,. Ne consegue la univoca esistenza di un integrale k(y,, ys), 
riducentesi a zero per y, = (soddisfacente cioe alla seconda delle (10)). 

In modo analogo, ove si introduca la espressione (8) di A nella (7), 


e vi si ponga y,= 0, si constata che la funzione h(y,, y,) deve soddisfare 
all’ equazione 


jy +? + dk — by’ — du =0, 


Oh Oh , 
dy, + ° 5g, + eh — oH —en=0, 


e viene da questa univocamente determinata in base alla prima delle (10) 
(4, ys) = 9). 

Cid premesso, rivolgiamoci alla determinazione dei coefficienti w,, 
della serie W*). Bastera all’ uopo esprimere che la equazione indefi- 
nita (5) deve ridursi ad una identitaé (rispetto ad y,,y,) quando si sosti- 
tuisce per A la espressione (8). [I risultato di questa sostituzione porta 
manifestamente ad una equazione della forma 


Y 4 W+ o= 0 ’ 
ove la funzione g @ ormai a ritenersi perfettamente conosciuta nell intorno 
di y, = ¥,= 9 e per qualunque 4. 


Esplicitando » AW a norma della (2), la precedente equazione pud 
scriversi é 


*) In questo numero noi ammetteremo che la serie converga nell’ intorno di 


¥,=Yy,=—0 e per qualunque y,. La dimostrazione della sua convergenza risultera 
& posteriori nel n° seguente. 
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, Ow anw aw aw ow ow ow 
1) ay.ay, ~~ [8G + oy, ay. + Spray, + ey, + Gy Thay, t9)> 
W dovendo avere ia forma (9), e i coefficienti a, b, c, d, e, f, g essendo 
tutti olomorfi nell’ intorno di y, = y,= 0 e per qualunque y,. 

Cid posto, per un generico coefficiente w,;, chiameremo ordine la 
somma i+ j; poiche né i, né j scendono mai al disotto dell’ unita, sara 
2 Yordine minimo dei coefficienti della serie. Supponiamo per un momento 
determinati i coefficienti della serie fino all’ ordine » — 1: vogliamo pro- 


vare che rimangono univocamente determinati anche i coefficienti del 
successivo ordine n. 


Indichiamo all’ uopo con w,, 
11/@#tiw 
ea ble (anrau), tae 
uno generico di essi. 
Deriviamo la (11) py —1 volte rispetto ad y,, e q— 1 volte rispetto 
ad y,; indi poniamo (a derivazione eseguita) y, = y, = 0. Il primo membro 


diviene lp | ,,.- 

Si osservi inoltre che nel secondo membro della (11), per quanto 
concerne le derivazioni rispetto alle variabili y, e y,, la W @ derivata, o 
una sola volta rispetto ad y,, o una sola volta rispetto ad y,. Ne con- 
segue che, dopo la sopradetta derivazione, la W si trovera derivata al pix 

(p—1)+ (q-l +1=n—-1 
volte. Cid @ quanto dire che, nel secondo membro, compariranno soltanto 
coefficienti di ordine »—1 al pid, i quali, per la fatta ipotesi, sono 
conosciuti. Ove si colleghi questa osservazione colla circostanza che per 
n=2 si ha l’unico coefficiente w,,, il quale si valuta immediatamente 
ponendo nella (11) y, = y,= 0, se ne inferisce che tutti i coefficienti w,; 
della serie sono univocamente determinati per via ricorrente. c¢. d. d, 

Dimostriamo ora la convergenza della serie W. 

3. Fissiamo un valore (qualunque) y, della variabile y,, apparte- 
nente al tratto 4 (§ 1, n° 1), e conveniamo di riferirci ad un suo intorno 
abbastanza piccolo. 

Indichiamo con WM, r, r, convenienti numeri positivi; poniamo 

4 a "Y% — y,' 
ba MEH Me _ : 
Immaginiamo (come @ sempre possibile) M, r, r, scelti in tal guisa che 
M 
1—d 
risulti maggiorante dei coefficienti a, b,c, d,e,f,g che figurano nella equa- 
zione (11), per valori abbastanza piccoli di |y,, |y.|, |y;—y,|. Prima 
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di procedere facciamo l’osservazione — che sfrutteremo tra poco — che 
noi possiamo impiccolire r senza far perdere il carattere di maggiorante 


alla funzione — rispetto ai soprascritti coefficienti (s’intende, limitando 


in conformita lintorno di y, = y,= 0 in cui tale carattere sussiste) 
Ci posto, un’ equazione maggiorante della (11) sara 
aw M ow ow ow , ow 
(12) oy oy, —ixaloy:t dudy,* Oyeys* Om + Oy + 35, 7. 1]: 
Cerchiamo di soddisfarvi con una funzione N del solo argomento 4. 
Dovra essere: 
1 ve M 1 2 ” 2 1 ad 
BN = Salas tan) N+ (+A) N+, 
gli apici denotando derivazioni rispetto all’ argomento ¢. Moltiplicando 
per 1— 0d, e ponendo 


: > tnd : :. 2 ° 
(13) X="5 —-M(.+5) 
2 1 
Y=M(—+ ) 
se ne trae 
vr 1 , 
(14) N =xlYN + M}. 


Convenendo di limitarsi a valori abbastanza piccoli di |y, , |y,|, |y,—y,|, 
per es: 


wi Er wl<oer Ys— Ys HN, 
si pud ritenere |t < > E quindi lecito immaginare r cosi piccolo che 


la X, definita dalla (13), rimanga costantemente positiva nel campo che 
si considera*). 


—— 


Ove si tenga conto che le derivate di x rapporto a d sono, come 


immediatamente si scorge, tutte positive, la (14) ci assicura che non solo N” 

ma tutte le successive derivate risultano positive, tostoché si scelga tale N’ 

(o magari anche zero). 
Ne consegue che un integrale dello (14), definito da valori positivi 

di N e di N’ per d =0, @ sviluppabile in serie di potenze di 4, almeno 

per |\d\< ; , ed ha i coefficienti dello sviluppo tutti positivi. La N(dé) 

ha pertanto carattere di funzione maggiorante rispetto a tutti e tre gli 

argomenti ¥,, ¥2, ¥;— ys; nel campo definito dalle disuguaglianze (15). 





*) Basta all’ uopo notare che X 2 una espressione quadratica in . e che il 


coefficiente di 4 é certamente positivo, dacché |d| < ; 
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Per quanto concerne pit particolarmente la y,, ci sara comodo di 
designare d’ora innanzi con 4* quella porzione del tratto 4 in cui é veri- 
ficata V'ultima delle disuguaglianze (15). 

Immaginiamo sviluppata la funzione N in serie di potenze di y,, y,. 
I coefficienti (funzioni della variabilie y,) sono manifestamente tutti po- 
sitivi per ogni y, appartenente a 4*. D’altra parte @ lecito porre lo svi- 
luppo sotto la forma 


(16) N= G(s) + Has Ys) + Ker ¥s) + >), sys’, 
1 


raggruppando in H i termini che sono di ordine zero rispetto ad y, e di 

ordine uno almeno rispetto ad y,; e analogamente in K i termini che 

sono di ordine zero rispetto ad y,, e di ordine uno almeno rispetto ad y,. 
Cid posto, ricordiamo dal n° precedente che la serie 


Ww PS W;; Ys Ys? 


soddisfa formalmente alla equazione (11), ed @ inoltre tale che le deri- 
vate di qualunque ordine (sempre ammessa la validita delle operazioni 
formali) rispetto alla variabile y, sono identicamente nulle per y, = y, = 0. 
I coefficienti della serie sono dati da formule ricorrenti, in cui figurano 
le derivate prima e seconda dei coefficienti anteriori rispetto alla varia- 
bile ys. 


Ora anche i coefficienti o,, della serie > @;;¥;' Ys’, che figura nel 
ij 
1 


secondo membro della (16), si possono immaginare calcolati coll’ identico 
procedimento. Pensando quindi che i coefficienti della equazione (12) hanno 
carattere di maggioranza rispetto ai coefficienti della equazione (11), e che 
i valori iniziali (voglio dire relativi ad y, = y,= 0), in base ai quali sono 
ealcolate le w, hanno pure carattere maggiorante rispetto ai valori iniziali 
in base ai quali sono calcolate le w*), si riconosce la convergenza della 


serie > Ww; ;¥;' Ye’, dacché lo @ (in modo assoluto ed uniforme) la serie 
ij 
1 


maggiorante > @;;4;'Yy’ nel campo definito dalle disuguaglianze (15). 
ij 
1 


*) Infatti i valori iniziali di cui si tratta sono in entrambi i casi quelli, o meglio 


- [= 3). 
ay, (i 1, 2, 


= 0 (per y, = y, =0); mentre per l’equazione 


quelle funzioni di y,, cui si riducono per y,=y,=0 le derivate 


Ora per la nostra equazione (11) si ha oy 
maggiorante (12) (per il modo con cui & stata costruita la NV), le analoghe derivate 
risultano serie dell’ argomento y,— y,° a coefficienti essenzialmente positivi. 


7* 
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§ 8. 
Espressione asintotica di un potenziale di linea analitico. 


1. Ripigliamo le variabili z,, 7,, z, che abbiamo introdotto nel § 1 
(n° 1), ricordando che (§ 5) 


(1) y= 2,+i2,+@), 
(1*) y, = 2, — iz, + Q), 


ove (8) e () sono di terz’ ordine almeno nelle variabili z,, 2, (addirit- 
tura nulle nel caso di una linea piana). Formiamo sistema colla identita 
4, = 2s, @ immaginiamo di risolverlo rispetto alle variabili z,, x, z,. 


Le @) e @) saranno altresi di terz’ ordine almeno nelle variabili y,, Ys. 

Sommando abbiamo 
(2) — n+n—@- @- 

Moltiplicando otteniamo 

(3) “i= 2,°+23+@, 

ove @) @ di quart’ ordine almeno nelle variabili 7,, 7, e di conseguenza 
nelle y,, y¥.. Importa rilevare che questo termine addizionale @ identica- 
menta nullo nel caso che J sia una linea piana. 

Sia ora — conformemente alle notazioni usate nel § 2 (n° 1) — V il 
potenziale newtoniano della linea potenziante L; P il punto potenziato 
che noi sceglieremo abbastanza vicino al tratto 4* perch? si possano rite- 
nere verificate le disuguaglianze (15) del § precedente (n° 3); P, un punto 
determinato (del resto qualunque) del tratto 1*. 

Prima di procedere facciamo la seguente osservazione: il fatto geo- 
metrico che P tende ad avvicinarsi indefinitamente al punto P, si traduce 
nel fatto analitico che y, converge verso un valore ben determinato (la y, 
che spetta al punto P,), mentre y,, y, convergono allo zero. 

Cid posto, ricordiamo che nel § 2 abbiamo trovato 

V = — (a5) {1+ eS) z, log (x,?+ 2") + W* 
quale espressione del potenziale V nelle variabili «,, 2,,%,. Trasformia- 
mola nelle variabili y,, y,, y;. A tale uopo sostituiamo al posto di 2, 
la espressione (2); al posto di «,?+ 2, quella che si trae dalla (3); te- 
nendo presente altresi che z,— y, avremo 


V =—p(ys) {1+ °% (y,+¥.—@ —@)} log (ve -®) + W*, 


la quale, ponendo 
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(4) A,=—w(y) [1+ Sy +y,)}, 
1 


C= + {u(y o(ys)(O+@)} logy ye, 


D, = — # (ys) {1 + igs (v,.+%-@®-@)| log (1 = ©) ’ 
B, = C,+ D,+ W*, 
pud anche scriversi cosi: 
(5) V = A, log yy. + B,. 
Le funzioni C,,D,, W* rimangono manifestamente finite assieme alle 
loro derivate prime, anche quando P tende indefinitamente al punto P,*). 


Ne consegue che anche B,, gode della stessa proprieta. 
2. Ripigliamo la funzione (§ precedente) 


(6) v=Alog yy, + B, 
ove — trascriviamo la espressione di A per comodita del lettore — 
(7) A = — 0(¥s) + (Yh, Ys) + Bye, Ys) +>) wis th’ dy’: 
1 4) 
Consideriamo la funzione 
(8) eo r~e 


del punto potenziato P, proponendoci di indagarne il comportamento 
quando il punto P si accosta indefinitamente al punto P,. 

Dalle (5) e (6) segue tosto che m si mantiene finita: basta osservare 
le espressioni (4) di A, e (7) di A, tener presente che h e k si annullano 
rispettivamente per y, = 0 e per y, = 0, che B @ regolare, mentre B,, come 
gia abbiamo osservato, resta finito (assieme alle sue derivate prime). 

Per dimostrare che anche le derivate prime della » si mantengono 
finite quando P tende a P,, procediamo cosi. 

Si ha evidentemente per y, = y, = 0 


4 _ th. @4_ dk. 0A dy 
dy, OY,’ dy, dy,’ Oy, ay, 
Pigliamo — per fissare le idee — in ispeciale considerazione la Se 
i 


Nel § 7 noi abbiamo visto che la funzione h soddisfa all’ equazione 
oh 
on 

Ma si ha, per le posizioni fatte al § 7 (n° 1), e per quanto si @ visto 

al § 6 (n° 2), (for. (3) e (4) 


>. 


oh ’ 
m h— —en=O0. 
tes, +8 Cu eu 


*) Per le funzioni C, e D, cid risulta dalle loro scritte espressioni; per la funzione 
W* per quanto si disse al § 2. 
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b{23) 


(€)g _ (jas), =0, 
—— 
(€)) = 209, ~~ 4° 


Ne concludiamo che per y, = y, = 0 


oh _ swe 
Oy, 4 - 
In modo perfettamente analogo si dimostrerebbe che 
= F 
av. 4 


Siccome h contiene a fattore y, e k contiene y,, si potra manifesta- 
mente porre 


h=-— “e n+ hy’, 
k= —" Yo + hy ye": 


h,, k, designando funzioni regolari rispettivamente nell’ intorno di y, = 0, 
¥, = 9. 
D’altra parte la (4) per y, = y, = 0 porge 


0A, a oA, a 
Oo”, Ou, 


0A, du 


? 


ue 
4 Oy; dy, 

Formando, in base e queste formule, le derivate prime della @ e ri- 
cordando ancora che simili derivate di Be B, si mantengono finite, si 
verifica l’enunciato comportamento col convergere di I’ verso P,. 

3. Siamo ora in grado di provare che la detta funzione m @ (non 
soltanto finita, continua, e derivabile, ma altresi) olomorfa nell’ intorno 
di y,=y,=0 e per qualunque y, appartenente al tratto 1* della linea 
potenziante L. 

A tale uopo fissiamo a piacere un punto — diciamo ancora P, — 
di detto tratto, e prendiamo a considerare una superficie £, chiusa, la 
quale contenga, nel suo interno un piccolo tratto | tutto appartenente a 1*. 
Sia S lo spazio racchiuso da £. Escludiamone |’immediato intorno di / 
mediante un sottile tubo tutto contenuto in S del quale denotiamo con 7’ 
la superficie laterale. Indichiamo con S’ la parte di S esterna a 7’, con <’ 
la parte che rimane di = quando le si tolgano i pezzi £, e X, che il 
suddetto tubo stacca da essa. Sia M un punto qualsiasi di S’, r la 
distanza di M da un punto generico del contorno; » la normale in tale 
punto, volta verso l’interno dello spazio S’. In tale spazio la funzione » 
é armonica e continua assieme alle sue prime derivate. 
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Percid il valore gy che gm assume in M @ dato dalla classica formula 
di Green 
2 1 rf 1 : 
d — a=. 
1d 1d 
tzoem[ (og it )aee/ (oa fit jar, 
2 r / 


Facciamo ora rinserrare indefinitamente il tubo attorno a/; £’ tende con 
cid a =. 

Ma nelle successive configurazioni assunte dal tubo, noi siamo certi 
— per la proprieté dimostrata nel n° precedente — che » e 2 si man- 


tengono finite. Possiamo quindi inferirne che l'integrale esteso a 7’ tende 
ad annullarsi. Al limite rimane dunque: 


2 1 
+; 1 dq@ 
4290 i ? dn rdn dz. 


e 
. 


Ora lintegrale del secondo membro rappresenta evidentemente una funzione 
delle coordinate del punto M olomorfa in tutto il campo interno a <. 

Nulla vieta ormai di far convergere M al punto prefissato P,. Il 
primo membro, attesa la continuita della gm tende a gp; il secondo 
membro @ olomorfo in Pj; donde la proposizione enunciata. 

4. Nell’ intorno di y¥,=y,=0 e per qualunque y, appartenente al 
tratto 4* la funzione » @ olomorfa, come pure le funzioni A e B del § 7. 
Ma si ha, dalla definizione della @ 

V=v+p=A log yy,+ A*, 
indicando per brevita con A* la somma g + B olomorfa al pari di ognuno 
degli addendi. 

Appare da qui che lespressione asintotica del potenziale di linea V 
si riduce a 

A log ¥1%; 

dove tanto la A quanto il prodotto y,y, sono funzioni olomorfe delle tre 
coordinate del punto potenziato P. La loro determinazione dipende da 
operazioni anatitiche discretamente elevate. Quando il punto P tende alla 
linea potenziante L la A converge verso il valore locale della densita 
(preso col segno cambiato); il prodotto y,y, si comporta rigorosamente 
come il quadrato r? della (minima) distanza di P da L quando detta linea 
é piana; e a meno di infinitesimi del quarto ordine (rispetto ad +) quando 
essa @ sghemba. 
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$§ 9. 
Applicazione alla circonferenza omogenea. 





1. Noi abbiamo detto, alla fine del § precedente che, quanto il punto 
potenziato tende indefinitamente ad un punto determinato della linea 
potenziante, la funzione A tende al valore locale della densité (preso col 
segno cambiato). Quando poi la linea @ piana, |’espressione asintotica del 
suo potenziale V @ del tipo A log r*, denotando con r la (minima) distanza 
del punto potenziato alla linea potenziante. 

Questi risultati si possono verificare a posteriori per il caso del poten- 
ziale V di una circonferenza omogenea. 

A tale uopo richiamiamo innanzitutto Vespressione di detto potenziale 
assegnata dal Sig. Pavanini.*) 

Indichiamo con a il raggio della circonferenza C, sede di una distri- 
buzione newtoniana omogenea di massa totale uguale ad uno. Assumiamo 
un sistema di assi cartesiani ortogonali Q&y¢ coll’ origine Q nel centro 
della circonferenza, e coll’ asse § perpendicolare al piano della medesima. 
Denotiamo con P, la proiezione ortogonale del punto potenziato P sul 
piano §=0, con g la distanza OP, e con @ l’angolo che il raggio 
della circonferenza, passante per un generico elemento di (, forma 















con OP,. 
Poniamo: 
(1) h® = x . (2) k= “tet e, 
sal _opemgpe? oe 
(3) Se 53 (1 +3), (4) Is = 78 (k — 1); 


e introduciamo due variabili p e u, la prima definita dalla relazione in 
termini finiti 

cos p = hp +k, 
e la seconda dall’ equazione differenziale 


d 
1, — V4p" — ap — 9s- 


Da quest’ ultima risulta che p si pud anche riguardare come la funzione 
ellittica di Weierstrass, i cui invarianti sono g,, g,. Detto al solito 

A = 9,3— 279, — (91 1)? 
il diseriminante, il corrispondente invariante assoluto J avra |’espressione 


Jah — SH+D. 
& ~~ (9k*—1) 


*) G. Pavanini, Sul potenziale newtoniano di una circonferenza omogenea (Rom, 
Ac. Lincei Rend. (5) 19, (1910)). 











/ 
i 
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Ci sara comodo introdurre l’inverso di tale invariante assoluto, ponendo 


- 1 (9k?— 1)? 
(9) r= J = (ak 1)° ° 
Le radici dell’ equazione 
dp\? 
— ( 
(32) Ys 
disposte per ordine di grandezza, sono 
2k 1—k 1+k 
ta 4s 4 =e 


Esse si mantengono sempre reali, e percid il discriminante 
A = 16(¢,— &)* (¢,—¢)? (@—&)* 
@ sempre positivo. 
Ne concludiamo percid che i periodi di p saranno uno reale — chia- 


molo  — laltro puramente immaginario. Cid posto, il Sig. Pavanini 
nella Nota citata ha trovato per il potenziale V la espressione 
(6) V= *@ 


2. Supponiamo ora che il punto potenziato P sia abbastanza vicino 
ad un punto prefissato (del resto qualunque) della circonferenza C. Tenendo 
presente il significato che noi abbiamo attribuito nel § 1 (n° 1) alle 
variabili z,, 2, chiaro apparisce che 


o=a + Ty, 

f= 2%,. 
Percio 
” BS > \ ._ & + @+a,)?+ 2,* | 
(7) w= ga+z,)?  '-~“ Gas 
donde 
(9) t= Sa _ (3k—1) sane = (#,°+2,) Le na. J = (2,7+2,*)1,, 

(3k-+4 1) (3k*+ 1)? 4(3k*+-1)! 
avendo posto 
(10) 4 Se 
4(3k*-+-1)? 


Questa t, @ manifestamento funzione olomorfa delle variabili z,, x, nell’ 
intorno di 2, = 2, = 0. 
Richiamato che, quando P tende indefinitamente ad un punto di C, 
le variabili z,, 2, tendeno allo zero (e viceversa), dalle (7) e (8) si trae 
cae 
(11) lim h= /4, (12) lim k=. 
4 =2,=0 @ %=2,=0 7 
Ne concludiamo per la (3) 
’ 16 7/a* 
(13) lim = V4 


2, =2,= 
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e per la (10) " 
3yV3 
‘ Bes, at 
L'invariante g, tende verso la quantita negativa — sa’, come apparisce 


dalla (4), mentre l’invariante assoluto J tende a crescere indefinitamente, 
e percid t tende allo zero. 
In queste condizioni, per P abbastanza vicino alla circonferenza 
potenziante, si pud rappresentare @ mediante la formula*) 
1 1 5 2473 
ar raz lt Fie» ig” 1 t*) log aa 
dove Q @ una serie che procede per potenze intere e positive di t*; F la 


serie ipergeometrica di Gauss; l’una e l’altra essendo convergenti in modo 
assoluto e uniforme per 't| < 1. 


In virti della (6) si ha allora 


 * * (1 5 243 
o- Vi2g, l@+ F(t, ig? 1, T) log, |, 


ovvero, per la (9) 


“Si oa oe 24y3 
"eg [e+ F(A, & 1, #) log 5 : | 


* Vidg, *+2,")7, 
Ponendo: 
h F (5: 5° t, *) 
4 2 -- 
(14) Vi26, 
h 1 1 5& 2y3 
ye 12g le+F(d, 1g 1, #*) log r, | 
2 


si ha in definitiva 
V = A log (2,?+ 2,") + A*. 
Queste A e A* sono funzioni delle sole variabili z,, 7,, e manifestamente 
olomorfe per z, = 2, = 0. ce. d. d. 
In virtu delle (11), e (13), ove si tenga altresi presente che, per 
t=0, Q e F assumono rispettivamente i valori zero e uno, risulta im- 
mediatamente ‘dalla (14) che, quando il punto potenziato tende ad un 


punto qualunque della circonferenza, la funzione — A tende al valore = 
che @ appunto il valore della densité relativo al caso nostro. e. d. d. 


*) Cfr. G. H. Halphen, Traité des fonctions elliptiques, 1, p. 345. 
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Untersuchungen tiber die konformen Abbildungen von festen 
und veranderlichen Gebieten. 


Von 


C. Caratutopory in Breslau. 
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Einleitung. 


1. Das Hauptresultat der klassischen Untersuchungen von H. A. Schwarz*) 
iiber konforme Abbildungen gipfelt in dem Satze, daB jedes einfach zu- 
sammenhingende, schlichte, aus einer endlichen Anzahl von analytischen 
Kurvenstiicken, die sich unter von Null verschiedenem Winkel schneiden, 
berandete Gebiet, einschlicBlich des Randes eineindeutig und stetig auf 
einen Kreis derart abgebildet werden kann, daB diese Abbildung fiir innere 
Punkte winkeltreu sei. 

Um eine derartige Abbildung eindeutig festzulegen, kann man sich 
u. A. zwei entsprechende, orientierte Linienelemente des Inneren geben, 
d. h. zwei Punkte und zwei durch diese Punkte gehende Richtungen, die 
durch die Abbildung in einander iibergehen sollen. ; 

Nun kann man, wie es Poincaré zuerst getan hat**), beweisen, dab 


*) Gesammelte Abhandlungen II passim; siehe auch Picard, Traité d’Analyse 
2° édition, Paris, Gauthier-Villars 1905) II, Kap. 10. 

**) Acta Math. 4, 8. 231. Der einfache Beweis, den wir im § 5 dieser Arbeit 
fiir diesen Satz geben, ist im wesentlichen derselbe wie bei Poincaré. Einen anderen 
Beweis, der auf das Problem fiir mehrfach zusammenhiingende Flichen erweiterungs- 
fihig ist, hat vor kurzem Koebe gegeben: Uber die Uniformisierung beliebiger ana- 
lytischer Kurven, 2. Teil (J. f. Math. 189, S. 249—292), S. 262. 
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die konforme Abbildung von zwei zusammenhiingenden Gebieten aufeinander, 
bei welcher ein Paar von entsprechenden Linienelementen im Inneren 
dieser Gebiete gegeben ist, auch dann eindeutig bestimmt ist, wenn man 
iiber die Beziehungen der Rinder aufeinander, oder sogar iiber die Existenz 
einer derartigen Beziehung, gar keine Voraussetzung macht. Das zuerst 
erwihnte Problem der konformen Abbildung, bei welchem man die Stetig- 
keit der Abbildung auch auf den Rand erstreckt, kann demnach angesehen 
werden als spezieller Fall eines anderen erweiterten Problems, wo die 
stetige und konforme Abbildung nur fiir die inneren Punkte der beiden 
aufeinander abzubildenden Gebiete verlangt wird. 

Diese beiden Probleme sind — infolge des Poincaréschen Unitits- 
satzes — in allen Fallen aiquivalent, wo das erste von ihnen eine Lisung 
zuliBt; da man aber sehr leicht Beispiele konstruieren kann, bei welchen 
letzteres nicht zutrifft, so sieht man, daB das ,Problem fiir innere Punkte“ 
tatsichlich allgemeiner ist, als das andere. 

Die ganze neuere, groBartige Entwicklung des Problems der konformen 
Abbildung*) fubt auf der Tatsache, daB die Abbildung zweier Gebiete 
aufeinander schon vollkommen bestimmt ist, wenn man Stetigkeit und 
Konformitat fiir das Innere dieser Gebiete postuliert (und natiirlich auch 
zwei entsprechende Linienelemente vorschreibt); die stetige Abbildung der 
Réinder aufeinander darf man dagegen a priori nicht verlangen, sie ist eine 
Eigenschaft, die in jedem speziellen Falle entweder vorhanden ist, oder nicht. 

Dieser Sachlage gemiiB, beschiiftige ich mich in der vorliegenden 
Arbeit ausschlieBlich mit der Abbildung des Inneren von einfach zusam- 
menhiingenden Gebieten auf das Innere eines Kreises**). Uberhaupt 
werde ich stets mit dem Inneren der in Betracht kommenden Gebiete und 
nie mit ihren Randpunkten operieren. 


2. Fiir die Probleme der konformen Abbildung iihberhaupt scheint nun 
folgende Frage, die wir in dieser Arbeit vollstindig beantworten, von Be- 
deutung zu sein: Es seien G,, G,,--- eine Folge von unendlich vielen Ge- 
bieten, die einer u-Ebene angehiren, alle den Punkt u = 0 im Inneren ent- 


*) Vgl. z. B. das Verzeichnis der Arbeiten von Poincaré, Osgood, Hilbert, 
Koebe usw., das in Koebes ,,Uniformisierung beliebiger aualytischer Kurven“ (J. f. 
Math. 138, S. 195) zusammengestellt ist. 

**) Die Existenz der konformen Abbildung fiir das Innere des allgemeinsten 
schlichten einfach zusammenhiingenden Gebietes, dessen Rand mindestens zwei von- 
einander verschiedene Punkte enthilt, hat Osgood bewiesen [On the existence of 
Greens Function for the most general simply connected plan region. Trans. Am. 
Math. Soc. I (1900) S. 310—314]. 

Einen wesentlich vereinfachten Beweis hat Koebe vor kurzem gegeben [J. f. Math. 
139, S. 260—61]. 








on ee anne 











Konforme Abbiidung. 109 


halten und (um nur den einfachsten Fali zu erwiihnen) siimtlich im Inneren 
des Kreises \u|< M liegen. Es sei f,(2) die analytische Funktion, welche 
das Gebiet G, auf den Einheitskreis \z|< 1 derart konform abbildet, dap 
die Punkte z=0 und u=0 und in diesen die positiven Richtungen der 
reellen Achsen cinander entsprechen. Welche notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen miissen die Gebiete G,, erfiillen, damit die Funktionen f,(2) 
bei wachsendem n gegen eine Grenzfunktion konvergieren, und welches sind 
die Eigenschaften dieser Grenzfunktion? 

Diesen Untersuchungen stellen wir ein Kapitel voran, in welchem 
wir gewisse zum Teil schon liingst bekannte Ungleichheiten entwickeln, 
die spiter gebraucht werden. 

Die meisten Autoren benutzen zu ihnlichen Zwecken den Harnack- 
schen Satz; ein rein funktionentheoretisches fiquivalentes Hilfsmittel, das 
der. Vorzug besitzt sehr elementarer Natur zu sein, findet sich bei 
Schwarz*) und geniigt unseren Zwecken vollkommen. Wir werden nicht 
einmal von der Verallgemeinerung dieses Satzes Gebrauch machen, die 
Herr E. Lindeléf gegeben hat **). 


3. Unsere Resultate sind mancher Anwendungen fihig, von denen 
wir in der zweiten Hilfte dieser Arbeit einige niher untersuchen. So 
wird sich z. B. zeigen, daB man das Innere einer beliebigen Jordanschen 
Kurve auf das Innere eines Kreises konform abbilden kann, indem man 
von der Abbildung von Polygonen ausgeht, welche die Kurve von aufen 
her approximieren, und dann zur Grenze iibergeht. Wir werden uns auch 
mit der Stetigkeit der Abbildungsfunktionen eines veriinderlichen Gebietes 
beschiiftigen. 

Die bei weitem interessanteste Anwendung, die wir von unserem Satze 
gemacht haben, besteht aber in einer neuen Methode, um die Existenz 
der konformen Abbildung eines allgemeinen Gebietes zu beweisen. Alle 
uns bisher bekannten Beweisanordnungen fiir den allgemeinen Satz be- 
nutzen den Umweg iiber die Lésung des Randwertproblems fiir die Glei- 
chung Au = 0. Wir werden dagegen rein funktionentheoretisch vorgehen 
und mit verhiiltnismaBig einfachen Mitteln, nicht nur die Méglichkeit der 
konformen Abbildung eines Gebietes beweisen, sondern die Abbildungs- 


*) Zur Theorie der Abbildung [Programm der eidgendssischen polytechnischen 
Schule in Ziirich fiir das Schuljahr 1869—70; Gesammelte Abhandlungen II, 8. 108—232] 
Gesammelte Abhandlungen II, 8. 109. 

**) Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des fonctions monogénes et 
sur quelques propri¢tés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage d'un point singulier 
essentiel (Acta Soc. Se. Fennicae 35, Nr. 7, 8. 1—34) S. 1. 
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funktion selbst durch ein rekurrentes Verfahren gewinnen, das bei jedem 
Schritte nur die Auflésung von Gleichungen ersten oder zweiten Grades 
verlangt. 


Kapitel 1. 
Das Schwarzsche Lemma. 


4. Satz lL. Es sei f(z) eine analytische Funktion der komplexen Ver- 
dinderlichen 2, die fiir \2z| <1 reguldr sein mége. Es sei ferner in diesem 
Bereiche 
(1) if) <1 
und f(0) = 0. 

Dann gilt fiir jedes z, das der Bedingung 0 < z2| <1 geniigt, die 
Beziehung 
(2) f(@)| < |, 
wenn nicht f(2) gleich einer linearen Funktion &’2z ist, wo dann immer 
\f(2) = |2| ist. 

Fiir diesen Satz von Schwarz*) geben wir den einfachsten uns be- 
kannten Beweis: 

I) fie |e) <1 
regulir. Es sei @ eine positive Zahl, die kleiner als 1 ist; das Maximum 
des absoluten Betrages von g(z) innerhalb des Kreises |z| < 9 wird auf 
der Peripherie | z| = @ dieses Kreises erreicht. Auf dieser Peripherie ist aber 


Nach den Voraussetzungen ist die Funktion o(z) = 


) — f@ < 


| 1 
9(2)|—|— o |=? 
letzteres weil |f(z)| <1 ist. Hieraus folgt, daB fiir |z| < 0 





“7 \1 z 
fl Ss 
sein muB; und da diese Ungleichheit fiir jedes 9 <1 gilt, folgt schlieBlich, 
daB fiir jedes |z| <1 (Gleichheit ausgeschlossen) 


(3) if(2)|FS |e 
sein muB. Ist (2) nicht konstant, so kann fiir keinen inneren Punkt des 
Kinheitskreises |f(z)|) = |z sein, weil es sonst dann auch innere Punkte 


dieser Kreisfliche geben wiirde fiir welche |f(z)|>|z sein miiBte, was 
der Bedingung (3) widerspricht. Ist aber |g(z)|—1 fiir jedes |z| < 1, 
so muB die Funktion f(z) von der Form ¢*z sein. Unser Satz ist in 
seinem ganzen Umfange bewiesen. 


*) In der oben zitierten Abhandlung [Ges. Abh. LI, 8. 109]. 
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5. Mit Hilfe des Satzes von Schwarz kénnen wir jetzt sehr leicht das 
in der Einleitung erwihnte Resultat von Poincaré beweisen, das besagt, 
daB die konforme Abbildung des Jnneren eines einfach zusammenhiingenden 
Gebietes G auf das Innere des Kinheitskreises nur auf eine einzige Weise 
mdglich ist, wenn zwei gegebene Linienelemente ineinander tibergehen sollen. 

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kiénnen wir annehmen, dab G 
den Anfangspunkt der Koordinaten im Inneren enthiilt und daB bei der 
Abbildung die Anfangspunkte der Koordinaten und in diesen die positiven 
Richtungen der reellen Achsen einander entsprechen sollen. 

Es seien unter diesen Umstiinden 
(4) u=F@, «= FO 
zwei Funktionen, durch welche das Innere von G@ auf die Kreise |z < 1 
und §|<1 konform abgebildet ist. Zugleich werden die beiden Kreis- 
flichen |z|<1 und £|<1 konform aufeinander abgebildet und zwar 
derart, daB ihre Mittelpunkte und in diesen die positiven Richtungen der 
reellen Achsen einander entsprechen. 

Die Abbildungsfunktion = {(z) und ihre Umkehrung z = 2(£) ge- 
niigen beide den Voraussetzungen des Satzes I; also ist nach diesem Satze 


sowohl | : | < 1 als auch ; < 1 fiir zwei entsprechende Punkte. Hieraus 


folgt nach dem zweiten Teile des Satzes, dab ¢=—¢'*z ist, und, da (3) 


reell und positiv ist, haben wir schlieBlich ¢ = z. 
Die beiden Funktionen F’,(¢) und F(z) sind m. a. W. identisch. 


6. Den Satz I wollen wir jetzt dadurch verallgemeinern, daB wir die 
Voraussetzung f(0) =O fallen lassen. Es sei also fiir |2) <1 die Funk- 
tion y = f(z) reguliir und |f(z)| < 1; im Nullpunkte z = 0 habe man jetzt 
f(0) = ay. 

Durch die lineare gebrochene Substitution 
a, — f(2) 


ay | fis) — 


| 


bilde man den Einheitskreis |y <1 auf sich selbst derart ab, daB der Punkt a, 
in den Mittelpunkt dieses Kreises tibergeht. Wir kénnen auf die Funktion 
(2) in welche f(z) durch diese Substitution transformiert wird, den Satz I 
anwenden und danach schlieBen, daB fiir alle Werte von |z| <€< 1, der 
Punkt « = @(¢) innerhalb eines Kreises k der u-Ebene liegen muB, dessen — 
Mittelpunkt mit dem Anfangspunkte der Koordinaten zusammenfiallt und 
dessen Radius gleich € ist. Die Funktion f(z) selbst muB also auch in 
einem Kreise x der y-Ebene liegen, nimlich demjenigen, der durch die 
Substitution (5) in k tibergeht. 


6) u=9(2) = 
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Es sei g der Radius des kleinsten Kreises in der y-Ebene, dessen 
Mittelpunkt im Anfangspunkte der Koordinaten liegt und der x enthiilt; 
die GréBe @, die iibrigens von € abhiingt, hat die Eigenschaft, daB fir 
jz| <€ die Ungleichheit /(z)| < @ stattfinden wird. 

Um e numerisch zu bestimmen, nehmen wir zuerst an, daB a, reell 
und positiv ist. Dann geht (5) tiber in 


a—y 


0 gy — 1? 


woraus 
a, +4 
y= a,u-+1 
folgt. Da durch diese Substitution die Achse des Reellen in sich selbst 
transformiert wird, geht der Kreis «| = € in einen Kreis iiber, der diese 
Achse orthogonal schneidet; die beiden Schnittpunkte dieses letzten Kreises 
mit der reellen Achse haben die Werte 


a +6 = 
mn ~i+tat’ eee 


und die gréBere der beiden Zahlen |y,| und |y,| wird den gesuchten 
Wert @ geben. 


Nun sind (da sowohl a, < 1 als auch §< 1 sein miissen) 


2a,(1 — §*) 


¥, + ¥% = 1 — a?g? >v 


und 
2£(1 — aj) 
a~-R@= 1— age? > 0; 
es ist also 
a +6 
e=|%,|=%= iteat’ 


Ist a, nicht reell und positiv, so braucht man nur die ganze Figur 
um einen gewissen Winkel zu drehen um die Bestimmung von @ auf den 
erledigten Fall zuriickzufiihren. Dabei geht a, in |a,| tiber, und man 
erhalt schlieBlich 

a +s 
Om i+ ait 

7. Es sei jetzt F(x) eine Funktion, die fir «—,| <r regular ist, 
und deren absoluter Betrag in diesem Bereiche den Wert M nicht itiber- 
steigt; setzt man zs = x, + rz, so wird die Funktion 


f(z) a a v2) 


fiir |2|< 1 regular sein und einen absoluten Betrag besitzen, der Eins nicht 
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tibersteigt. Nach vorhergehendem haben wir aber, wenn # eine reelle 
positive Zahl bedeutet, die kleiner als Eins ist, fiir 

|\z—a,| sre 
die Ungleichheit 


|F(@,)| + Me 
(6) F(z) SM Faye" 


Bemerkt man jetzt, daB die rechte Seite von (6) monoton wichst, 
wenn |F'(z,)| von Null bis M zunimmt, so sieht man, daB man in (6) 
|¥’(a)| durch jede gréBere Zahl M, ersetzen kann, die M nicht iibersteigt 
und erhilt schlieBlich folgenden Satz: 

Satz Il. Es sei die analytische Funktion F(a) im Kreise |\x—a,|<r 
regulir und daselbst ihr absoluter Betrag |F(x)|< M; es seien & und M, 
swei beliebige positive Konstanten, die den Bedingungen 0<@<1 und 
|F(a,) < M, < M geniigen. 

Dann ist fiir jeden Wert von x, der im Kreise \x—2,\ < #r liegt 
(7) \F(@)| <M <M. 

Dieser Satz kann in gewisser Hinsicht als eine Verallgemeinerung 
von I angesehen werden; er geht niimlich in I tiber, wenn man a = 0, 
r=1, M=1 und M, = 0 setzen kann. 

Andererseits ist II ein spezieller Fall eines viel allgemeineren Satzes 
von Schottky*), den Landau**) vor kurzem noch erweitert hat. 


8. Wir wollen jetzt den Satz 1 in einer anderen Richtung vervoll- 
stiindigen: Es sei wieder fiir |z| <1 die Funktion u = f(z) regular und 
\f(2)| <1; ferner sei f(0)=0. AuBerdem soll aber hier die neue An- 
nahme gemacht werden, daB die erste Ableitung /’(z) von f(z) fir z=0 
von Null verschieden sei. 

Dann kann man die Gleichung u= f(z) in der Umgebung von z= 0 
nach gz auflésen und erhalt ein Funktionselement z= g(u), das in der 
Umgebung von u=0 regulir ist. Es sei g, die gréBte positive Zahl 
zwischen Null und Eins (eingeschlossen), welche die Eigenschaft besitzt, 
daB fiir u| <g, die Funktion g(u) reguliir und |g(u) <1 ist. 

Das Funktionselement (uw) ist im Kreise wu|< 9, die Umkehrung 
einer eindeutigen Funktion und stellt daher die Abbildung eines schlichten, 
sich nicht tiberdeckenden Gebietes 7’ der z-Ebene auf den Kreis |u| < 9, 


*) Uber den Picardschen Satz und die Borelschen Ungleichungen [Berl. Ber. 
1904, 8. 1244—1262] 8. 1255. 

*) Bohr u. Landau, Uber das Verhalten von £(s) und £(s) in der Nihe der 
Geraden s = 1 [Gétt. Nachr. Math.-phys. Klasse, 1910, 5. 303—330). 
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dar. Umgekehrt entspricht jeder Kreisfliche |z|< 9 die ganz innerhalb 
des Gebietes 7 verliuft, ein schlichtes sich nicht tiberdeckendes Gebiet 
in der u-Ebene. 

Um zu einem vollstiindigen Resultate zu gelangen, schlieBen wir den 
trivialen Fall wu = ¢%2 aus;, die Uberlegungen des § 5 zeigen, daB dies 
der einzige Fall ist, wo g,=—1 sein kann. Nach dem Satze ! ist dann 
fiir _z| <0, immer |u < 9, (Gleichheit ausgeschlossen). 

Diese Kreisfliche liegt also einschlieBlich ihrer Peripherie ganz inner- 
halb des Gebietes 7’ und es gibt Kreise 2z|< 9, wo @ >, ist, welche 
dieselbe Eigenschaft besitzen. Es sei 9, die gréBte positive Zahl zwischen 
Null und Eins (eingeschlossen) von der Eigenschaft, daB der Kreisfliiche 
2|<@, vermége der Funktion u = f(z) ein schlichtes sich nirgends tiber- 
deckendes Gebiet der u-Ebene entspricht; nach vorhergehendem ist 9, > 9, 
(Gleichheit ausgeschlossen). 

Nehmen wir nun die positive Zahl 9, kleiner als 9, aber sonst be- 
liebig an, so entspricht, wie der Satz I lehrt, der Kreisperipherie |z =o 
eine geschlossene Kurve C der u-Ebene, die ganz im Kreise |u| < 9 liegt, 
und es entspricht zugleich der Kreisfliche z <0 ein schlichtes, sich 
nirgends tiberdeckendes Gebiet #%, dessen Rand die Kurve C ist. 

Wenden wir nun den Satz 1, nachdem wir « = ,v gesetzt haben, 
auf die Funktion g(g,v) an; so kommt fiir |v| <1 oder, was dasselbe 
ist, fiir |u| < g, 

(Qo ”) o P (u) 
P ° _ 8 vs <1. 

Der Kreisfliiche |u| < 09, entspricht also vermége der Funktion 
z= q/(u) ein Gebiet der z-Ebene, das einschlieBlich seines Randes inner- 
halb des Kreises |z| = 0 verliuft; diese Kreisfliiche |u| < 99, ist also im 
Gebiete % enthalten, und da dieses Gebiet sich nirgends tiberdeckt, folgt 
schlieBlich, daB die Kurve C im Kreisringe, der aus den Kreisen |u| = 9 
und |uw = 00, gebildet ist, verliuft. 

Wir sehen also, daB fiir jeden Wert von z, welcher der Bedingung 


0<|z|<o, 
geniigt, die Ungleichheiten 
@ol2| < |f(2)| < |2 
bestehen, und kénnen folgenden Satz -formulieren. 
Satz III. Es sei die analytische Funktion u = f(z) fiir \2\| <1 reguldr 


und daselbst |\f(z)| <1; diese Funktion sei keine lineare Funktion von 2, 


und es sei ferner 
f0)=0, f°) +0. 
Mit ¢,, bezeichnen wir die gripte positive Zahl zwischen Null und Eins, fiir 
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welche das Funktionselement 2 = g(u), das in der Umgebung von u=0 
die Umkehrung von f(z) darstellt, im Kreise |u| < 9, reguliir und dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als Eins ist. 

Mit 0, bezeichnen wir die gripte positive Zahl zwischen Null und Eins 
(eingeschlossen) von der Eigenschaft, dap der Kreisfliche |z|< 9, vermige 
der Funktion u = f(z) ein schlichtes, sich nirgends iiberdeckendes Gebiet der 
u-Ebene entspricht. 

Dann ist immer 0, > 0, (Gleichheit ausgeschlossen), und ferner ist fiir 
0< |z| <Q, 


(8) e041 <|f@) <!4|. 


9. Man kann durch eine Reihe von geeigneten elementaren Trans- 
formationen und nochmalige Anwendung des Satzes I unseren letzten 
Satz III durch einen anderen wesentlich schirferen ersetzen. 

Wir fiihren zu diesem Zwecke eine Funktion g(z) ein, die fiir |z| <1 
regular sein und den Bedingungen 
(9) 9 <igl2)|<1 
geniigen soll, wo @ eine positive GréBe zwischen Null und Eins bedeutet; 
auBerdem soll (0) reell und positiv sein. [Der Punkt (2) liegt wegen (9) 
im Inneren der unendlichblittrigen Riemannschen Flache, die das Ringgebiet 

e<\gi<l 
ausfillt; diese Fliche, die einfach zusammenhingend ist, wird im folgen- 
den auf den Einheitskreis abgebildet. | 

Es sei 
(10) x(2) = Lp(z) 
und derjenige Zweig des Logarithmus gewiahlt, fiir welchen 7(0) reell ist. 
Dann ist wegen (9) 

(11) lo < Riz(z) <0. 

Zweitens sei 


(12) oa tt F). 
Aus (11) folgt sodann, daB fiir !z <1 

(13) 3 v(z) >0 

ist; ferner ist |\y(0)|—1 also (0) = e%', wo (wegen (13)) 0 << # < z ist. 
Endlich sei 

(14) r= SOR 


wegen (13) ist fiir |2 <1 auch jr(¢)!< 1 und auberdem ist r(0) = 0 
g* 














116 C. Canarntopory. 


Nach dem Satze I ist also fiir jedes positive 6 <1 und fiir z¢ <6 
auch |t(z)|< 6. Aus (14) folgt nun 


oi — i 


(15) == 

Dem Kreise |t| = 6 entspricht vermége (15) ein Kreis in der ~-Ebene, 
der die Gerade, welche die Punkte e*' und e~** dieser Ebene verbindet, 
orthogonal schneidet. Diese Gerade entspricht nimlich in der Transfor- 
mation (15) reellen Werten von t; wir bekommen also die zwei End- 
punkte eines Durchmessers des betrachteten Kreises, wenn wir in (15) 
t = + 6 setzen und finden ferner fiir den Mittelpunkt m und den Radius r 
unseres Kreises die Werte 
oe” 4. g 98 gt _ 2esiné 


oe ie ° ies 


Hieraus entnehmen wir, dab die den Werten z <6 entsprechenden 
Werte von (2) ganz innerhalb eines Kreisringes liegen, der aus zwei 
Halbkreisen besteht, deren Mittelpunkte in w = 0 liegen, und welche die 
Radien m| +r und |m| —r besitzen. 

LaBt man # zwischen Null und 2 variieren, so wird sowohl das 
Maximum von 

|m| ieee (1 — 26* cos ete + 26 sin @ 


als auch das Minimum von 


1 
(1 — 26* cos 2@ + o')? —2es8in@ 


\m,—r=— — 


fir # = erreicht, und man erhilt schlieBlich fir |z| << 6 


oS. 
1p. <H@OI<3t 


Aus (12) folgt sodann 
i—eé 
lite 


Setzt man nun (2) = de“’, wo 4 und u reelle GréBen bedeuten, die von z 
abhingen, so liefert (10) die Gleichung y(z2) = 14 + iu, und (16) 


(16) <R(—2i 7 2) <azts. 


\ 


1 eA. 6 1 1—«6 

* le l—— ses le SET? 
Diese letzte Bedingung besagt, wenn wir 6=g@ machen und die Be- 

zeichnung 
can 1 1—eo 
(17) tom felis, 


~ 





_ - aw oe 
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einftihren, daB fiir alle z <9 

(18) | < Me 

sein muB. Da ferner nach (9) 4 zwischen 9 und 1 liegen muB und 
dasselbe von (0) gilt, bestehen die Ungleichheiten 


2 
| |\1—Acosu <(1—e9) +", 


| p(0)— 1 cos uw <(1—9) +", 
la sin | < tty, 
die wir zur Abschitzung der Gleichungen 
{ 1L—g(z)=1—Acosu—idsinu, 
| (0) — p(z) = (0) — A cos uw — id sin u 


benutzen. Setzen wir dazu 


(19) ee.) = V (1—e +5) + mt, 
so erhalten wir fiir |z|< 0 

'p(2)—1 <<), 
\p(2) — »(O)| < «(Q). 
Eine elementare Abschiitzung zeigt ferner, daB fiir jeden der in Betracht 
kommenden Werte von @ 

e(e) <14V1—e 

ist, woraus folgt, daB Lim «(9) = 0 ist, eine Beziehung, die man auch 


o=l 


direkt aus den Formeln (17) und (19) hitte entnehmen kénnen. 
Im allgemeinen liefert aber die letzte Formel eine viel zu hohe Zahl; 
so ist z. B. fiir 9 = 0,999 die GréBe «(o) < 0,0010025, wihrend 


14V1— oe > 0,044 


(20) 


wird. 
Die Ungleichheiten (20) sind in dem Falle, den wir bis jetzt voraus- 
gesetzt haben, daB (0) reell und positiv ist, identisch mit den folgenden: 


/ 0) ’ : 
(21) 9(2)— Fi) <e@), 914) — POI <e(0)- 


In ihrer letzten Form (21) behalten sie aber ihre Giiltigkeit, auch wenn 
g(0) komplex oder negativ ist, da man durch eine Drehung der g-Ebene 
— wobei die Ungleichungen (21) invariant bleiben — den allgemeinen 
Fall auf den zuerst behandelten zuriickfiihren kann. 
Nun kehren wir zu der Funktion f(z) unseres Satzes III zuriick; nach 
diesem Satze ist fiir 2! < 9, 
% < ae 


<i. 
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Setzen wir z=0,£ und @(£) —feb = fs) . wobei p(0)=/"(0) wird, 

so folgt aus (21) 
%) = oo < &(Q). “ —f'(0) | < €(Qq) 

fiir |£|< @, oder, was dasselbe ist, fiir |z < 9,9. 

Wir kénnen demnach folgenden Satz aussprechen: 

Satz IV. Es sei die analytische Funktion f(z) fiir \z| <1 reguldr 
und daselbst \f(z)) <1; auBerdem sei f(0) = 0 und f’(0) +0. 

Mit 0, und @, bezeichnen wir, die im Satze Ill definierten Gripen 
mit (0) die durch die Gleichungen (17) und (19) definierte Funktion. 

Dann ist fiir |2\ < o,0,; 


f(2) — f°) 2| < e9@, €(e) < 1l4e0, V1 — a 
un 


“(0 
f(z) - a 2 < 000; €(0) < 14.990; V1 — o- 


Der Satz IV kann als eine oft brauchbare Vervollstindigung des im 

§ 5 bewiesenen Eindeutigkeitstheorems angesehen werden; er zeigt niim- 

lich, daB innerhalb eines jeden festen Kreises z <6< 1 die Funktion 

f(z) beliebig wenig von einer linearen Funktion abweicht, wenn nur die 

Zahl g, hinreichend nahe an Eins liegt. Oder man kann auch sagen, daB 
das Maximum des absoluten Betrages des Restes 

ft" 


Pe a 2 oe 
r-2*% ty-9.3% + 


der MacLaurinschen Reihe von f(z), innerhalb des Kreises |2;< 6 nur 
von @, abhiingt, sobald 9, > @ ist. 

Interessant ist ferner die Bemerkung, daB bei gegebenem g, die 
GréBe der Approximation von der Gestalt oder Analytizitiit des Randes 
des Gebietes oder allgemeiner der Riemannschen Fliche, die f(z) fir 
|¢ <1 durehauft, villig unabhiingig ist. 


Kapitel LI. 
Der Kern einer Gebietsfolge. 


10. Als offenes Gebiet G bezeichnet man bekanntlich jede Punkt- 
menge (einer Ebene der komplexen Veriinderlichen u), die folgende Eigen- 
schaften besitzt: 

a) Um jeden Punkt von G als Mittelpunkt kann eine Kreisfliiche be- 
schrieben werden, die aus lauter Punkten von G besteht. 

b) Zwei Punkte a und b von-G kénnen stets durch einen Polygon- 
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zug verbunden werden, der eine endliche Anzahl von Ecken besitzt und 
aus lauter Punkten von G besteht. 

Unter Umstiinden wollen wir auch den unendlich fernen Punkt der 
Ebene uw als Punkt von G zulassen. Damit verstehen wir, daB das Ge- 
biet G,, das aus G durch die Transformation durch reziproke Radien 


u, = ~ entsteht, den Punkt u, = 0 enthalten soll. 


Man nennt Begrenzung oder Rand des Gebietes G die Gesamtheit 
derjenigen Hiufungspunkte von G, die selber nicht zu G gehéren. Figt 
man zu den Punkten von G die Punkte von y hinzu, so erhiilt man eine 
abgeschlossene Punktmenge, die wir stets mit G bezeichnen wollen, und 
die man ein abgeschlossenes Gebiet nennt. 

Ein Gebiet G (oder G) ist einfach zusammenhdngend, wenn entweder 
das Innere oder das AuBere eines jeden geschlossenen Polygons ohne 
Kreuzungspunkte, dessen Rand aus lauter Punkten von G besteht, ganz 
in @ liegt. 


11. Es seien G,, G,,---, G,,--- unendlich viele einfach zusammen- 
hiingende, offene Gebiete der u-Ebene, die alle den Punkt « =0 enthalten; 
auBerdem wollen wir voraussetzen, um den einfachsten Fall vorweg zu 
behandeln, daB alle G, innerhalb des Kreises |u < M liegen. 

Wir nehmen an, daB man die konforme Abbildung simtlicher Ge- 
biete G, auf das Innere des Kreises 2 <1 bewerkstelligen kann und 
daB f(z) diejenige analytische Funktion von ¢z darstellt, welche die Ab- 
bildung von G, liefert, bei welcher die Punkte «= 0 und z=0 und in 
diesen 'unkten die positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander 
entsprechen. 

Wir wollen untersuchen, ob man fiir die Gebiete G, notwendige und 
hinreichende Bedingungen ausfindig machen kann, damit Lim f(z) fir 
z| <1 existiere. — 


12. Die Funktionen 


(22) f,(2), f(2), el f,(2); diy 
sind fiir z|< 1 regular; ferner ist in diesem Kreise fiir jedes » 
fa(4)| < Mt. 


Fiir eine derartige Folge von Funktionen hat Herr Montel folgende 
Eigenschaften bewiesen*): 


*) Sur les suites infinies de fonctions [Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), S. 233—304]. 

Lecons sur les séries de polynomes 4 une variable complexe [Paris, Gauthier- 
Villars 1910, S. 1--128], S. 20—25. 

Vgl. auch Carathéodory und Landau, Beitriige zur Konvergenz von Funktionen- 
folgen [Berl. Ber. 1911, 16, 8. 587—613]. 
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a) Wenn die Folge (22) im Kreise \z| <1 konvergiert, so konvergiert 
sie gleichmafig in jedem kleineren Kreise und stellt demnach im Kreise 
\@| <1 eine reguliire Funktion dar. 

b) Aus jeder Teilfolge von (22) kann man eine neue Teilfolge ent- 
nehmen, die fiir jedes 2 <1 konvergiert. 

In der Terminologie von Fréchet wiirde man m. a. W. sagen, daB die 
Folge (22) kompakt ist.*) 


13. Nehmen wir zuerst an, dab der Lim f(z) unserer Abbildungs- 


funktionen fir z <1 existiert und nicht konstant ist; dann ist nach 
vorhergehendem 


Lim f,(#) ~ f() 


und f(z) stellt eine analytische regulire Funktion dar, die nicht kon- 
stant ist. 

Die Funktionen der Reihe (22) haben — als Abbildungsfunktionen 
von schlichten Gebieten — in jedem Punkte z des Kreises ¢ <1 eine 
von Null verschiedene Ableitung; wir behaupten, dab dieselbe Eigenschaft 
der Funktion f(z) zukommt. 

Es sei niimlich, entgegen dieser Behauptung /’(z,) = 0 und @ positiv 
und so klein gewahlt, daB einerseits der Kreis z,+ 9¢° im Inneren von 
ist] und 
andererseits fiir 0 <|z—4,|<@ die Funktion /’(z) + 0 sei. Dann wird, 
wenn ¢ den Kreis 4,+ 9¢* bei variablem # einmal durchliiuft, der Punkt 
u =f(z) in der u-Ebene den Punkt f(z.) mehrfach — sagen wir k-mal 
(k>2) — umkreisen. Wegen der Gleichmibigkeit der Konvergenz, die 
als Folge der Eigenschaft a) des § 12 lings dieses Kreises erfolgt, miiBte 
dies fiir hinreichend groBe » auch fiir den Punkt f,(¢) der Fall sein. 
Letzteres ist aber unméglich, da, wegen des Nichtverschwindens von /,'(z), 
der Punkt f,(2) jeden Punkt der Ebene « héchstens einmal umkreist. 

Zweitens wollen wir zeigen, dab die Grenzfunktion f(s) fiir zwei 
verschiedene Werte von z ebenfalls verschiedene Werte annimmt, d. h. 
daB aus (z,—2,) +0 die Ungleichheit /(z,) + f(<,) folgt. 

Da niamlich fiir jedes |z|< 1 die Ableitung f(z) +0 ist, so wird 
vermége der Funktion «= /(z) fiir hinreichend kleine g dem Kreise 
\2— 4, <e ein schlichtes Gebiet U, in der u-Ebene entsprechen, das 
sich nirgends tiberdeckt und den Punkt u, = /(¢,) in seinem Inneren ent- 
halt. Man wiihle auBerdem g so klein, daB der Punkt z, auBerhalb des 


2 <1 liege [was z. B. sicher der Fall ist, wenn 9 < i 


*) Fréchet, Sur quelques points du Calcul Fonctionnel [Rend. Cire. Mat. Palermo 
22 (1906), 8. 1—74], S. 6. 
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Kreises |z — z, <@ fiallt, und dieser Kreis einschlieBlich seines Randes 
innerhalb 2|< 1 verliiuft. Den Abstand des Punktes u,=—/(z,) vom 
Rande des Gebietes U, bezeichne man mit 6. 

Die Reihe (22) konvergiert gleichmiBig im Kreise |z— z,| < ; der 
Peripherie dieses Kreises einerseits und dem Mittelpunkte andererseits 
enisprechen demnach, vermége der Abbildungsfunktion «u = /f,(2), eine 
Kurve und ein Punkt, die von einem gewissen » = N an vom Rande des 
Gebietes U, resp. vom Punkte u,=/(2,) um weniger als _ abweichen; 
der Kreisfliche |z— z,|<o entsprechen dann bei denselben Abbildungen 
Gebiete der u-Ebene, die alle den Kreis |u —u, < Pa in ihrem Inneren 
enthalten. Fiir x» > N wird demnach, da die Funktionen /,(2) fiir von- 
einander verschiedene Werte von z vy. e. verschiedene Werte annehmen, 
die Ungleichheit |/,(2,) — u,| > . gelten, woraus folgt, daB /(z,) + /(4,) 
ist, wie zu beweisen war. 


Aus diesen siimtlichen Uberlegungen schlieBen wir folgendes Resultat. 
Wenn durch die Funktionen 


(22) fi) fas >>> fal) > 
eine Folge von unendlich vielen Gebieten 
Bes Gy, °*°; Gay 


(die auf der u-Ebene alle innerhalb eines und desselben Kreises liegen und 
den Punkt u = 0 enthalten) auf den Kreis \z| <1 derart konform abgebildet 
werden, dap die Punkte u=0, 2=0 und in diesen Punkten die positiven 
Richtungen der Achsen des Reellen einander entsprechen; wenn auberdem 
fiir jedes | <1 der Grenewert 
Lim f,(2) = f(e) 

existiert, so ist entweder f(2) identisch Null oder es liefert die Funktion 
u = f(z) fiir \z| <1 die konforme Abbildung eines gewissen Gebietes T der 


u-Ebene, das nirgends innere Windungspunkte enthdlt und sich nirgends 
iiberdeckt. 


14. Es sei im Falle, wo f(z) nicht identisch verschwindet, H ein 
abgeschlossenes Gebiet der u-Ebene, das einschlieBlich seines Randes ganz 
innerhalb [ liegt und den Punkt w = 0 in seinem Inneren enthilt. Durch 
die konforme Abbildung, welche die Funktion u = f(z) leistet, wird dem 
Gebiete H ein gewisses abgeschlossenes Gebiet auf dem Kreise z| < 1 
entsprechen, das bei positivem hinreichend kleinem 6 ganz im Inneren des 
Kreises |z| < 1 — 26 liegen wird. Dem gréferen Kreise |z| = 1 — 6 ent- 
spricht demnach vermége der Funktion u = f(¢) eine analytische Kurve C 
in der u-Ebene, die das Gebiet H umgibt. 
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Es sei 2e die Entfernung zwischen ( und H. Dem Kreise |z| = 1 — 6 
entspreche vermége der Funktion «= /,(z) die analytische Kurve C,, in 
der u-Ebene; da die Funktionen /,(2) auf diesem Kreise gleichmifig gegen 
f(2) konvergieren, so wird von einem gewissen » > N an der Abstand 
zwischen den Kurven C, und C kleiner als e sein. 

Fiir diese Werte von n hat das Gebiet H keinen gemeinsamen Punkt 
mit C,, und da der Punkt « = 0 sowohl im Inneren von H als auch im 
Inneren von C, liegt, so muB H ganz innerhalb C, und folglich ganz 
innerhalb G,, liegen. 

Wir haben schlieBlich das Resultat, da von einem gewissen n ab 
H einschlieBlich seiner Grenze ganz im Inneren aller Gebiete G.,, liegen muf. 


15. Wir wollen jetzt beweisen, dab jedes Gebiet [,, das sonst beliebig 
ist und nur die im letzten Paragraphen bewiesene Eigenschaft von [ be- 
sitzt, im Inneren oder mindestens nicht auBerhalb von [ verliuft. 

Es sei also [, ein Gebiet, das den Punkt «= 0 in seinem Inneren 
enthilt und von dem wir wissen, daB jedes abgeschlossene Gebiet H, das 
den Punkt « = 0 in seinem Inneren enthilt und einschlieBlich seines Randes 
in F, liegt, von einem gewissen » an innerhalb simtlicher Gebiete G, ver- 
liuft. Es sei «, ein (innerer) Punkt von [,; zu beweisen ist, daB u, im 
Inneren von [ enthalten ist. 

Wir konstruieren zunichst ein abgeschlossenes Gebiet H, das die 
Punkte « = 0 und « = u, in seinem Inneren enthilt und in [, liegt, und 
verbinden diese beiden Punkte durch einen Polygonenzug, der ganz in H 
liegt, und dessen Abstand vom Rande von H gleich 26 sein mége. 

Wir konstruieren zweitens eine Kette von Kreisen, deren Radien 
gleich o seien und deren Mittelpunkte auf diesem Polygone liegen. Der 
erste Kreis der Kette habe seinen Mittelpunkt in u=0 und jeder der 
iibrigen auf der Peripherie des vorhergehenden Kreises der Kette; der 
k* Kreis der Kette enthalte den Punkt u,. Es seien 

eae 0, Ms, Ms, ***y 
die Mittelpunkte dieser Kreise. 

Nun gibt es nach Voraussetzung eine positive ganze Zahl N derart, 
daB fiir jedes » > N das Gebiet H und folglich die Kreise 
(23) \u—w, $26 *  (j=0, 1, 2,---,k) 
alle im betreffenden G, enthalten sind. Die Umkehrung z = g,(u) der 
Abbildungsfunktion « = /,(¢) ist also in jedem Kreise (23) regular und 
da (f;,,—4;| = 6, |%—w,|<e ist, so ist nach dem Satze Il, in 
welchem man 


Bui; tas, Ba P,,(tt;) 
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za setzen hat, 


2|%4(4)| +1 
2+ | Pn (44) | 
2|Pa()| +1 


Ip,(M) Sy +19 ,(%) 


rao) s 


(24) (j= 1, 2,---, &—1)). 





Durch sukzessive Anwendung dieser Ungleichheiten folgt, wenn man 
auch hier bemerkt, daB man in den rechten Seiten von (24) die GriBen 
|p, (u;)| durch gréBere Zahlen ersetzen darf und dab auBerdem gp, (u,) = 0 ist, 

1 ' 8 , ge-t_ 4 
Py (Ue). < 2? , (tts) | < 10° cst P, (Uy) | < ae 1. 
SchlieBlich findet man 
a—1 
; P,,(Uo) < B41 < 1. 
Die Punkte 
g, on Pn (Mo) 
befinden sich demnach alle innerhalb eines festen Kreises, dessen Radius 
kleiner als Eins und von » unabhiingig ist; sie haben also mindestens 
einen Hiufungspunkt z,, der sich in diesem Kreise 


~~. 
s\S Fi 

betindet. Dieser Haiufungspunkt z, wird durch die Funktion u = f(z) auf 
einen Punkt u,’ des Gebietes [ abgebildet; ich behaupte, dab u,' mit a, 
identisch ist. Im entgegengesetzten Falle kénnte man die positive Zahl y 
so klein wihlen, daB der Kreis {uw — u,.'| < 2% im Inneren des Gebietes [ 
lige, wihrend u, selbst auBerhalb dieses Kreises und in endlichem Ab- 
stande / desselben sich befinde. 

Dem Kreise |u— wu). <4 entspricht in der Abbildung von [ auf 
\2; <1 eime gewisse Umgebung von 4,, die den Kreis |z— 2, <é ent- 
halten mége. Da die Funktionen /,(z) in diesem Kreise gleichmibig kon- 
vergieren, wird von einem gewissen n> N, an fiir jeden Punkt dieser 
Kreisfliiche f,(2) — u)'|< 2 und folglich |f,(2) —-u, >h sein. Hierin 
ist aber ein Widerspruch enthalten, da nach unserer Konstruktion beliebig 
groBe » und Punkte, die an z, beliebig nahe sind, existieren, fiir welche 
f(z) =u, ist. Also miissen die Punkte uw) und wu) zusammenfallen, und 
es ist jeder Punkt won [, in [ enthalten. 

Wir haben alles in Allem gezeigt, daf das Gebiet [, das durch die 
Grenzfunktion f(z) auf den Einheitskreis abgebildet wird, das gripte Gebiet 
ist von der Eigenschaft, dap jedes abgeschlossene Gebiet H, das in ihm ent- 
halten ist und selbst den Anfangspunkt der Koordinaten u = 0 enthiilt, von 
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einem gewissen n an innerhalb siimtlicher Gebiete G,, der gegebenen Folge 
verliiuft. 

Zugleich hat sich ergeben, daB, wenn die Funktionen f,(z) gegen die 
Konstante Null konvergieren, kein einziger Kreis existiert, der den Punkt 


u = 0 umgibt und sich von einem gewissen » an innerhalb aller G, be- 
findet. 


16. Die zuletzt gefundenen Eigenschaften von [ sind rein mengen- 
theoretischer Natur. Jeder Folge von unendlich vielen einfach zusammen- 
hingenden Gebieten 

G,, Gs, resy G,, vee 


, 


die alle den Punkt «= 0 enthalten und innerhalb des Kreises |u| << M 
verlaufen, kénnen wir ein Gebiet K zuordnen, das wir den Kern der Ge- 
bietsfolge nennen wollen und das immer existiert, ganz unabhingig davon, 
ob die Folge der Abbildungsfunktionen f(z) konvergiert oder nicht. 

Definition L Der Kern K einer Gebietsfolge soll aus dem einzigen 
Punkte u = 0 bestehen, wenn es keinen Kreis gibt, der u =O zum Mittel- 
punkte hat und von einem gewissen n an innerhalb siimtlicher G,, Viegt. In 
jedem anderen Falle soll K das grifte Gebiet von der Eigenschaft sein, dap 
jedes abgeschlossene Gebiet H, das den Punkt u = 0 als inneren Punkt ent- 
hilt und samt seinem Rande im Inneren von K liegt, auch von einem ge- 
wissen n an innerhalb siimtlicher G,, verléuft. 

Der Kern K ist durch diese Definition eindeutig bestimmt. Man kann 
diese Tatsache beweisen, indem man eine eindeutig bestimmte Konstruktions- 
regel angibt, die ein (rebiet liefert, von dem man beweist, daB es mit 
jedem Gebiete, das unserer Definition geniigt, identisch ist: 

Wenn der Kern nicht aus dem einen Punkte wu = 0 besteht, so gibt 
es Kreise vom Mittelpunkte «= 0, die von einem gewissen an, inner- 
halb siimtlicher Gebiete G, liegen. Der Radius dieser Kreise ist sicher 
kleiner als M und besitzt eine obere Grenze 9,. Es sei u, irgend ein 
Punkt des Inneren des Kreises |u|<@,, es gibt dann sicher Kreise 
\u—wu,|<@, die von einem gewissen » an innerhalb siimtlicher G, liegen; 
die Radien dieser Kreise haben eine obere Grenze g, und es ist 9, > 9,— 4, . 
Indem man genau so fortfihrt, wie bei der Konstruktion des Definitions- 
bereiches einer analytischen Funktion, von der ein Funktionselement be- 
kannt ist und dabei beriicksichtigt, dab die G, alle einfach zusammen- 
hiingend sind, erhailt man ein Gebiet, das mit dem Kegne K unserer Folge 
iibereinstimmen muf.*) 


17. Nachdem wir eingesehen haben, daB jede Folge von Gebieten 


*) Vgl. § 21 dieser Arbeit, der eine detailliertere Konstruktionsregel enthiilt. 
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notwendig zu einem wohlbestimmten Kerne fiihrt, kénnen wir folgende 
Vereinbarung treffen: 


Definition Il. Wir wollen sagen, daB eine Gebietsfolge 
(25) G,, G,, ae G,, rooe 
die aus unendlich vielen Gebieten (mit denselben Eigenschaften wie friiher) 
besteht, gegen ihren Kern K konvergiert, wenn jede beliebige Teilfolge 
(26) G,., G,., ae G, ; ies 2° 
von (25) denselben Kern, wie die Hauptfolge besitzt. 
Es ist klar, dab, wenn der Limes der Abbildungsfunktionen 


Lim /,(#) = f() 


fiir |z| < 1 existiert, die Gebietsfolge gegen ihren Kern konvergieren rub. 
Jede Teilfolge 


f,,@), f,,(2), _ f,,@), ede 
konvergiert namlich dann gegen dieselbe Funktion f(z), und diese ist nach 
Friiberem nichts anderes als die Abbildungsfunktion fiir den Kern der 
Gebietsfolge (26). 

Wenn nun aber umgekehrt die Gebietsfolge (25) gegen ihren Kern K 
konvergiert, so behaupte ich, dab die Grenzfunktion f(z) existieren mub 
und die Abbildungsfunktion von XK darstellt. 

Angenommen niimlich, es giibe im Kreise |z <1 einen Punkt z = 4, 


fir welchen Lim f,(z) nicht existiert, so kann man aus der Folge /,(z), 
f2(2), -- + zwei Teilfolgen 


(27) fu, (4) fu,()s a) fu, (2) iA 
und 
(28) fi, @)f,.@. °° A, Os: 


aussondern derart, daB 


n= 00 


Lim f, (%)=«,  Limf, (%)=8, 
und « + # ist. —_ 
Ferner kénnen wir nach § 12b) aus (27) eine Teilfolge aussondern, 


die gegen eine Funktion g(z) und aus (28) eine andere Teilfolge, die 
gegen eine Funktion ~(z) konvergiert. 


Ubrigens ist p(2.) = « und ¥(z) = B, also 
(29) 


y(2) + v(z). 
Andererseits sind (z) und #(z) die Abbildungsfunktionen eines und 
desselben Gebietes, niimlich des Kernes K, gegen welchen die Gebiets- 
folge (25) konvergiert. Nach dem Eindeutigkeitsbeweise von § 5 miissen 
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sie also identisch sein, was mit (20) im Widerspruche steht. Es mub 
also entgegen unserer Annahme Lim /,(z) fiir jedes |z| << 1 existieren und 


wir haben den Satz: : 

Satz V. Ist in der u-Ebene eine Folge von einfach zusammenhiingenden 
Gebieten G,, G,,--~- gegeben, die alle den Punkt u = 0 enthalten, im Inneren 
des Kreises \u\|< M liegen und die man auf den Einheitskreis abbilden kann; 
bezeichnet man ferner mit f,(2), fy(2),--- die analytischen Funktionen, welche 
diejenigen konformen Abbildungen der Gebiete G,, G,,--- auf den Kreis 
|e| <1 liefern, bei welchen die Punkte u=0 und z =0 und in diesen die 
positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander entsprechen; so ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 


Lim /,(2) = f(2) 


fiir jedes z <1 ewistiere, die, daB die betrachtete Gebietsfolge gegen ihren 
Kern konvergiert. Die Funktion f(z) liefert die Abbildung von K auf z <1. 


18. Der Satz V kann nach verschiedenen Richtungen hin erweitert 
werden. Wir wollen zuerst algebraische und logarithmische Windungs- 
punkte zulassen und statt der Gebiete G,, G,,---, @ - eine Folge von 
Riemannschen Fliachen 


(30) R,, Re, --+, R,, +: 


an 


ie 


auf der u-Ebene betrachten; von diesen wollen wir voraussetzen, daB sie 
simtlich, einschlieBlich ihres Randes im Inneren eines Kreises u < M 
liegen und auf das Innere des Kreises |z| << 1 konform abgebildet werden 
kénnen, also einfach zusammenhingend sind. Wir bezeichnen auch jetzt mit 


(31) f, @), fs (2), shed f(2), oui 
die (eindeutigen) Funktionen von z, welche diese Abbildung leisten, und 
nehmen wieder an, dab fiir jedes nm f,(0) =O und /,(0) reell ist. Den 
Punkt, der in jedem R, dem Punkte z = 0 entsprechen soll, wollen wir 
mit «* — 0 bezeichnen, um ihn von den anderen Punkten von #, zu unter- 
scheiden, in denen méglicherweise ebenfalls u = 0 ist. 

AuBerdem wollen wir sofort bemerken, daB diese Funktionen siimt- 
lichen Eigenschaften des § 12 geniigen, da sie fiir |z|< 1 regulir und 
gleichmaBig beschriinkt sind. 


19. Unsere Untersuchung beginnen wir wieder mit dem Falle, wo 
Lim f,(2) = f(@) 


fiir |z|< 1 existiert und keine Konstante darstellt, wo also f(z) nicht 
durchweg in diesem Kreise verschwindet; die Konvergenz ist nach § 12a) 








mF. 
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in jedem kleineren Kreise gleichmaBig, woraus man, nach einem bekannten 
Satze der Funktionentheorie folgert, dab 


Lim f,(2) = f'(2) 


fiir jedes |z| <1 existiert und daB® die Konvergenz der f,(2) in jedem 
kleineren Kreise ebenfalls eine gleichmibige ist. Hieraus entnehmen wir 
ferner, daB sowohl f(z) als auch f’(z) fiir 2|< 1 reguliire analytische 
Funktionen darstellen. AuBerdem folgt aus unseren Voraussetzungen, daB 
f’(2) nicht durchweg verschwinden kann; die Funktion « = f(z) vermittelt 
demnach die konforme Abbildung einer gewissen Riemannschen Fiche P 
der u-Ebene auf den Einheitskreis |z!< 1. Da die nicht tiberall ver- 
schwindende regulire Funktion f’(z) in jedem Kreise |z| < # < 1 nur eine 
endliche Anzahl von Nullstellen besitzen kann, so hat sie im ganzen Be- 
reiche |z| <1 héchstens eine abzihlbare Menge dieser Punkte, denen die 
algebraischen Windungspunkte der Riemannschen Fliiche P entsprechen. 
Wir wollen die Gesamtheit der iibrigen Punkte, also die Gesamtheit der- 
jenigen Punkte von P, die keine Windungspunkte sind, mit P’ bezeichnen. 
Es sei u, ein beliebiger Punkt von P’, der durch die Funktion u = /(z) 
auf den Punkt z, abgebildet sein mége. Da nach Voraussetzung f’(¢,) + 0 
ist, so kann man den Radius g eines Kreises |z — 2, <o, dessen Mittel- 
punkt in 2, liegt, so klein wiihlen, daB in diesem Kreise . 


IOS 4 if'@)|>0 


sei, und da® ferner das diesem Kreise auf der Flache P’ entsprechende 
Gebiet sich nicht tiberdecke. Dieses letzte Gebiet enthalt den Punkt u, 
und folglich auch einen Kreis «— wu, <6 in seinem Inneren. Aus der 
GleichmiBigkeit der Konvergenz der Funktionen /,’(z) im Kreise |z— 4, <e@ 
folgt, daB in diesem Kreise von einem gewissen » an /,’(2)| gréBer als 


eine feste positive Zahl, z. B. gréBer als ; 


die SchluBweise des § 14 wiederholt, wird man auch hier folgern kénnen, 
daB der Kreis \w — u,| << fiir hinreichend groBe » im Inneren simtlicher 
Riemannschen Flichen R, liegen mu und keine Windungspunkte dieser 
Riemannschen Flichen enthiilt. 

Es sei jetzt S ein beliebiges einfach zusammenhiingendes, abgeschlossenes 
Flichenstiick, das ganz im Inneren der Fliche P’ verliiuft. Das Flichen- 
stiick S darf sich teilweise tiberdecken, es folgt aber aus der Abgeschlossen- 
heit von S, daB in jedem Punkte der w-Ebene nur eine endliche Anzahl 
von Blittern von S tibereinander liegen. Um jeden Punkt u, des Flichen- 
stiickes S gibt es einen Kreis « — u,|< 6, der fiir hinreichend grobe x 
im Inneren von samtlichen R, liegt; nach dem bekannten Satze von 


f’(2)| sein muB. Indem man 
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Borel-Lebesgue wird man das ganze abgeschlossene Gebiet S mit einer 
endlichen Anzahl derartiger Kreise iiberdecken kénnen. Hieraus folgt, dab 
das ganze Gebiet S fiir hinreichend groBe m innerhalb der Flichen R, 
liegt und keine Windungspunkte dieser Riemannschen Flichen enthiilt. 

Es sei w irgend ein Weg, der innerhalb S verliuft und auf der 
Fliche P’ geschlossen sein mége. Diesem Wege entspricht durch u = /(z) 
eine geschlossene Kurve C der z-Ebene, die ganz innerhalb eines Kreises 
}2| << #<1 liegt. Durch die Funktion u = /,(2) wird die Kurve C auf 
einen Weg w, abgebildet, der auf der Riemannschen Fliche R, geschlossen 
ist; wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz der Funktionenfolge /, (z) 
langs der Kurve C wird fiir hinreichend groBe n der Weg w, ganz inner- 
halb des Flichenstiickes S und dieses nach obigen Uberlegungen ganz in 
R, liegen und keine Windungspunkte dieser Fliche enthalten. 


Der Weg w, der ganz in S verliuft, ist zwar nach Voraussetzung auf 
P’ geschlossen, im allgemeinen sind aber auf S$ sein Anfangspunkt A und 
sein Endpunkt B voneinander verschieden: sie liegen m. a. W. in zwei Teilen 
von S, die sich (in P’) tiberdecken. Um diese beiden tibereinanderliegenden 
Punkte als Mittelpunkt gibt es also zwei Kreise von gleichem Radius, 
die beide in S verlaufen und sich iiberdecken und folglich auf der Riemann- 
schen Fliche P’ nicht voneinander verschieden sind. Fiir hinreichend 
groBe Werte von » fallen nun diejenigen Punkte von w,, wenn man diese 
Kurve auf S verlaufend denkt, die den Punkten A und B entsprechen, in 
das Innere der soeben betrachteten Kreise. Da die Kurve w, auf der 
Fliche &, geschlossen ist und die Fliche R, die beiden Kreise in ihrem 
Inneren enthilt, miissen diese Kreise in demselben Blatte von RF, liegen, 
und es ist folglich auch w eine geschlossene Kurve auf &,. 

Da man jedes Kurvenstiick, das in P’ verlauft, gleichviel ob es mehr- 
fache Punkte besitzt oder nicht, mit einer abgeschlossenen einfach zu- 
sammenhiingenden Fliche S umgeben kann, haben wir schlieBlich das 
Resultat: Jede Kurve, die ganz im Inneren der Fliche P’ verliuft und auf 
dieser Fliiche geschlossen ist, verliuft von einem gewissen n ab innerhalb 
stimtlicher Gebiete R, und ist auch dort geschlossen. 

Diese Eigenschaft der Fliche P’ hat zur Folge, daB wir die Bedingung, 
die wir S auferlegt haben, einfach zusammenhiingend zu sein, fallen lassen 
kénnen und dann zu folgendem Resultate gelangen: Ist S eine abgeschlossene 
einfach oder mehrfach zusammenhiingende Riemannsche F'liiche, die ganz 
innerhalb P’ liegt, auf dieser letzten Riemannschen Fliche aber schlicht aus- 
gebreitet ist, so liegt von einem gewissen n ab die Fliche S im Inneren 
siimtlicher Flichen R, und ist auch dort schlicht ausgebreitet. 


20. Die Funktion /(z) kann sehr wohl eine Nullstelle im Punkte 
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2=0 besitzen; jedenfalls gibt es aber einen Kreis |z| <6, in dessen 
Inneren sie keine andere Nullstelle besitzt. Diesem Kreise |z|<o ent- 
spricht vermége der Abbildung u = f(z) ein einfach zusammenhingendes 
Stiick der Riemannschen Flaiche P, die auBer dem Punkte u*=0 keine 
Singularitaét enthilt. Da u*—0O im Inneren dieses Gebildes liegt, gibt es 
eine Kreislinie |u| = + von der Eigenschaft, dab, wenn man samtliche 
Blatter der Riemannschen Fliiche P lings |u| = + aufschneidet, ein ein- 
oder mehrblittriges Stiick dieser Fliche abgesondert wird, das den Punkt 
u* = Q enthilt, auBer diesem Punkte keine Singularitiit besitzt und dessen 
Rand aus der ein- oder mehrfach durchlaufenen Kreislinie |u| = + besteht. 

Dieses Stiick wollen wir P, resp. P,’ nennen, je nachdem wir ihm 
den (allerdings nicht immer vorhandenen) Windungspunkt u* = 0 zuzéhlen 
oder nicht. 

Jeder Teil von P,’, der in einem Kreisringe t, << |u| <7 enthalten 
ist, hat dieselben Eigenschaften, wie die Flache S des vorigen Paragraphen: 
Von einem gewissen » ab liegt es innerhalb simtlicher R, und ist auf 
diesen Flichen schlicht ausgebreitet. 

Damit eine Grenzfunktion f(z) existiere, die nicht durchweg gleich Null 
ist, ist insbesondere notwendig, daB eine Fliche mit den Eigenschaften von 
P, resp. P,’ im Inneren von P resp. P’ enthalten sei. 

Es sei jetzt P,’ irgend eine Riemannsche Fliche, welche die die 
Fliche S betreffende fiir P’ ausgesprochene Eigenschaft besitzt und den 
Punkt u* = 0, sowie die Umgebung P,’ dieses Punktes mit P’ gemeinsam 
hat. Wir betrachten irgend einen Punkt u, des Inneren von P,’ und 
einen Weg w,, der das Innere von P, nicht verliBt und u, mit einem 
Punkte des Inneren von P,’ verbindet. 

Durch wértliche Wiederholung der Betrachtungen des § 15 zeigt man, 
daB dieser Weg w, das Innere von P’ nie verliBt, und daB folglich u, 
auf P’ liegen muf. 

Jeder andere Weg w,, der auf P,’ zu demselben Punkt u, fihren 
wiirde, muB auch auf P’ diese Eigenschaft besitzen. 

Es ist mit anderen Worten die Fliche P,’ ganz in P’ enthalten und 
P’ kann als die grifte Riemannsche Fliche angesehen werden, welche die 
am Ende des vorigen Paragraphen ausgesprochene Eigenschaft besitzt und 
die Fliche P,’ enthiilt. 

Die Riemannsche Flache, die durch f(z) auf |z|< 1 abgebildet wird, 
wollen wir wieder den Kern K der Folge 

R,, R,, yk 


ip °° 


iennen. Der Kern K ergibt sich, wenn man zu P’ die algebraischen Ver- 
zweigungspunkte hinzufiigt. 
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Die folgende eindeutige Konstruktion kann man benutzen, um P’ und 
dann natiirlich auch K zu gewinnen. 
Wir betrachten eine abzihlbare Menge von Punkten 


(32) Gy, Ug, Ug, sy Myr sy 


die alle im Kreise |u| < M liegen und diesen Kreis itiberall dicht aus- 
fiillen. Unser Ziel ist eine Folge 


(33) P;, Ps, Ps, ---, Pe, --> 


von Riemannschen Flichen sukzessive zu konstruieren, die folgende Eigen- 
schaften haben: 

a) Jedes P,, besitzt in jedem Punkte des Kreises |u| < M nur eine 
endliche Anzahl (ev. Null) Blatter. 

b) Jedes P; enthilt P,_,, ist in P’ enthalten und ist schlicht auf 
P’ ausgebreitet. 

c) Die P,, konvergieren gegen P’, d’ h. jeder Punkt von P’ ist von 
einem gewissen » ab in simtlichen P, enthalten. 

Wir definieren die Folge (33) folgendermaBen: 

Das erste Gebiet P,’ soll mit dem soeben eingefiihrten P,’ zusammen- 
fallen. 

Ist P, gefunden, so wird P,,, folgendermaBen konstruiert: man be- 
trachte die » ersten Punkte «,, a,,---, a, der Reihe (32) und markiere 
jeden dieser Punkte in jedem Blatte von P,, in welchen sie ev. einen 
inneren Punkt darstellen; die Punkte des Randes von P,, sowie die 
Windungspunkte, werden bei dieser Auswahl also nicht beriicksichtigt. 
Jeder der markierten Punkte wird von irgend einem Punkte von P,’ aus 
lings eines Weges erreicht, der ganz in P,, und von einem gewissen v 
ab, ganz in R, liegt; es entspricht ihm dann ein ganz bestimmter Punkt 
jeder dieser R,. Um jeden der markierten Punkte als Mittelpunkte gibt 
es Kreise derart, daB jeder Kreis von kleinerem Radius von einem ge- 
wissen v an in simtlichen R, liegt; der gréBte Kreis, welcher diese Eigen- 
schaft besitzt, werde dazu benutzt, um P, zu erweitern. 

Im Falle, daB bei einer derartigen Erweiterung von P, Teile der so 
entstandenen Fliche sich tiberdecken, und die Punkte von zwei iiberein- 
anderliegenden Stiicken der Fliiche, von einem gewissen v ab einem und 
demselben Punkte von R, entsprechen, sind die zugeordneten Flichen- 
stiicke aneinanderzuheften, was durch Auslischen eines Teiles des Randes 
in jedem dieser Flichenstiicke geschieht. 

Die Fliche Pi,, entsteht, nachdem man diese verschiedenen Ope- 
rationen an jedem der in Betracht kommenden Punkte, der Reihe nach 
vorgenommen hat. 
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Die so konstruierte Folge geniigt selbstverstindlich unseren Forde- 
rungen a) und b); es wird aber auch, wie c) verlangt, schlieBlich jeder 
Punkt von P’ erreicht, auch wenn P’ unendlich viele Blatter, die in 
einem Punkte iibereinanderliegen, enthilt, da jeder Punkt «, bei der von 
uns benutzten Anordnung unendlich oft beriicksichtigt wird. 


21. Die soeben geschilderte Konstruktion kann auf jede Folge von 
einfach zusammenhingenden Riemannschen Flichen, welche die von uns 
geforderten Bedingungen erfiillen, angewandt werden, ganz unabhingig da- 
von, ob die Folge der entsprechenden Abbildungsfunktionen konvergiert 
oder nicht und liefert immer ein wohlbestimmtes Gebilde, den Kern K 
der Folge. Im Falle, wo ein Gebiet, das die Eigenschaften von P, besitzt, 
nicht existiert, soll K aus einem einzigen Punkte, nimlich u = 0, bestehen. 

Wir wollen auch hier sagen, daB die Folge (31) gegen ihren Kern 
konvergiert, wenn jede Teilfolge denselben Kern wie die Hauptfolge besitzt. 

Wenn wir jetzt bemerken, daB sowohl der Eindeutigkeitsbeweis des 
§ 5 als auch der Satz von § 12 sich auf unseren jetzigen Fall erstrecken, 
so sehen wir, daB wir den Beweis des § 17 wértlich hier wiederholen 
kénnen und folgenden Satz erhalten. 


Satz VIL. Es sei eine Folge R,, R,,--- von einfach zusammenhingenden 
Riemannschen Fliichen gegeben; jede Fliche R, liege im Kreise |u| << M 
und enthalte den Punkt u* =O in ihrem Inneren. Durch die Funktionen 
f,(#) werde R, derart auf \z|< 1 abgebildet, dap die Punkte u*=0O und 
z=0 und in diesen die positiven Richtungen der reellen Achsen einander 
entsprechen. 

Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
Lim f,(2) = f(2) fiir jedes |z| << 1 existiere, die, daB die Folge der R,, gegen 
thren Kern K konvergiere. Die Grenzfunktion f(2) liefert dann die kon- 
forme Abbildung des Kernes K. 

Zu bemerken ist noch folgender Umstand: Der Kern einer Folge von 
Riemannschen Flichen R,, R,,---, welche unsere iibrigen Bedingungen 
erfiillen, aber nicht gegen K konvergieren, kann sehr wohl mehrfach zu- 
sammenhingend sein, wie einfache Beispiele zeigen. Dagegen folgt aus 


unserem Satze VI, daB, wenn (31) gegen K konvergiert, K notwendig 
einfach zusammenhiangend sein muB. 


22. Andere Erweiterungen unserer Siitze V und VI bestehen darin, 
daB man die Bedingung, daB die Gebiete der Folge (31) im Inneren eines 
festen Kreises |u| < M liegen, durch allgemeinere ersetzt. Diese Be- 
dingungen haben wir lediglich dazu benutzt, um die Resultate des § 12 
anwenden zu kénnen. Diese Eigenschaften bleiben aber, wie Herr Landau 

9* 
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und ich in einer gemeinsamen Arbeit gezeigt haben, bei viel allgemeineren 
Klassen von Funktionen erhalten.*) 

Jede derartige Klasse ist durch gewisse Bedingungen charakterisiert, 
die man auf die Riemannschen Flichen R, tibertragen kann. Ist dann 
eine Folge von Riemannschen Fliichen gegeben, welche diesen Bedingungen 
geniigen, so folgt aus der Konvergenz der Folge gegen ihren Kern die 
Konvergenz der Abbildungsfunktionen und umgekehrt. 

Um einen bestimmten Fall zu betrachten, so sehen wir (nach Satz VI 
der erwihnten Arbeit), daB unser Satz VI auch dann richtig ist, wenn 
wir die Bedingung |u' < M fallen lassen, dafiir aber die Forderung stellen, 
daB die Riemannschen Flichen R,, R,,--- drei beliebige feste Punkte 
a, b, e nicht in ihrem Inneren enthalten, also dort kein Blatt besitzen, das 
regular oder algebraisch verzweigt ist. Diese Bedingung ist natiirlich 
immer erfillt, wenn die R, simtlich in einem Kreise |u| < M liegen. 

Dagegen muB betont werden, da eine Beschriinkung irgendwelcher 
Natur notwendig ist, damit unser Satz gelte, und daB ihre Einfiihrung 
beim Beweise unseres Satzes keineswegs kiinstlich war: Man kann leicht 


Beispiele bilden (z. B. bei ,(2) = at i))> bei denen nicht nur die Folge 
von Riemannschen Flichen gegen ihren Kern konvergiert, sondern auch 
eine ganz bestimmte Abbildungsfunktion f(z) des Kernes K existiert, aber 


die f,(z) nicht gegen f(z) konvergieren. 


Kapitel III. 
Anwendungen. 


23. Die erste Anwendung, die wir von unseren Siitzen machen wollen, 
gilt der Approximation der konformen Abbildung einer gewissen Klasse 
von einfach zusammenhingenden Gebieten, durch die konforme Abbildung 
von Gebieten, deren Rand aus einer oder mehreren analytischen Kurven 
bestehen. 

Es sei in der w-Ebene ein einfach zusammenhingendes Gebiet A mit 
dem Rande a gegeben; auberdem sei bekannt, daB ein einfach zusammen- 
hiingendes, nicht mit A identisches Gebiet B existiert, dessen Rand 6 den 
Rand « enthiilt. 

Durch die letzte Voraussetzung ist dem Gebiete A eine gewisse Be- 
schrinkung auferlegt (das Innere eines lings eines Radius aufgeschnittenen 
Kreises geniigt z. B. unseren Voraussetzungen nicht); dagegen sei gleich 
hervorgehoben, daB jedes Gebiet, dessen Begrenzung eine Jordansche Kurve 
ist unseren Bedingungen geniigt. 


*) Vgl. § 6 u. folg. der in der FuBnote S. 119 zitierten Arbeit. 








hes 








Konforme Abbildung. 133 


Aus unseren Annahmen folgt zunichst, dab die Gebiete A und B 
getrennt liegen d. h. keinen gemeinsamen Punkt besitzen; es gibt niimlich 
nach Voraussetzung mindestens einen Punkt u, von B der kein Punkt 
von A ist. Wire nun uw, ein gemeinsamer Punkt von A und B, so 
kénnte man u, und uw, durch ein Polygon verbinden, das keinen Punkt 
von 6 und folglich auch keinen Punkt von « enthilt. Danach miiBte u, 
auch ein Punkt von A sein, was der Voraussetzung widerspricht. 

Wir kénnen weiter, ohne Einschriinkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daB A den Punkt «=0 und B den Punkt w= oo in ihrem Inneren 
enthalten; im entgegengesetzten Falle niimlich, kénnen wir dies immer 
durch eine linear gebrochene Substitution erreichen. 

Nun konstruieren wir eine Folge von Gebieten 
(34) G,, G,, G;, oe 
die folgende Eigenschaften haben sollen 

a) jedes G, enthilt in seinem Inneren den Punkt « = 0 und ist ein- 
fach zusammenhingend, 

b) der Rand y, von G, besteht ausschlieBlich aus Punkten des 
Inneren des Gebietes B und der Abstand ¢, zwischen y, und # ist von 
Null verschieden, 

c) jeder Kreis, der einschlieBlich seiner Peripherie ganz im Inneren 
von B liegt isi von einem gewissen » ab auferhalb siimtlicher G.,. 

Man kann sehr leicht Folgen von Gebieten G, angeben, welche diese 
simtlichen Eigenschaften besitzen und die wegen der EKigenschaft c) alle 
innerhalb eines festen Kreises liegen miissen. 

Nun bemerke man, daB der Kern K der Gebietsfolge (34) mit dem 
Gebiete A identisch ist. Erstens ist jeder Punkt u, von A in siimtlichen 
G, enthalten, weil die Punkte wu = 0 und u =u, durch ein Polygon ver- 
bunden werden kénnen, das keinen Punkt von B und folglich keinen 
Punkt irgend eines der Rinder y, enthilt. Folglich ist jedes abge- 
schlossene Gebiet H, das samt seinem Rande in A verliuft, auch in jedem 
G, enthalten, und wir schlieBen daraus, daB das ganze Gebiet A in K 
enthalten ist. 

Andererseits aber liegt kein einziger Punkt des Randes « von A im 
Inneren des Kernes K; denn in jeder Umgebung eines solchen Punktes 
liegen (weil dieser Punkt auch in f enthalten ist) Punkte von B, die 
infolge der Eigenschaft ¢) von einem gewissen m ab sich auerhalb simt- 
licher G, befinden. 

Die Eigenschaften a), b), ¢) besitzt nun nicht nur die Folge (34) 
sondern auch jede Teilfolge, die aus dieser ausgesondert wird. Der Kern 
einer jeden Teilfolge ist mithin wiederum A, wodurch gezeigt ist, dab 
die Folge (34) gegen ihren Kern konvergiert. 
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Nach unserem Satze V (§ 17) konvergieren also die Abbildungsfunk- 
tionen /,(2), welche die Gebiete G, auf den Kreis |z| < 1 derart konform 
abbilden, daB f,(0) = O und 7,’(0) reell sei, gegen eine Grenzfunktien f(z) 
und die Konvergenz ist gleichmaBig fiir (2) < #@ < 1. 


24. Es sei @ eine beliebige positive Zahl, die kleiner als Eins ist. 
Dem Kreise |z| = @ entspricht, vermége der Grenzfunktion u = f(z), die 
das Gebiet A abbildet, eine geschlossene Kurve C, die ganz in A ver- 
liuft und deren Abstand vom Rande « mit 26 bezeichnet sein miége. 
Durch die Abbildungsfunktion u = /,(z) entspricht demselben Kreise |z| =o 
eine Kurve C,, welche (wegen der GleichmiaBigkeit der Konvergenz von 
f,(2) auf |z| = @) von einem gewissen » ab um weniger als 6 von C ab- 
weicht. Es sei N der erste Wert von » fiir welchen dies stattfindet. 
Dann verliuft Cy ganz im Inneren von A und der Abstand zwischen Cy 
und « und folglich auch zwischen Cy und £ ist mindestens gleich o. 

Die perfekte Punktmenge (A+ 8) liegt ganz im Inneren des Gebietes 
Gy und hat mit dem Rande von Gy keinen gemeinsamen Punkt. Ihr 
entspricht vermége der Funktion u = /fy(z) eine perfekte Punktmenge 7, 
deren gréBter Abstand vom Punkte z= 0 kleiner als Eins ist. Letzteres 
kann man folgendermaBen beweisen: angenommen es gibe unendlich viele 
Punkte z,, 2,,2;,--- fiir welche Lim |z,)=—1 ist und die alle der betreffen- 


k=o@ 


den Punktmenge 7 gehéren, so wiirden die ihnen entsprechenden Punkte 
ty = fy(2) mindestens einen Hiufungspunkt u, haben, der notwendig ein 
Punkt von (4+) sein mu’. Dem Punkte «, entspricht aber bei der 
konformen Abbildung von Gy ein Punkt z, des Inneren des Kreises |2z|<-1. 
Einem kleinen Kreise x, der z, umgibt und einen endlichen Abstand vom 
Kreise |z| = 1 besitzt, entspricht vermége der Funktion fy(z) eine Um- 
gebung von u,, und kein Punkt dieser letzten Umgebung ist Bild eines 
Punktes, der auBerhalb x liegt. Nun ist aber nach Voraussetzung u, 
Haufungspunkt von Punkten u,, also miiBten unendlich viele Punkte der 
Reihe z,, z,,--- innerhalb des Kreises x liegen; letzteres ist aber unmig- 
lich, wenn die Beziehung Lim z,| = 1 gelten soll. 

Es gibt also einen Kreis |z| < 9’ < 1, der die Punktmenge 7’ enthilt, 
wobei || =o und 7 keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Dem Kreise 
|z| = entspricht also vermége u =/y(z) eine geschlossene analytische 
Kurve Cy, die ganz in B verliuft und die Punktmenge « umgibt. 

Die Kurven Cy und Cy sind Niveaulinien einer und derselben Poten- 


tialfunktion; die Differenz / = der Werte dieser Potentialfunktion auf Cy 


und Cy ist kleiner als ie. und kann, wenn man 9g hinreichend nahe an 
Eins wiahlt, beliebig klein gemacht werden. 
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Wir haben folgendes Resultat erhalten: 

Jede Punktmenge «, die einerseits mit der vollen Begrenzung eines 
Gebietes A zusammenfillt, andererseits in der Begrenzung eines von A ver- 
schiedenen Gebietes B enthalten ist, insbesondere also jede Jordansche Kurve, 
liegt ganz im Inneren von Streifen die durch zwei Niveaulinien einer und 
derselben Potentialfunktion gebildet sind; die Differenz der Werte der Poten- 
tialfunktion auf diesen beiden Niveaulinien kann beliebig klein gemacht 
werden. 


25. Es bedeute jetzt A’ ein beliebiges, einfach-zusammenhiingendes, 

schlichtes Gebiet, das die Kurve Cy ganz in seinem Inneren enthialt und 
selbst im Inneren des Gebietes Gy liegt. 
Durch die Abbildungsfunktion « = fy(v) wird dieses Gebiet A’ auf 
ein Gebiet A” der v-Ebene abgebildet, das den Kreis |v| = in seinem 
Inneren enthilt und selbst im Inneren von |v| —1 verliuft. Es sei 
v = g(z) die Funktion, welche die Abbildung von A” auf den Kreis |z| <1 
liefert, wobei die Punkte » = 0 und z=0 und in ihnen die positiven 
Richtungen der reellen Achsen einander entsprechen sollen. 

Die Abbildungsfunktion des Gebietes A’ auf |z|< 1 sei mit F(z) 
bezeichnet, und es sei ebenfalls /(0) = 0 und F"(0) reell; dann ist 


(35) F(2) = fx(p@). 


Nun bemerke man, daB man den Satz IV (§ 9) auf p(z) anwenden 


kann; hier sind die GréBen 9, = 1 und g, >, und ferner ist g’(v) reell 
und positiv, also ist fiir |z| << @ 


(36) \p(z) — 2| < @98(Q) < ee (02) <140eV1—e, 


wo é(@) durch die Gleichungen (17) und(19) des § 9 (S. 116, 117) definiert ist. 

Sind zwei positive Zahlen 6 und » gegeben, von denen die erste 
kleiner als Eins, die zweite beliebig ist, so wollen wir zeigen, daB bei 
geeigneter Wahl von 9 und N die GréBe | F(z) —f(z)| fiir alle |z| << 6 
die Zahl 4 nicht iibersteigt und von der Gestalt von A’ unabhiingig ist. 

Im Kreise |z|<o sind nimlich die Ableitungen /,'(2), f,’(2), --- 
unserer Abbildungsfunktionen f,(z) gleichmaBig beschriinkt [weil diese 
Ableitungen in diesem Kreise gleichmdfig gegen eine regulire Funktion 
f(z) konvergieren]. Es sei M das Maximum von /f,’(z)|, wenn |z' <6 
ist und m die ganze Zahlenreihe 1, 2, --- durchliuft. 

Nun wihle man @ im Intervalle zwischen 6 und Eins so groB, dab 


ee(e)< sh sei. Zweitens wahle man die ganze Zahl N so groB, dab 


einerseits in der Abbildung des Gebietes Gy der Kreislinie |z| = eine 
Kurve C, entspreche, die ganz im Inneren von A verlaufe und mit der 
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Begrenzung « keinen gemeinsamen Punkt habe, und daB andererseits fiir 
|| << die Beziehung | fy(z) — f(2)| < 2 gelte. 
Bemerkt man nun, daB nach Satz I fiir |2|< 6 auch |@(z)| <o ist, 
so sieht man, daf fiir |z| <6 in der Formel 
(2) 


F(2) — fu(2) = fu(g(@)) — fu(@) =f f(t) at 


bei geradlinigem Integrationswege |/fy(¢)|< M ist; dann liefert der erste 
Mittelwertsatz mit Beriicksichtigung von (36) 


|F(2) — fu(e)| < Meee) <3 - 
Also ist 
F(2)—f(2)| S| F(2) — fx(2)| + fue) —f)| <4. 

Es sei ¢, die kleinste Entfernung zwischen den Begrenzungen yy 
und @ der Gebiete Gy und A, 6, die kleinste Entfernung zwischen Cy 
und a, d die kleinste der beiden Zahlen 6, und d,. Unsere Ungleich- 
heiten gelten fiir jedes Gebiet A’, das den Punkt «=o enthilt, wenn 
jeder beliebige Punkt dey Begrenzung «’ von A’ um weniger als 6 von 
dem Rande « von A entfernt ist. 

Um die Abbildungsfunktion f(z) von A durch die Abhildungsfunktion 
F (2) eines anderen Gebietes A’ innerhalb des Kreises \z| <6 mit beliebiger 
Genauigkeit zu approximieren, geniigt es also das Maximum des Abstandes 
eines Punktes der Begrenzung von A’ von der Begrenzung von A hinreichend 
klein zu nehmen. Die Gestalt des Randes von A’ bleibt dagegen vollstiindig 
willkiirlich. 


26. Die Resultate dieses Kapitels gelten natiirlich fiir alle Gebiete A, 
deren Begrenzung aus einer Jordanschen Kurve gebildet ist. 

Instruktiver ist es, ein Gebiet A als Bei- 
spiel zu betrachten, fiir welches der Rand « 
keine Jordansche Kurve ist und das den Be- 
dingungen des § 23 geniigt. 

Betrachten wir mit Herrn Brouwer*) 
einen Streifen A, der an einem Ende ge- 
schlossen ist und sich spiralférmig um eine 
Kreisfliche C unendlich oft windet. Durch 
den Rand « dieses Streifens werden drei Ge- 
biete A, B und C voneinander getrennt. Die Rinder « und 6 von A 
und B fallen zusammen und enthalten beide den Rand y von C. 

Das Gebiet A sowohl wie das Gebiet C liegen beide innerhalb einer 





*) Zur Analysis Situs [Math. Ann. 68, S. 422—444] S. 423. 
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jeden geschlossenen analytischen Kurve ohne Doppelpunkte, die in B ver- 
lauft, und die irgend einen Punkt von A oder C in ihrem Inneren ent- 
halt; B und C liegen beide auBerhalb jeder geschlossenen Kurve, die in 
A verliuft. 

Trotzdem gelten, nach unseren Resultaten, folgende Siitze: 

1. Man kann jede konforme Abbildung des Gebietes A (oder des 
Gebietes C) durch die konformen Abbildungen des Inneren von Gebieten 
approximieren, deren Rand in B verliuft. 

2. Man kann jede konforme Abbildung des Gebietes B (oder des 
Kreises ©) durch die konforme Abbildung des AuBeren von Gebieten 
approximieren, deren Rand in A verliuft. 

3. Man kann zwei Niveaulinien einer und derselben Potentialfunktion 
finden, die beliebig benachbarten Werten dieser Funktion entsprechen, und 
von denen die erste in A, die zweite in B verliuft, und auch dasselbe 
mit B und C oder mit A und C erreichen. 


27. Wir gehen jetzt zu einer anderen Klasse von Problemen iiber 
und betrachten einen reellen Parameter ¢, der in einem Intervalle, z. B. im 
Intervalle 01, variiert; jedem Werte von ¢ entspreche ein Gebiet G,, das 
innerhalb des festen Kreises |u| << M liege und den Punkt w= 0 enthalte. 

Die Abbildungsfunktionen f(z) der Gebiete dieser Schar auf den 
Kreis |z| <1 sind natiirlich Funktionen von ¢ und wir wollen wiederum 
festsetzen, daB fiir jedes ¢ die GréBen f,(0) und f/(0) gleich Null resp. 
reell seien. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit diese Abbildungs- 
funktionen bei festem z, wenn |z| <1 ist, stetige Funktionen von ¢ seien, 
ist, nach unserem Satze V, die, daB fiir jede gegen einen bestimmten 
Wert ¢ konvergierende Folge ¢,, ¢,,--- die entsprechenden Gebiete 
(36) G.,, Gi, ey Gi,» eee 
gegen einen Kern konvergieren, der mit G, identisch ist. 

Es sei, unter der Annahme, daf die soeben ausgesprochene Bedingung 
erfiillt ist, H ein abgeschlossenes Gebiet, das den Punkt «=O enthilt 
und samt seinem Rande im Inneren von G, liegt. Dann muB fiir jede 


Folge ¢,, t,,--- von Werten des Parameters, die gegen ¢ konvergieren, 
von einem gewissen > N ab das Gebiet H im Inneren siimtlicher 
G,, liegen. 


Hieraus folgt, daB eine positive Zahl « gefunden werden kann, derart, 
daB fiir alle Werte + des Parameters, die im Inneren des Intervalles 01 
liegen und die Ungleichheit 
. |e-tge 
befriedigen, das Gebiet H im Gebiete G, enthalten ist. 
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Im entgegengesetzten Falle wiirde naimlich eine Folge t, tz, ---, t, ++: 
von Werten des Parameters bestimmt werden kénnen, die gegen ¢ kon- 
vergiert und die Eigenschaft besitzt, dab kein einziges G,, das ganze Ge- 
biet H enthilt. 

Ist zweitens H ein abgeschlossenes Gebiet, das den Punkt u—0 
enthilt und im Inneren von unendlich vielen Gebieten 


Gi, Gi, ce Gps ncaa 
liegt, und ist ¢ irgend ein Hiufungspunkt der Folge ¢,,4,---, so muB H 


im Inneren von G, liegen. Denn aus ¢,, 4,,--- kann man eine Folge 
t,’, 4,--+ aussondern, die gegen ¢ konvergiert und der Kern K der ent- 
sprechenden Gy, muB einerseits H enthalten, andererseits mit G, iden- 
tisch sein. 


28. Die beiden Bedingungen, die wir gefunden haben, miissen not- 
wendig erfiillt sein, damit die Abbildungsfunktionen f(z) stetig von ¢ 
abhangen; wir kénnen sehr leicht zeigen, daB sie auch hinreichend sind. 

Wir nehmen dazu an, sie seien erfiillt, und ¢,, ¢,,--- sei eine beliebige 
Folge von Zahlen des Iniervalls 01, die gegen eine Zahl ¢ desselben 
Intervalls konvergieren. Jedes Gebiet H, das von einem gewissen k ab 
im Inneren jedes einzelnen G,, liegt und den Punkt u = 0 enthilt, ist, 
unserer Voraussetzung nach, ein Teil von G,; also ist G, im Kerne K der 
Folge G,, enthalten. 


Andererseits ist aber jedes abgeschlossene Gebiet H, das im Inneren. 


von G, liegt und den Punkt u=0 enthalt, von einem gewissen k ab 
auch im Inneren simtlicher G,,, woraus folgt, daB der Kern der Gebiets- 
folge in G, enthalten ist. 


Der Kern der Gebietsfolge G,, G,,--- ist bei unseren Annahmen, 
unter der alleinigen Voraussetzung, daB die ¢, gegen ¢ konvergieren, mit 
G, identisch. Unsere Gebietsfolge konvergiert also gegen ihren Kern. 

Wir kénnen also folgenden Satz aussprechen: 

Es sei jedem Werte eines Parameters t im Intervalle 01 ein einfach 
zusammenhiingendes Gebiet G, zugeordnet, das den Punkt u = 0 in seinem 
Inneren enthilt. Es sei f(z) diejenige analytische Funktion, die das Innere 
des Gebietes G, auf den Evinheitskreis 2|< 1 abbildet und bei welcher 
f£{0) =9 und f{(0) reell und positiv ist. Dann ist notwendig und hin- 
reichend, damit fiir jeden Wert von z, der dem absoluten Betrage nach kleiner 
als Eins ist, die Funktion f(z) stetig von t abhinge, dap: 

a) jedem abgeschlossenen Gebiete H, das im Inneren von G, liegt und 
den Punkt u=0 enthilt, eine positive Zahl « zugeordnet werden kann, 
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sodaB fiir jeden Punkt t des Intervalls 01, welcher der Bedingung |t—1|<« 
geniigt, das Gebiet H im Inneren von G, liegt. 

b) jedes abgeschlossene Gebiet H, das den Punkt u =O enthiilt wnd 
im Inneren von unendlich vielen Gebieten G,, G,, -- + liegt, auch im Inneren 
von G, liegt, wo t einen beliebigen Hiiufungspunkt der Zahlenfolge t,, ty, ++ - 
bedeutet. 

Die beiden Bedingungen a) und b) des vorigen Satzes sind voneinan- 
der unabhiingig, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei G, fiir jedes ¢ eine 
Kreisfliiche, deren Mittelpunkt in « = 0 liege. Der Radius dieser Kreise 
sei r, fir ¢=0 und r fir O<t<1. 

Ist r,< r, so ist die erste Bedingung erfiillt aber nicht die zweite; ist 
r,> 7, so ist umgekehrt die zweite Bedingung erfiillt aber nicht die erste. 


29. Zum SchluB wollen wir eine Anwendung des Satzes VI machen, 
indem wir bemerken, daB er zu einem hiufig bequemen Kennzeichen fiihrt 
durch das man entscheidet, ob eine Folge von Funktionen /,(z), f,(¢),--- 
fiir |2| << #< 1 gleichmaBig gegen Null konvergiert, wenn /,(0) = 0 ist. 
Kennt man niimlich die Riemannschen Flichen R,, R,,---, welche diese 
Funktionen auf die Kreisfliche |z| <1 abbilden, und liegen die R, inner- 
halb eines und desselben Kreises, so ist notwendig und hinreichend, damit 
Lim f(z) = 0 sei (fiir |2|<#<1), daB entweder der kiirzeste Abstand 0, 


des Randes von R, mit wachsendem » die Grenze Null habe, oder da in 
jedem Kreise |u| <6 von einem gewissen » ab dasjenige Stiick von R,, 
das auf die Umgebung von z = 0 abgebildet wird, einen Windungspunkt 
p,**” Orduung oder einen logarithmischen Windungspunkt enthalte, wobei 
nicht unendlich viele p, einander gleich sein diirfen. 


Kapitel IV. 


Die Existenz der konformen Abbildung einfach zusammen- 
hiingender Gebiete. 


30. Wir haben uns bis jetzt auf den Standpunkt gestellt, daB die 
Resultate von Schwarz oder sogar die von Osgood uns bekannt wiiren. 

Bemerkt man aber, daB die Beweise des Kapitels II nur die Existenz 
der Abbildung der Anniherungsgebiete, nicht aber die des Kerns voraus- 
setzen, so kénnen wir bei geeigneter Wahl der Folge G,, G,,--- [Satz V} 
oder der Folge R,, R,, R,,--- [Satz VI] die Existenz der Lésung des 
Problems der konformen Abbildung mit rein funktionentheoretischen Hilfs- 
mitteln beweisen. 

Der Weg, der im ersten Augenblicke als der naturlichste erscheint, 
wiirde darin bestehen, Polygone als Approximationsgebiete zu wihlen. 
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Schwarz hat niimlich eine Methode ersonnen*), die rein funktionentheoretisch 
ist und die konforme Abbildung des Inneren eines Polygons liefert. Diese 
Methode fordert aber bei jedem neuen Schritte eine schwierige Kon- 
stantenbestimmung, die mit der Auflésung transzendenter Gleichungen ver- 
bunden ist. Die gewonnenen Anniaherungsfunktionen diirften daher sehr 
uniibersichtlich sein. 

Dagegen werden wir sehen, daB wir mit rationalen Funktionen aus- 
kommen kénnen, wenn wir die Eineindeutigkeit der Abbildung fiir die 
Approximationsgebiete aufgeben und zu Riemannschen Flichen iibergehen. 


31. Wir behandeln zuniichst das Problem fir ein einfach zusammen- 
hiingendes Gebiet A, das derselben Beschriinkung wie im § 23 unter- 
worfen ist: Es gibt ein von A verschiedenes Gebiet B, dessen Begrenzung 6 
die Begrenzung « von A enthiilt. Ist z. B. « eine Jordansche Kurve, so 
ist die Bedingung fiir A erfiillt. Es ist keine Beschrinkung der All- 
gemeinheit anzunehmen, daB A den Punkt «=O und B den Punkt u= oo 
enthilt, daB A im Kreise |u| <1 liegt und der Rand @ von A mit der 
Kreislinie |u| = 1 keinen einzigen Punkt gemeinsam hat: mittels einer 
linear gebrochenen Substitution kénnen diese simtlichen Bedingungen er- 
fiillt werden. 

Nun sei 
(37) Pr» Por Ps» °° 
eine Folge von unendlich vielen Punkten, die simtlich in dem Gebiete B, 
aber innerhalb (also nicht auf der Peripherie) des Kreises |u| < 1 liegen 
und die Eigenschaft haben, daB jeder Punkt von « Hiufungspunkt der 
Punktmenge (37) ist. Eine derartige Punktmenge laBt sich mit Hilfe einer 
Folge von quadratischen Netzzerlegungen der u-Ebene, deren Seitenlingen 
gegen Null konvergieren, sofort konstruieren.**) 

Von p, aus kann man einen Schnitt s, fiihren, der p, mit der Peripherie 
des Kreises |u| = 1 verbindet und keinen Punkt mit « gemeinsam hat 
(also eine endliche Entfernung von «@ besitzt). Von p, aus fihren wir 
einen analogen Schnitt s,, der keinen Punkt mit @ und mit eventueller 
Ausnahme von p, selbst keinen einzigen Punkt mit s, gemeinsam hat, von 
ps, aus einen Schnitt s,, der keinen Punkt mit « und mit eventueller Aus- 
nahme von p, selbst keinen einzigen Punkt mit den beiden vorhergehenden 
Schnitten s, und s, gemeinsam hat usf. 


31. Nun betrachten wir eine Riemannsche Fliche R,, die auf der 
u-Ebene ausgebreitet ist, im Punkte p, einen Windungspunkt zweiter Ord- 


*) Uber einige Abbildungsaufgaben [J. f. Math. 70, S. 105—120, Gesammelte 
Werke II, 8. 65—83]. 
**) cf. z. B. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie I, Kap. 5, § 9. 
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nung besitzt, und deren Rand aus dem doppelt zu durchlaufendem Kreise 
'u| = 1 besteht.*) 

Setzt man p, = r?é*, so ist die konforme Abbildung dieser Riemann- 
schen Flaiche auf den Kreis |z|< 1, bei welcher die Punkte z=0 und 
« = 0 und in ihnen die positiven Richtungen der reellen Achsen einander 
entsprechen, durch die Funktion 


tie ,atrie o- ard” 
2Qrz2—(i+r*)e' 


realisiert. Man kann diese Funktion folgendermafen schreiben: 


; ip,| + lp,2)2—2 | 4 
(38) fg) — stm ntie— tale 
2\p,*|2—p, (1+ |p, |) 


Die Funktion /,(z) soll die erste einer Folge von Abbildungsfunk- 
tionen sein, die im Limes das gegebene Gebiet A auf den Kreis |z| <1 
abbilden. 

Um die zweite dieser Funktionen zu erhalten, betrachten wir eine 
Hilfsebene u, und die Abbildung der Schnitte s, und s, der w-Ebene auf 
u, durch die Funktion (38) 

u = f,(u,). 


Dem Schnitte s, entspricht (wenn man seine beiden Ufer betrachtet) eine 


Bee 

Kurve s,', die durch den Punkt u, = p,| p, 2 |, welcher dem Verzweigungs- 
punkte «=p, entspricht, geht und den Kreis |u,,;<1 in zwei Teile 
zerlegt. Dem Schnitte s, entsprechen zwei Kurven, (die keinen gemein- 
samen Punkt haben und) die durch s,’ voneinander getrennt liegen. Wir 
bezeichnen mit s,’ diejenige von ihnen, die auf derselben Seite von s,’ 


liegt, wie u,—0 und mit p,’ die auf s,’ liegende Wurzel der Gleichung 
zweiter Ordnung 


(39) Ps = fy(%)- 

Nun betrachten wir eine Riemannsche Fliche, die aus zwei iiber der 
u,-Ebene ausgebreiteten Blittern besteht, deren Rand aus dem zweimal zu 
durchlaufenden Kreise |u, |= 1 gebildet ist, und die in p,’ verzweigt ist. Die 
Abbildung dieser Riemannschen Flaiche auf den Kreis |z| < 1, bei welcher 
die Nullpunkte u,= 0 und z=0 und in diesen die positiven Richtungen 
der reellen Achsen einander entsprechen, wird durch eine Funktion 


U, = 9, (2) 


*) Die Idee, zweiblittrige Hilfsflichen als Majoranten zu benutzen, riihrt von 
Koebe her, der derartige Majoranten vielfach benutzt hat; ef. z. B. Uber die Uni- 
formisierung algebraischer Kurven It [Math. Ann. 67, p. 145—224], S. 209. 











142 C. Canatntopory. 


geliefert, die man erhilt, indem man in (38) die Konstante p, durch p,’ 
ersetzt. 


Die Funktion 
(40) u = f(s) = fr() 
liefert die konforme Abbildung des Kreises |z| <1 auf eine vierbliittrige 
Riemannsche Fliche R,, die folgende Eigenschaften hat: im Punkte u=—p, 
besitzt R, zwei iibereinanderliegende aber getrennte Windungspunkte zweiter 
Ordnung und die vier Blitter von R, sind dort verzweigt; im Punkte 
u=—p, besitzt R, einen einzigen Windungspunkt zweiter Ordnung und 
nur zwei Blatter von R, sind in diesem Punkt verzweigt. Schneidet man 
die vier Blatter von R, lings s, und s, auf, so zerfillt R, in vier Stiicke. 
Das eine Stiick, das den Punkt «= 0 enthilt, dem in der Abbildung 
z= 0 entspricht, ist sowohl in p, als auch in p, verzweigt. 

Die dritte Funktion f,(z) der Folge, die wir konstruieren wollen, ist 


auf ganz analogem Wege zu ermitteln: Wir betrachten eine neue Hilfs- 
ebene u, und die Funktionen 


u=f, (uy), Uy = Py (Ug); 


dem Schnitte s,’ (den wir in der u,-Ebene gebildet haben) entspricht in 
der u,-Ebene vermége u, = g,(u,) eine Kurve s,”, die den Kreis |u,| << 1 
in zwei Teile zerlegt. Dem Schnitte s, entsprechen in u, vermége u =/,(u,) 
zwei Kurven, die durch s,’ getrennt sind; es sei s,’ diejenige von ihnen, 
welche auf derselben Seite von s,’ wie u, = 0 liegt. Dem Schnitte s,’ ent- 
sprechen in der u,-Ebene, vermége der Funktion u, = g,(u,) wiederum 


zwei Kurven; es sei s,” diejenige von ihnen, die auf derselben Seite von. 


8, wie u,= 0 liegt. 

Mit p,” bezeichnen wir ferner dasjenige in u, gelegene Bild von p,, 
das auf s,” liegt, und mit ,(2) die Funktion, die man erhilt, indem man 
in (38) die GréBe p, durch p,” ersetzt. Dann kann man fiir die gesuchte 
Funktion f,(z) setzen: 

fs(2) = fs(Ps(@)).- 


Indem man auf diese Weise fortfahrt, erhiilt man eine Folge von un- 
endlich vielen rationalen Funktionen 


(41) f(), f,(2), nn f.(), ree 


Die n® Funktion f,(z) dieser Folge bildet den Kreis 2|< 1 auf eine 
2"-blattrige Riemannsche Flache R, der u-Ebene ab, deren Rand aus der 
2"-fach durchlaufenen Kreislinie |u| — 1 besteht. Schneidet man saimtliche 
Blatter von R, lings der Schnitte s,,s,,---,s, auf, so zerfallt R, in 
2" Stiicke, von denen das eine u* den dem Punkte z= 0 entsprechenden 
Punkt u* = 0 enthilt; auBerdem sind die » Punkte 








in tel oe. 1 LB 








Konforme Abbildung. 143 


ut = p,, ue=p,,---, ut — p, 
die auf dem Rande dieses Stiickes liegenden Verzweigungspunkte von R,. 


32. Betrachtet man den Kern der Folge von Riemannschen Flichen 
R,, R,, +--+, R,,--+, so sieht man aus unserer letzten Bemerkung, daB 
dieser jeden (inneren) Punkt des Gebietes A enthiilt. Da aber die Ver- 
zweigungspunkte p,, p,,--- der Folge R,, R,,--- in jedem Punkt des 
Randes « von A einen Hiiufuugspunkt besitzen, so gehéren die Punkte 
von « nicht zum Kern, und dieser muB mit A identisch sein. Ganz analog 
wiirde man beweisen, daB A mit dem Kerne einer beliebigen Teilfolge 
von R,, R,,--- zusammenfallen mub. Die Folge R,, R,, --- konvergiert 
demnach gegen ihren Kern und nach Satz VI muB also 


Lim f,(¢) = f(@) 


existieren und die konforme Abbildung des Gebietes A darstellen. 

Hiermit ist die Méglichkeit der konformen Abbildung des Inneren 
eines durch eine Jordansche Kurve begrenzten Gebietes auf das Innere 
eines Kreises erbracht. 

Die allgemeinsten Gebiete, die z. B. Osgood betrachtet hat, kénnen 
durch Gebiete A approximiert werden; die Méglichkeit, auch diese Gebiete 
abzubilden, kann also aus den im § 22 angedeuteten Resultaten entnommen 
werden, wodurch das Resultat von Osgood auf rein funktionentheoretischem 
Wege erbracht ist. 


33. Die n® Approximationsfunktion f,(z) liefert die Abbildung einer 
2"-blittrigen Riemannschen Fliche. Bei dieser Abbildung enthilt der Kreis 
|z| <1 ebensoviele d. h. 2" Bilder des Gebietes A. 

Dasjenige dieser Bilder, das den Punkt ¢=0 enthiilt, mége mit a, 
bezeichnet werden. Es sei 9, der Radius des gréBten Kreises von der 
Eigenschaft, daB siimtliche Punkte z <o, im Gebiete a, enthalten sind. 
Die Folge von Zahlen 9,, @,,--- wichst monoton: es ist nimlich, nach 
unserer Konstruktion /, ,,(2) = f,(9,,1(2)), WO ,,,(4) dieselbe Form wie 
die Funktion (38) hat; fir |z| <<, ist daher |, ,,(¢)|<@, (Gleichheit 
ausgeschlossen), und folglich liegt der Punkt f,,,(¢) im Inneren von A. 
Auberdem ist, wegen der Konvergenz der f,(z) gegen die Abbildungs- 
funktion von A 

Lim e,= 1. 


Die iibrigen von a, verschiedenen (2"— 1) Bilder des Gebietes A 
liegen bei der Abbildung u =/,(z) alle im Kreisringe e,<|z|<1 und 
werden allmahlich an den Rand |z! = 1 gedriickt. Unser Satz IV des § 9 
gibt uns die Méglichkeit, die GréBe |f(z) —f,(z)| fiir alle Werte von z 
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innerhalb eines festen Kreises z| < #< 1 abzuschiitzen, wenn eine untere 
Schranke fiir g, berechnet ist, und liefert AufschluB tiber die jeweilige 
GréBe der Approximation der gesuchten Abbildungsfunktion f(z) durch 
irgend eine Funktion der Reihe (41). 

Zam Schlu8 miéchte ich noch bemerken, daB die Folge (41) fir 
jedes z vom absoluten Betrage Eins divergent ist. Fiir ein derartiges z ist 
nimlich |f,(2)| = 1, der entsprechende Wert von f(z) dagegen ist, wenn 
er existiert, dem absoluten Betrage nach kleiner als Eins. 


Breslau, den 17. Juli 1911. 
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Sur la démonstration de M. Hilbert du théoreme de Waring. 


Par 
E. Srripssere & Stockholm. 


M. Hilbert a bien voulu m’inviter 4 rédiger pour les Math. Ann. la 
traduction de deux notes que j’ai publiées en suédois dans l’Arkiv for 
Matematik*) concernant la preuve célébre donnée par lui du théoreme 
de Waring. Je suis tres flatté de cet appel de l’éminent géométre, et je 
m’empresse de donner ici — avee quelques légeres modifications — un 
résumé de mes deux articles précités. 

Par regard aux méthodes introduites, 4 ce propos, par M. Hilbert, 
M. Poincaré a fait la remarque importante qui suit: 

«Nous ne devons pas douter que ces considérations .... ne puissent 
un jour, quand on en aura bien compris le sens, étre appliquées a des 
problemes bien plus étendus que celui de Waring» .**) 

Dans ces circonstances une simplification telle que la présente pourra 
étre d’une certaine utilité pour des recherches futures. 

D’aprés la proposition de Waring, dont on doit 4 M. Hilbert la 
premiere démonstration générale***), tout nombre entier positif peut étre 
décomposé en une somme de N puissances n“ de nombres entiers >0, le 
nombre N ne dépendant que de Vexposant n. 

La preuve du théoreme peut étre dans une certaine mesure simplifiée 
par l’observation suivante de M. Hurwitz. 


N 
Soit » 0, Ps une somme de N puissances w* de nombres entiers 
1 


arbitraires P, >0 multipliés par des nombres rationnels positifs 9,, N et 9, 
*) Ofver Hilberts bevis for Warings sats. Not 1 och 2. Arkiv fdr Mat., Astr. 
Fys. 6. N-is 32. 39. Stockholm 1910, 1911. 
**) Prix Bolyai, Rapport par Henri Poincaré. Acta Math. 35 (1911). 
***) Hilbert, Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine feste 
Anzahl n* Potenzen. (Waringsches Problem.). Math. Ann. 67 (1909), S. 281. 
Mathematische Annalen. LXXIL. 10 
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ne dépendant que de w. Pour abréger, je désignerai toujours, dans ce 
N 


qui suit, par la notation simple >) une somme >; P* de ce genre. 
1 


Donc, la remarque de M. Hurwitz*) peut étre énoncée ainsi: 

Théoréme 1. Soit B une quantité réelle quelconque, et supposons, que 
tout nombre entier positif H > B puisse s’écrire sous la forme H = S(u), 
alors le théoreme de Waring sera vrai pour n = uw. 

En effet, soit o le plus petit commun multiple des dénominateurs 


des nombres o,, on aura cH = >’ 6, P*, od tous les 6, seront des 
entiers positifs. ; 
Si done X est un entier quelconquae >oB, soit X=cH+0@ 
N 


(H>B, 0<0<6), nous aurons X = >! 6, P* +0, et, par conséquent, 


1 
tout nombre entier X suffisamment grand peut étre décomposé en une somme 
. ; 


d’au plus > 6,+6—1 | puissances u* de nombre entiers positifs. 
: 4 C.Q. F.D. 
M. Hurwitz a en outre énoncé*) la proposition suivante tres remarquable, 
mais dont il n’a pas réussi & prouver la vérité: 
Théoreme 2. En désignant par z,,---, x, un nombre arbitraire de 
variables indépendantes, on pourra, pour tout nombre entier positif m, trouver 
une identité de la forme 


M 
(1) (a> + +--+ 2,7)" ->} 02(4,.,% +++-+4,.,2,)", 
1 


M deésignant un entier pos’tif, 9, des nombres rationnels positifs et a, , des 
nombres rationnels = 0, qui sont tous indépendants de x,,---, x,. Pour préciser, 
on peut en outre, en supprimant dans la parenthése le commun multiple des 
dénominateurs des a, ,, supposer que tous les a,., soient des nombres entiers. 

M. Hilbert a le premier donné la preuve fort ingénieuse de cette sup- 
position de M. Hurwitz.**) De la modification tres élégante de cette 
preuve donnée plus tard par M. Hausdorff***), il régulte qu’elle peut étre 
ramenée a une étude arithmétique élémentaire des coefficients de binéme. 

En étudiant ces coefficients, on peut dans bien des cas se servir 
avec profit d’un symbole qui a été pour la premiére fois introduit par 

*) Hurwitz, Uber die Darstellung ganzer Zablen als Summen von xn‘ Potenzen 
ganzer Zablen. Math. Ann. 65 (1908), 8. 424. 

**) Hilbert, loc. cit. 

***) Hausdorff, Zur Hilbertschen Lisung des Waringschen Problems. Math. 
Ann. 67 (1909), 8. 301. 
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M. Gordan*) et qui se préte bien 4 des généralisations. A ce sujet je 
renvoie & la note précitée de M. Gordan ou a un article que j'ai publié 
dans les Acta Mathematica 33, od le symbole de M. Gordan a été généralisé 
dans diverses directions. Dans la recherche présente je ferai usage de la 
modification suivante du symbole: 

J’introduis un caractére h qui aura la signification symbolique suivante: 
h®" désignera = pour tous les entiers pairs 2u >0, et h?“*+! désignera 
zéro pour tous les entiers impairs 2u+12>1. h-h’ signifiera toujours 
h“*” et non pas le produit de h“ et h’. (+h) sera défini par la formule 
du bindme et, par conséquent, f(x) désignant un polynéme quelconque, 


soit de degré m, {(~+h) sera défini par le développement taylorien, savoir 


\y 4 pr—-2 ae 

Pour exprimer le produit de hk“ et h’, il y a lieu d’introduire deux 
caractéres h, et fh, qui auront tous deux la signification symbolique 
développée ci-dessus pour h, de facon que h,“=h,“=h", h,“-hy =h**’, 
et ainsi de suite, tandis que h,“-h,” désignera naturellement le produit 
de h,” et h,”. 

En se servant de ces symboles et des propriétés élémentaires bien 
connues de la fonction eulérienne [(x#), on peut sous une forme simple 
énoncer et prouver quelques propriétés arithmétiques trés intéressantes des 
coefficients de bindme parmi lesquelles je ne ferai usage ici que de la pro- 
position suivante établie par M. Hausdorff dans son étude sur la preuve 
de M. Hilbert du théoreme de Waring: 


Lemme. En désignant par f(x) un polynédme rationnel quelconque, 
qui ne devient jamais négatif pour des valeurs réelles de Vargument, on aura 
toujours {(a+h)>0O pour x réel**), 


*) Gordan, Transcendenz von e und a. Math. Ann. 43 (1893). 

**) Il n'est pas sans intérét de rappeler, 4 ce propos, que Hermite et M. Hurwitz 
ont établi un théor’me tout a fait analogue 4 celui de M. Hausdorff mais oi h est 
le symbole original de M. Gordan, 4 savoir hk” =|r. La preuve découle directement 
de la formule bien connue 


fla+W= fe*fe+e)de. 
0 
(Voir Hurwitz. Uber die Nullstellen der Besselschen Funktion. Math. Ann. 33 (1889), 


8. 259.) — Pour plus de détails je renvoie 4 mes deux notes précitées (Arkiv for mat.). 
10* 
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En effet, on aura, d’aprés les éléments de la théorie de la fonction [ (x), 


~ +2 


wen a ty |e berten ty fot ome 


+2 


1 e - 
hier! = O = —ar e * o+!da, 


aj (3)-/ 


et, par suite, on aura 
+0 


f(z+h) = fe T (e+e) da. 
r(3) 


Si done f(a) >0 pour — co <a<+ox, on aura évidemment f(x+h) >0. 
C. Q. F. D. 
Maintenant, .en profitant des idées de M. Hilbert, on peut aisément 
démontrer le théoreéme 2. On aura, en effet, 


f prhagths p2“r gy? Mr 
ha. +--+hx "= m >’ Se PS ee. 
( 1 it + r ) — > [2a |2u, 
‘ os aeer 2m ™ 
=|2m a In” ~ t= (a2+---+2,2)", 


Mt teypem 





(hy 2, +---+h,2, "+! = 0, 


ou, en d’autres termes, 
(2) (hy, +--+ +h, a)" = h(a? +---+2,3)* (m=0,1,2,---). 


Soient maintenant f,,---, 8,, des quantités réelles quelconques, toutes 
inégales, et dont le discriminant sera, par suite, +0, et désignons par 
Q15°* "+ Q_ m quantités réelles bien définies par les égalités 


(3) >" 0:6; = h’ (vy =0,1,---,m—1). 
1 


D’apres les équations (2) et (3) nous aurons 
h(a P+e-+ x,*)* = (hh ty+--+h,2,h= 02,°01,°°° 01, (Birt +-+-+8,,%,)", 
Ayyr ss Ap=l 


(u =0,1,---,m—1). 
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Done, il reste seulement 4 prouver qu’on peut toujours donner A 
B,,--+, B,, des valeurs rationnelles auxquelles correspondent des valeurs 
également rationnelles et positives de 9,,---, 0,,- 

A cet effet, introduisons dans (2) r—2, 4, =2+1, a =i, nous 
aurons 


(hy + hy + hyi)?™ = hima (a+ 2)", 


et 
(hy +h, +h,i)?™*? = 0. 
En identifiant les coefficients de 2“, nous aurons 
(4) hy (hy, +Iyi)"=0 pour p<», 


et, par suite, nous aurons, en désignant par g,,_,(”) un polynéme quel- 
conque de degré < m—1, 
(4) Pm—1 (hy) » (hy +i)” = 0. 

Pour la fonction H,,(x) = («+h,i)" nous aurons la formule de 
récurrence qui suit 
(5) (a + hi)" = x(a + hi)™-*— 2(m—1) (a +h,i)™-*. 

Dés lors, les fonctions de Sturm correspondant & H,,(«) seront 
H,,, Hy-1,++*; Hy, Hy =1, et H,,(x) aura done toujours m zéros réels 
différents (pour m= 1, 2, 3, -- -). 

Substituons done d’abord pour £,,---, 8,, les racines de H, (x) = 0. 

Soit, de plus, f,(z) un polynéme quelconque de degré n < 2m — 1, 
et désignons, si m >m, par f,,_,(x) le résidu de f,,(x) (mod. H,,(z)), de 
sorte que 


(6) ff) = Pm—1(#)- H,,(@) + fn—1(@)y 
nous aurons, d’aprés les égalités (4) et (6), 
(7) f,(My) = fn—1 (hy), et 
f.(Bx) = fn —1 (Ba) A=1,2,---,m. 


En vertu des égalités (3), nous aurons 
> 02 fm—1(Bi) = fn—1 (A): 
1 
Donc, on aura, d’aprées les équations (7), 
(7) > eita(B:) = fu(ln): 
1 


Introduisons dans l’identité (7’) cette valeur particuliére de f(z): 
H,, 2 
fale) = (Fp) 
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nous aurons 


f,.(B;)=9 pour 4+ et f,(8,) = (H,,6,))’ > 0, 
d’ot suit, d’apres (7’), 
0x (H,,B,))® = fa (M1) (x= 1,2,---,m). 

Suivant le théoreme de M. Hausdorff, nous aurons /,(h,) > 0, dod 
Yon tire finalement 9, >0, pour a = 1, 2,---,m. 

Si, d’autre part, 6,,---, 8,, sont des nombres rationnels suffisamment 
rapprochés des racines de H,,(7) = 0, les 0,,---, @,, correspondants seront 
évidemment toujours positifs, et, d’apres les égalités (3), ils seront en 
outre rationnels. 

C.Q. F, D. 

De ce théoreme, M. Hurwitz a encore tiré une conclusion bien 
intéressante, qui, avec une légere modification, faite par M. Hilbert, peut 
étre exprimée ainsi: e 

Théoréme 3. En désignant par m,x et @ des entiers quelconques 
=> 0, on aura toujours 


M 
(1) (a? + 0)" = >} 9, (a, +B," => (2m), 
1 


M désignant un entier positif, @, des nombres rationnels positifs, «, et B, 
des entiers 50, et M, 0,, «, ne dépendant que de m. 
En effet, tout nombre entier @>0O peut étre décomposé en une 
somme de quatre carrés, soit 
6—2,°+ 2,°+2,7+ 2, Sy 5 Bay Me, X% 2 O. 


Done, nous aurons, d’aprés le théoreme 2, 


M 
(2?+0)"=(a? +a,7+--- +22)"= >}o,(a,0+ Gy Uy +My ,%y+Ay ,%3 +O, 24)”. 
T 


C.Q. F. D. 

Corollaire de M. Hurwitz. Si le théortme de Waring est valable 
pour n =m, il le sera aussi pour n = 2m. 

A laide de ces théoremes préliminaires, on peut sans peine démontrer 
la proposition de Waring. 

Nous aurons d’abord le lemme suivant: 

Lemme. Soit p un entier positif queleonque << _m; en désignant par x 
un entier positif quelconque et par T un entier quelconque > x*, on peut 
toujours trouver une égalité de la forme 


p-l 
0 Sayer per Sow 
0 
ou les B, , désignent certains entiers positifs qui ne dépendent que de m et p. 
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En effet, introduisons dans (1') m+ p au lieu de m et différentions 
2p fois par rapport 4 2, nous aurons 


Sa, pt (2? + +-0)"-" -de, i a,*? (a,x + B,)*™ - Sen), 


oi A,., désignent des entiers positifs qui ne dépendent que de m et p. 
Or, faisons 2*+ 0 = A,. pl et introduisons 
B,,=A — (v=0,1,--+,p), 


7°? 68°? 


P 
Bye _* = >'(m), B= 1. 


C.Q. F. D. 

Soit maintenant m> 2, et supposons que le théoréme de Waring soit 
valable pourn<m. Done, suivant le corrollaire de M. Hurwitz, ce théoréme 
est aussi valable pour toutes les valeurs entiéres paires n << 2m. 

Donc, en désignant par X,,_, un entier positif*) queleonque < 7, 
on peut toujours trouver r nombres entiers 2,.,, y.5)°**) TZ.» 29, qui 
remplissent la condition 


nous aurons 


r 


(8) > a? ~ X._, (p =1,2,---,-m—1), 


1 


ry étant un nombre qui ne dépend que de m. 
Introduisons dans l’équation (1") 7 = 2,.,, 2.5, °°*, # 
ment, et ajoutens les égalités, il vient 


(9) Sr- "B Se * + K,_,:0"-? = >) (m). 


Soit Ble plus grand des nombres B,_, (v=1, 2,---,p; p=1,2,---,m—1), 


y-p Tespective- 


nous aurons B, > s,.. < BK, i BT, pour v=1, 2, --+, p, tandis 

que, pour v= 0), B. p* < Br. Par conséquent, Vexpression (9') doit étre 

<(r+2)BT7™. Ecrivons, en substituant g = m — p, 

(9) T4472? + KT? = S(m) < Bir+2)T" = (q=1,2,---,m—1). 
Ajoutant les égalités (9), nous aurons 


> (J,,,T¢** + KT") -> 1 (J, +-K,) T1= >) (m) <(m—1) B(r+2) 7”. 





*) Par entier «positif» j’entends toujours un entier > 0. 
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Par conséquent, en désignant par K,', K,',---, K,_, des entiers 


positifs queleonques < 7, on peut toujours disposer des quantités K,,---, K,, 
de maniére qu’on aura d’abord 


m—1 
(10) JT" + >) K; Ti! =>" (m), T< (m—1) B42), 
i 
et, de méme, en substituant 7’+ 1 au lieu de 7, 


J(T+1)" + Ky-(T+1) = 3m), 
ou, en d'autres termes, 


(11) JI" +>} (") JT? + (mI + Ky) T+ I+ Ky => (m). 


En ajoutant les équations (10) et (11), nous aurons une égalité de 
la forme 


m—1 
(12) LIT™ + >) L,-T! => (m), 
0 
oi l'on peut toujours supposer — en attribuant aux nombres K,’ des 
valeurs convenablement choisies — que J,,---, L,,_, soient des entiers 


quelconques compris dans l’intervalle 0 ~ 7, et ot L ne dépend que de m. 


Désignons maintenant par 7,— 1 le plus grand des produits (”) I, 
par H un entier queleonque > L7," et par T lentier de Gauss: 


™m H 
T= \V=| = T,, 
nous aurons LT"™< H< L(T+1)". Or, par hypothése, nous aurons 
?27%,> (")L (q=0,1,---,m), et par suite l’expression (12) renferme 
tous les entiers H compris dans l’intervalle LT"<H<L(T+1)" (TET), 
ce qui entraine H = 2(m). 

Done, en vertu du théoréme 1, la supposition de Waring est valable 
pour m= m. 

Nous avons done prouvé que si le théoreme de Waring-Hilbert est 
vrai pour n < m, il le sera aussi pour» = m. Or le théoreme étant valable, 
comme on le sait, pour » = 1 et pour » =2, il le sera aussi pour toutes 
les valeurs entiéres positives de ». 


C.Q. F. D. 
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Bemerkung zu Herrn Stridsbergs Beweis des 
Waringschen Theorems. 


Von 


Rosert Remax in Berlin. 


Die Waringsche Vermutung: 
Jede positive ganze Zahl ist darstellbar als Summe einer festen (nur 
von n abhingigen) Anzahl nicht negativer n” Potenzen, 
wurde zuerst bewiesen durch Herrn Hilbert.*) Der Beweis wurde verein- 
facht durch die Herren Hausdorff**) und Stridsberg.***) Herr Stridsberg 
fiihrt die Potenzen eines Symbols h ein 
At" = Gp) 
u! 
Rieti on Q, 


Ist f(a) eine ganze rationale Funktion der Variablen a, so erhalt man 
f(h), indem man «” durch h” ersetzt. Dadurch gelingt es ihm, den Haus- 
dorffschen Beweis bis auf eine Stelle ohne Benutzung der Integralrechnung 
darzustellen. Es ist naimlich 


+o, 


MP an — fo oda. 
(3) 1 


+o 
fh); 


— 7. f(a)da. 
ol 


Ist nun f(a) > 0 fiir alle reellen « und nicht identisch Null, so ergibt sich 
f(h) > 0. 


*) Math. Ann. 67 (1909), S. 281. 
**) Ibid. 8. 301. 
***) Arkiv for Mat., Astr. Fys. 6, Nr. 32, 39. 


Also wird 
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Diesen Satz wenden die Herren Hausdorff und Stridsberg nur an in dem 
speziellen Falle, dab 
f(«) = 9*(@). 


Fiir diesen Spezialfall will ich den Satz elementar beweisen.*) Dadurch 


wird die Verwendung der Integralrechnung zum Beweise des Waringschen 
Theorems giinzlich entbehrlich. 


Herr Stridsberg verwendet Indices um das wirkliche und das sym- 
botische Produkt zweier Potenzen von h zu unterscheiden. Es sei also 


hi ht = het, 
dagegen bedeute hi-h; das wirkliche Produkt der beiden Zahlen hy und 
hg. Man zerlege g(«) nach geraden und ungeraden Potenzen von «: 
o(«) = k(at) + al(a’), 

wo k(a*) und I(a*) ganze rationale Funktionen von «* sind. Es ist 

g(a) = k*(a*) + 2ak(a*) -l(a*) + a l(a’), 

g* (h,) = k?(h,®) + 2h, - k(h,) - U(hy?) + hy? P(A?) 

= k*(h,?) + h,?- U(h,?). 


Es geniigt also der Nachweis fiir die beiden Fille, daB g(a) nur gerade 
oder nur ungerade Potenzen von « enthilt. Es sei 


n 
g(a) _ 2 ‘a, , errs, 


vr=0 
wo ¢=O0 oder «= 1. 
Es ergibt sich 

g*(@) — 66, qh +8 4%e, 

a=0,r=0 
~ “ v+2e 
GF (hy) = Sd a,a,hPutertte, 

a" 


Das ist aber eine quadratische Form der » + 1 Variablen ay, a,, ---, a,, 
von der gezeigt werden soll, daB sie definit ist. 

Ich benutze folgenden Hilfssatz: 

Eine quadratische Form von n Variablen ist definit, wenn die Deter- 
minante der Form der ersten v Variablen positiv ist fiir v = 1, 2, 3, ---, n. 
Unter den Variablen ist hierzu eine bestimmte Reihenfolge festzusetzen. 


*) Da sich eine ganze rationale Funktion, f(a)>0 fiir alle reellen a, darstellen 
1a8t als Summe von Quadraten reeller ganzer rationaler Funktionen, so lit sich 
auch der allgemeine Satz elementar beweisen. 








Na tl, 
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Es bleibt also zu zeigen, daB fiir alle m die Determinante 
D, = | Reet 3r+2e) > 0, 


wo 


u=0, 1, 2,--., n, 

vy =0, 1, 2,---, n, 
und der Index u« = 0 die erste Zeile liefert. Der Grad der Determinante 
ist m+ 1. Natiirlich sind alle Produkte in der Determinante wirkliche 


Produkte. Ich will den Beweis allgemeiner fiir jedes « >0 geben. 

Der Satz ist richtig fiir » = 0, denn es ist 

Di o=h**>0. 

Er sei bereits bewiesen fiir alle D,,_, und soll fiir D,,, bewiesen werden. 

In D,,, subtrahiere man die vorletzte Zeile von der letzten, die dritt- 
letzte von der vorletzten, usw., schlieBlich die erste von der zweiten, und 
zwar alle mit derartigen Faktoren multipliziert, daB in der ersten Spalte 
Nullen auftreten auBer im ersten Gliede. D,, wird gleich h** mal einer 
n-reihigen Determinante. 

Es sei b, der Faktor der wu” Zeile. 

Es soil 


Te eee ee 
sein, also ‘ 
b, = 2(2u+22e+1) 
nach der Definition der Potenzen von h. 
Es wird 


D am he. | Pe t3r+de_ hb 


. plu—2+2v420 
» h ; 


ual 
w=1,2,--n, 
=1,2,--+m. 

D,,.= h?*. | 2(2u— 1 + 2v+2¢) Z fiw—2+2vt+ 20 _ bus ‘ Pets SeoSe! 
= h3*. | h2e—2+39+20. 2F(2u—1+4+ 2v+4+2e) —(2u—1+22)]| 
= 2". |2 -2Qy- pPe~8+SesSe) 

Setzt man aus der v" Spalte den Faktor 2-2» heraus, so wird 


D,, = h2*- 28. ml. | We 2r+ 8 


= h2*. 29". ml. | R™H— N+ 20-1) + 2+ 0)) 
w= 1, 2,---,m, 
owl, &-- 6. 


Setzt man uw —1=—yw’, v—1—v’, so durchlaufen yw’ und wv’ die Werte 
0,1,---,m—1. Schreibt man fiir w’ und v’ wieder mw und », so erhilt man 
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D,,, = h®*- 2. mt Dig sn-1> 9, 
da 
Dissent > 0. 


Es ist also, wenn g(a) entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von « enthilt, 
g*(h,) > 9, 
weil es eine definite Form der Variablen a,, a,,---,a, ist. War allgemein 
g(a) = K(at) + al(et), 


s0 war 
9° (hy) — k*(h,*) os h,?- P(h,*), 
also 
9° (hy) > 0, 
weil einzeln 
k*(h,*) > 0 
und 


h,?- P(h,?) > 0. 
Géttingen, den 5. Dezember 1911. 
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A reduction of a system of power series to an equivalent 
system of polynomials. 


By 


Witxiam Duncan Mac Mittan of Chicago (U.S. A.). 


Introduction. 
Let us suppose there is given a set of equations 
F(Bqy 0p Baj My, °°", My) =O (¢=1,---,m), 
in which the f, are analytic in 2,,---,%,; m,,°**,u, and vanish with 


"p 
these variables. If the Jacobian | o6 is distinct from zero for 
J 


Yee l= =: == 0, 


then, as is well known, there exists one and but one solution for z,,---, x, 
as power series in m,,---, #, vanishing for u,,---,4,—0. If however 
the Jacobian vanishes then, in general, there are more solutions than one 
and u,=-+--=,=0 is a branch-point. There is but little information 
to be found in the literature on the nature of the situation when the 
Jacobian vanishes, beyond the fact that it is a branch-point. 

There is one case however that is amenable to a general treatment 
when the Jacobian vanishes, and that is when not all of its first minors 
vanish. Let us suppose the leading first minor is not zero. Then the 
equations f,= 0 (i=2,---,) can be solved for the variables 2,,---, x, 
as power series in 2,, #,,---, “,. The values thus obtained substituted 
in the first equation, f,= 0, give a single equation g(7,, u,,---,u,) = 0 
which is satisfied for 7,=---=—w,—0. But since the original Jacobian 


vanishes it follows that if. =0 for z,—u,—---=u,—0, and it may 


happen that derivatives of higher order also vanish. 
The number of solutions of the equation g=0 can be ascertained 
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by the aid of the factor theorem of Weierstrass which can be stated as 
follows*) : 

Let f(x; uy,-- +, Uy) be @ convergent power series im x; u,,---, , such 
that f(x;0,---,0) begins with a term of degree m. Then a convergent 
power series p(x; My,--*, Uy) having a constant term different from zero can 
be found such that the product 

F (25 as + +> My) PCL; May ++) Hy) = A+ aa™—-*+--- +a, — pl 
is a polynomial in x of degree m with coefficients, a,,--+,a,,, which are 
convergent power series in u,,---,u, vanishing for u,—---—u,=—0, and 
the coefficient of x™ is unity. 

Clearly, since @ is distinct from zero for all |x|, |u,|,---, |u,| suf- 
ficiently small, the equations f= 0 and 2” + a,a"~-'+.---+a,—p™=0 
admit the.same solutions for z as a function of w,,---,u, vanishing for 
#=---=,= 0, and in this respect the polynomial p™ is equivalent 
to the power series /. By the application of this theorem the power 
series g(x; 4,,---,@,) can be reduced to an equivalent polynomial and the 
number of solutions of this polynomial set equal to zero is given at once 
by the theory of algebraic equations. 

It is seen therefore that the general theory as at present developed 
is sufficient not only for the case where the Jacobian is distinct from 
zero, but also for the case where the Jacobian is zero if at least one of 
its first minors is not zero. If the first minors are all zero the present 
theory is not sufficient to give either the number of branches passing 
through the origin or the forms of their expansions, or even to tell us, 
whether or not the solutions are expansible as power series in the para- 
meters in the neighborhood of the origin. 

The transformation of a transcendental equation in one dependent 
variable to an equivalent algebraic equation suggests the possibility of 
the transformation of a system of m such equations in m dependent 
variables to an equivalent system of algebraic equations. If this could be 
done the question as to the number of branches passing through the 
origin would be answered by the general algebraic theory, and the 
question as to the forms of the solutions whether answered or not would 
be an algebraic one. 


*) For this statement of the theorem, which is not quite the same as that of 
Weierstrass, see paper by Mac Millan in the Bulletin of the American Mathematical 
Society, December 1910. Other recent proofs of this theorem have been given by 
Goursat, Bulletin de la Société Mathématique de France 36 (1908); Bliss, Bulletin of the 
American Mathematical Society, April (1910); Hartogs, Sitzungsberichte der Akademie 
Miinchen 1909; Brill, Mathematische Annalen 69 (1910), p. 538. 














———— 











Reduction of a system of power series. 159 


In the paper which follows I propose to show that this reduction 
from a system of transcendental equations to an equivalent system of 
algebraic equations can actually be effected, so that the whole theory of 
the solutions in the neighborhood of the origin becomes an algebraic 
theory. I shall show that the theorem which has just been stated can be 
generalized from one power series in one dependent variable to any number 
of power series in the same number of dependent variables, and how the 
equivalent polynomials can be obtained. 

The proof of the possibility of the reduction is effected in three dis- 
tinct steps; first, it is shown that if /{)(a7,,---,,), i=1,---,m, is a 
system of polynomials, homogeneous of degree d, satisfying a certain con- 
dition which is related to the non-vanishing of their eliminant, then a 
system of multipliers p{“-“)(a,,---,2,), which are homogeneous poly- 
nomials of degree d — d,, can be found such that 


n 
> gy {t-% P {i =p, 
i=1 


where p is an assigned polynomial homogeneous of degree d, and d is 

equal to or greater than a certain number depending upon the d,; second, 

if FP), i=1,---,n, is a system of power series in 2,,---, 2, without para- 

meters, the terms of lowest degree being homogeneous polynomials 
fie%(a,,->-,2,) 

which we call the characteristic polynomials, and if the characteristic poly- 


nomials satisfy the same conditions as in the first step, then it is proved that 
multipliers ®,\¢-“) which are power series of order d—d, exist such that 


n 
> OM-a. Fil = Fa, 
i=1 


where /'') is an assigned power series in 2,,---,2,, the terms of lowest 
degree being of degree d; third, if F’’) are power series in 2,,---,Z,, 
and also in the parameters u,,---,,, it is possible to find multipliers 
®\“-%) and a polynomial P@-" such that 


> oa Fly F = Pe-», 

i=1 
where ¥’ is an assigned power series in 2,,---, 2,3 y,***,)- The se- 
cond step is effected by successive applications of step one, and the third 
step is effected by successive applications of step two. These results can 
be accomplished in infinitely many ways. Finally it is shown, by means 
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of dominant functions, that at least one of these infinitely many ways 
leads to series which are convergent. 

In the foregoing manner one polynomial with convergent coefficients is 
obtained. The others are obtained similarly. The process is so conducted 
that each one of the polynomials P,“-" is associated with a certain one 
of the power series F!*) in such a way that the terms in P{¢-» which 
are independent of the parameters are identical with the corresponding 
terms in the series F{%!, and that all the terms in P{“-» which are of 
degree less than q in 2,,---,2,, whatever may be their degree in the 
parameters, are identical with the corresponding terms in the series F , 
q being a certain number which is determined in the process. These pro- 
perties of the polynomials enable us to show that the number of solutions 
is exactly equal to the product of the degrees of the characteristic poly- 
nomials. 


Part I. 
The formal reduction. 
§ 1. 
Systems of homogeneous polynomials. 


Let us suppose that we have a system of polynomials*) 


f(a, aie *y Xq)s (i=—1,---,m), 


i-> d,— (n—1). 
i=1 


Cayley**) has shown that if we multiply each f{%? =O by each of the 


Sa pd 
power products 2;'z,"- 


and let us take 


+ a”, where the letters j satisfy the equation 


jAtigt++*-+j,=4—4,, 
for the purpose of eliminating the x, we obtain more equations than are 
necessary for the elimination. The equations thus obtained however are 
not all distinct, for certain identical relations exist among them. But if 
we suppress the superfluous equations then the determinant formed from 
the coefficients of the remaining equations, if it is not zero, is a mul- 
tiple***) of the eliminant of the equations f{“)=0. There is’a certain 


*) Round brackets on the indices will be used throughout the paper to indicate 
the degree of the polynomial. The meaning of square brackets will be defined 
further on. 

**) Cambridge and Dublin Mathematical Journal 2, p. 59, 1847. 

***) See also Netto, Vorlesungen iiber Algebra, Vol. II, p. 147. 
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amount of choice in determining the equations to be suppressed; accor- 
dingly the determinant thus obtained is not unique. Let us call any one 
of these determinants an eliminating determinant. They are all zero if the 
eliminant is zero. But since, if m >2, each of these determinants con- 
tains an extraneous factor any one of them may vanish even though the 
eliminant does not vanish. Cayley*) proposed a method for removing 
this extraneous factor to which however Netto**) takes exception. Whether 
or not all of the eliminating determinants can vanish if the eliminant is 
distinct from zero seems to have been left an open question. 

Leaving this question unsettled we proceed to the proof of the fol- 
lowing theorem: 


Theorem L Jf f{(a,,--+-,x,), i=1,-+-,, ts a@ system of homo- 
geneous polynomials of degree d, in x,,+--,2,, and if p+) (a,,---,x,) is 
an assigned polynomial homogeneous of degree d +- 2 where 


‘= 5'4- (n — 1) 


and i equals zero or any positive integer, then there exist polynomial mul- 
tipliers p{¢-%*+)(a,,-+.+,%,) homogeneous in x,,-+--, 2, of degreed—d,+4 
such that 


(1) PA pt- Utd . F(a) = ptt, 


i=1 
provided the system of polynomials f{% has an eliminating determinant 
which is distinct from zero. 
In order to show this for the case 4 = 0 it is only necessary to give 
the polynomials »{?-*) undetermined coefficients «,,, form the equation 


n 


a 94-4 . £4 = p®, 


i=1 


and equate the coefficients of the same powers in the z’s on the two 
sides of the equation. This gives us a system of equations which are 
linear in the «,,; but if m > 2 the number of equations is less than the 
number of undetermined coefficients «,, which are at our disposal. The 
matrix of the coefficients of the @,, is precisely the same as the matrix 
obtained in Cayley’s method of elimination except that the lines and co- 


*) Cambridge and Dublin Mathematical Journal 3, p. 116, 1848. See also Salmon, 
Modern Higher Algebra, p. 87. 


**) Netto, Vorlesungen iiber Algebra, Vol. II, p. 152. 
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lumns are interchanged. As this matrix contains more lines than columns 
so here it contains more columns than lines. By suppressing the proper 
columns (that is, taking the corresponding «,, equal to zero) the matrix 
can be reduced to the eliminating determinant which is distinct from zero. 
These equations then determine the remaining «,, uniquely, so that equa- 
tions (1) are satisfied. The solution thus obtained is not, however, the 
only sclution, for the «,, which we chose equal to zero could have been 
left arbitrary and the remaining «,, determined in terms of them. Ob- 
viously, if g{¢-“) is one system of multipliers which satisfies (1) and 
g{¢-*# + {¢-@ is another system, then the polynomials y{¢-“) must 
satisfy the identity 


DS ver#. p20. 
i=1 
The proposition which we have just proved is equally true if the 
assigned polynomial which is the right member of (1) is of degree greater 
than d, and if the degrees of the multipliers are correspondingly greater 
than d—d,, but it is not convenient to prove it in the same manner 
since the order of the determinant increases very rapidly as the degree 
of the polynomial p+” increases. It is preferable to break up the poly- 
nomial p+ when its degree is greater than d into a sum of polynomials 
of degree d multiplied by power products of the xz, Let us suppose that 
the degree of p+”) is d+. Then we can write 
ptt? -2 ah o® a? ain ‘ (Gi tigts:: +5,= 


na 


From what has just been proved we know that for each polynomial 


(a) * Bee 

Ps. .-4, there exist multipliers y;; *, such that 

‘ (@— “o (aj) _ p? 

(2) > Vi, hy. wh “In 
hy *. 


On multiplying through by z; 
the parts, we find 


-- 22" and taking the sum of all 


> >’ da pda in 4 (@- “o (4g) __ > ja, pin 
( z,* 2X," *&, vi, jy: al a} vs a Py, ..-45° 


i=1 j 3 


(d — dg+A) h Je in ,),(2 — 44) 
¥, -> at What a dS et 


j? 


Consequently 
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are multipliers which satisfy 


(3) ,. pt- Ut) . fd) = plata, 


f=1 


and the theorem is proved. 


g§ 2. 
Systems of power series without parameters. 


In the preceding section certain results have been established with 
respect to a system of homogeneous polynomials. With proper modifi- 
cations these results can be extended to systems of power series with or 
without parameters. As the simpler case we consider first a system of 
power series without parameters. 

We will say that a power series*) F“)(x,,---,a,) is of order k if 
its terms of lowest degree in z,,---, x, are of degree k. Let f(x,,---, x,), 
a homogeneous polynomial of degree k, be these terms. We will call f# 
the characteristic polynomial of the power series F™), We proceed then 
to the proof of the following theorem: 

Theorem Il. Jf Fi*)(2,,---,2,), i=1,--+,m, ts a@ system of power 
series in Z,,---,%, of order d,, and if their characteristic polynomials f{% 
have an eliminating determinant which is distinct from zero, then multipliers 
©\¢-4)(z,, --,2,), which are power series in Z,,---, Z, of order d—d,, where 


s-S'4—(-0), 


f=1 


can be found such that 


4) o@-4). Fla) — Fa 
(4) 2 i i ? 
where F' is an assigned power series in %,,+++,2, of order d. 
In order to show this it will be convenient to write 
Fi4d = ff) 4 ft 4 FGtM4..., 
Fi = fO + fern 4 fet) 4..., 
A ie pe +. yeit) + pit 2)4.. te 
where the symbols in the right members denote homogeneous polynomials 
of degrees indicated by the superscripts. For simplicity of notation we take 
6,=d—d,. 
*) Square brackets on the upper indices will be used exclusively to denote order. 
11° 








164 W. D. Mac Mittay. 


Expanding equation (4), there results 


- -[Ze 0 fad — — Z pier feo +> p20 fier) — fern) + 


i=1 


‘ ‘S. peitd faa 3 3 peitd—9 fiary — fro) + 


i=1 


(5) 


where the first bracket is Wilhsilpediiote of degree d, the second is —_ 
geneous of degree d+ 1, and so on. Each of these brackets separately 
can be made equal to zero. For by Theorem I multipliers o,{*? can be 
found which will satisfy the first bracket set equal to zero. Substitute the 
values thus found in the second bracket and one can then find multipliers 
ot which will satisfy the bracket set equal to zero, and so on. The 
multipliers p{°‘+ can be determined in succession so as to satisfy each bracket 
separately set equal to zero. The theorem holds obviously if the order of 
the right member is greater than d and the order of the multipliers is corre- 
spondingly increased. 


§ 3. 
Systems of power series with parameters. 

In section 2 the characteristic polynomials of a system of power 
series without parameters were defined to be the homogeneous poly- 
nomials of lowest degree in the power series. If the power series have 
not only the arguments z,,---, z,, but also the arguments 4,, ---, u,, 
which are regarded as parameters, then the characteristic polynomials will 
be defined to be the characteristic polynomials of the power series when 
the parameters w, all have the value zero. That is, the characteristic 
polynomials of the system of power series 


FJ“ (a,,- “ty U3 My? *y ty) 
are the same as the characteristic polynomials of the series 
F(a, ---, £3 0, +++, 0). 
We will also define the order of 
F}*"\(a,, siesta: 2,5 Uy,***» tt») 
to be the same as the order of*) 
Fi4d(a,, +++, 2,3 0, «++, 0). 
*) The definitions here given of characteristic polynomials and of order for a 
system of power series apply equally well to a system of non-homogeneous poly- 


nomials the coefficients of which are functions of a parameter, and will be so used 
whenever they are needed. 
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Let us consider now a system of power series 


Fi (a,, eee, 2,3 My, cet, Ut») 
of order d,, i=1,---,m. If the terms of this power series be arranged 
according to their degree in the dependent variables z,, ---, z, we shall have 


Fi == > FY, 
j=0 


where the 7 are homogeneous polynomials in 2,,---,2, of degree j 
with coefficients which are power series in Hy,°**y Hy For j=0,1,---,d—1, 
the F) vanish with m,,---,@,. The polynomials F{“) do not vanish for 
#,=-:::=4,=0 but reduce to the characteristic polynomials f{“). As 


before, we will take 
d ->’ d,;— (n—1) 


i=l 


and 6, = d—d, so that d,+0,=—d. 

We proceed now to the proof of the following theorem: 

Theorem Ill. If F{8(a,,---, %,5 uy, --+, My)» i= 1, ++, m, ts @ system 
of power series im %,,--+,X_3 y,°*, Ul, Of order d,, and if the system of 
characteristic polynomials, f{“?(x,,---,2,), has an eliminating determinant 
which is distinct from zero, then multipliers 


al CR A 3 My) (t=1,--+,m), 
which are power series in %,,---,X,3 Uy, +++, Uy Of order J, and a polynomial 
(¢@—1) 


Pfl(z,,-+-, Tay iy '» u,) 
of degree d—1 and of order d,, can be found such that 


“ (@—1) 

(6) (1+ 0,2) Fie +> 0d Fad — Pyle) (ay, ++ +, g5 yy + *y My) 
ipk 

The subseript & can be chosen to have any one of the values 

1,---,. It will be seen later that the multipliers of the F{“! must not 

all vanish for 2,=---=—2,—u",—-:-=p,=0. For this reason we give 

the multiplier of 7!“ a constant term which we choose equal to unity 


in order that certain terms in the polynomial Pia y shall be identical 
with the corrésponding terms in the power series F,. In other words, 
so that we can associate the polynomial P with a particular one of the 
system of power series. 
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Equation (6) can be written 
. (a—*) 
(7) > oj Fd + Fit — Piel 


i=1 


and the series 


Fa -SFRY- > +> FY, 


j=0 j=d 
d—1i 
the first term of which, as is a polynomial of degree d—1 in z,,--+,2, 
j=0 
with coefficients which are power series in w,,---,u,. Let us take 
therefore 
Pia. Sry Q,4 
= r?+?", 
j=0 
Zz FY = G4, 
j=d 
where Q,-") is a polynomial in 7,,---,2,, of degree d—1 which, we 
will see in a moment, vanishes for u,,---,u4,— 0. With these substitu- 


tions equation (7) becomes 


(8) > oj Fil + G1 =— Q-». 


#=1 
For convenience of notation let us take uy = myu. We can then 

arrange each of the power series of equation (8) according to powers 
of uw. Thus 

| a = FM +F, ut+F, wrt---, 

oii ie oi! 4 oi a+ oii u? 4+ ---, 

gia oe gia + gia u + Gia Z foes, 

Qge-? = : 1) + Qe a rs + Yu 


The order of F,, \) is obviously d,, but no assumptions are made with 


respect to the caller of the coefficients of the higher powers of u in Ff). 
In general they will contain terms which are independent of z,,---, z,, 


that is, in general they will be of order zero. The multipliers ©, are 
assumed to have no terms of degree less than 0, in 2,,---,2,, for any 


power of uw, that is, every ol" is assumed to be of order d,. From the 
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definition of G‘” it is clear that every ae is of order d, and from the 
definition of in it is seen that every =~ is a polynomial in z,,---,2,, 
of degree d — 1. 


We can now arrange equation (8) according to powers of u. There 
results 


0=[ Sot ry gia gt) 


t=1 


+ [Son Fel +S Of Fit Gh — Or” ] a 


(9) i=1 t=1 
+- 
> old pia +3 Sow aw it Gi —- "| 
i=l t=1 f=1 
+- 


Since equation (9) is an identity in w each coefficient is separately 
zero. By means of Theorem II we see that these conditions can be 
satisfied successively. The coefficients of u°® furnish the equations 


(10) > on Fe = — G+ (i= 1,--4n) 
=i 
but since Gia is of order d we can take e* =0. Maultipliers oli 


can be determined which satisfy the equation, though it will be remem- 
bered that the determination is not unique. It can be done in infinitely 
many ways. 

Let us suppose that oi! which satisfy (10) have been determined. 


On substituting these values in the second coefficient of (9), we get 


n n 
(4i) zrlda) __ {d) Ua x (¢ — 1) 
> of FRY = — Gh Sol! F,, + + Qi 


f=1 t=1 


1) ~ 


in which everything is known except e~ and the multipliers /,". 
But if we take Qs » equal to the terms in 
(54) 
D> Fi - 
i=1 
of degree less than d, then the right member becomes a power series of 
order d, and by Theorem II multipliers oii can be determined so as to 
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satisfy the remaining terms of the equation. The series ois do not 
contain any terms of degree less than the smallest 6, in z,,---,2,, and 
the series F;, do not contain any terms of degree less than zero. It 
follows therefore that Qe » does not contain any terms in Dy,***, 2, Of 
degree less than the smallest @,. 

Let us suppose that we have computed oi... : m 4a ,» and let us 


bear in mind that they are all of order d;. Then from the coefficient 
of u’ we find 


Sore - - 6-3 Sor oat Cc ° 
i=1 i= 


in which everything is known except the polynomial eS and the mul- 
tipliers ova . After taking Qs —» equal to the terms in 


> > On Fs 


t=1 i= 


which are of degree less than d, the remaining equation can be solved for 
the multipliers ola Since the F. do not contain terms of degree 


i,j—l 
less than zero and the oii do not contain terms of degree less than the 
smallest 6; it is seen that the polynomial _—" does not contain any 
terms of degree less than the smallest 6,. Since this is true for every 
j=0,--+, co it is seen that Q,“-" is a polynomial of degree d— 1 and 
that it contains no terms of degree less than the smallest d;. From this 
it follows that the polynomial 


d—1 


(d—2) 
Pp, => FY +Q,e- 
j=0 
is identical with the series F,'%) in all terms of degree less than the 
smallest 6, in 2,,---,2, for all degrees in w,,---,u, from 1,---, 00. 


(d—1) 
Furthermore’ since ee “= it follows that the terms in P, il which are 


independent of u,,---,u, are the same as the corresponding terms in the 
(@—1) 

series F,\%), and in particular P,\“ and F,/ have the same characteristic 

polynomial. 
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§ 4. 
The system of equivalent polynomials. 


In the demonstration just made the subscript k can have any value 
from 1,---,. By repeating the computation for each subscript k= 1, ---, 
we obtain the following system of equations*): 


(d—1) 
sey + OP e+ + |= 6 MM a, 


(4-1) 
(11) oll Fi + [1 + 01] Fi a ln Pit) pe! ‘ 


(@ —1) 
ol) FM + ois) Fi — [1 + on Fi’ = pi), 


This is a system of linear equations in the F!“!. If the series converge 
it is obvious that every system of values z,— 2x,(u,,---, ¢,) which satisfies 
the system of equations 

(12) Fi —0 isin isicil 


also satisfies the system of algebraic equations 


(d—1) 


(13) Pid =0 (i= 1,--+, m). 
Conversely, every system of values 2,— 2,(u,,--:,@,) which vanishes for 
u,—--:=u,=0 and which satisfies the system of algebraic equations 


(13) also satisfies the systems of equations (12), for the determinant of 
the coefficients of the F'!# in equations (11) is a power series in 2, -- +, Z,; 
14, °**, #, Which is distinct from zero if the |x,|,---, |u,| are sufficiently 
small, since it has the constant term unity. Hence equations (12) and (13) 
are equivalent in the sense that they define the same functions of u,, ---, u, 
in the neighborhood of the origin. **) 


(d—1) 

For w4,=-:-=u",=0 the equation P) admits 4,=---=2,=0 
as a solution of multiplicity @,. It follows therefore that for u,=---=",=0 
the system (13) admits 7, = --- = 2,—0 as a solution of multiplicity**) 


at least equal to [[4, and since the eliminant of the terms of lowest 


i=1 
degree d, in each equation is the eliminant of the characteristic polynomials 


*) The double subscripts on the multipliers in these equations do not have the 
same significance as in equation (9). The first subscript here indicates the value of k 
and the second agrees with the subscript of the associated J’. 
**) See note at the end of the paper. 
***) Netto, Algebra II, § 403, p. 94. 
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fi? = 0 and by hypothesis is not zero, it is seen that the multiplicity is 
exactly [ [4 .*) The same is therefore true for the system of equations 


Fao. 

Subject to the convergence of the series employed, we have then the 
following theorem: 

Theorem IV. If F'i(a,,---, 7,3; uy,-+-, uy) (i= 1,--+,m) is a system 
of power series in %,, ++, L,3 Uy,*** by» Of order d; and if the system of 
characteristic polynomials f{*)(x,,--+,2,) has an eliminating determinant 
which is distinct from zero, then the system of equations 


; PAA (ay, +++, 245 fhyy **%y My) = 0 (i=1,--+,n) 
admits exactly [ 4 solutions for 2,,---,Z, a8 functions of u,,---, uy 
which reduce to 2, =—---=2,=0 for u=—---=—y,=0. 
Part IL. 
Convergence. 
§ 5. 


A dominant system of polynomials of degree d. 


There are infinitely many ways of reducing a system of power series 
to a system of polynomials by the method which has just been described. 
In order to complete the proof of Theorem IV it is necessary for us to 
show that at least one of these ways results in series which are conver- 
gent when the original series are convergent. The proof of convergence 
which is here given is by means of dominant functions. 

As a first step in this proof we construct a system of polynomials 
homogeneous of degree d, corresponding to the /;? of § 1, which has 
an eliminating determinant distinct from zero, and a polynomial Mo 
corresponding to p™ of § 1, such that the equation corresponding to 
(1) admits solutions which dominate the solutions of (1). Let the new 
system of polynomials corresponding to the f{“) be ex“ (i=1,---,m), 
and let the multipliers corresponding to the {¢-*) be X,°) (d—d,=4)). 
Then the equations corresponding to (1) are 
(14) > eaAX0 = Mo, 

i=1 


*) I have not been able to find a theorem covering this last statement. A proof 
for it will be given in a subsequent paper. 





>in hon a OnklULSS!!lUrMem,lCU eS 
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where ¢ and ¥ are constants, and we will take 
o@ — > 24(2, +H, --°+ t_)°%. 
i=1 


If we put 
t+ Mts + a=, 


n 
o® — Saji, 


i=1 


then 


and an obvious solution of (14) is 
(15) X/) = = gi, 


We shall show that « (depending upon the /{ alone) can be chosen so 
small and M (depending upon the p alone) can be chosen so large that 
equations (1) admit solutions which are dominated by (15). We cannot 
prove that all of the solutions of (1) are dominated by (15) for the o¢-“ 
contain arbitrary constants so that no polynomial dominates all of the 
solutions of (1). It will be sufficient to prove that some of the solutions of 
(1) are dominated by (15) and to show how such solutions can be obtained. 
Let us consider further the solutions of (1) 


(1) za pPOf {0 = pi (d,+ 6,=d), 
i=1 

where the g/“) are homogeneous polynomials of degree 0; with undeter- 
mined coefficients «,,. We assume that the system /f;“) has at least one 
eliminating determinant A which is distinct from zero. This determinant A 
will contain as many rows and columns as there are terms in the com- 
plete homogeneous polynomial of degree d in m variables, viz.*) 

aint )---od—N) _ p 
Except in the simple cases where m = 2 or where d; = 1 (i=—1,---,m), 
the total number of coefficients «,, in the system of complete polynomials 
9,9 is greater than R. In the exceptional cases it is exactly equal to R. 
The determinant A+ 0 having been chosen the superfluous @,, can be 
taken equal to zero. Then the remaining «,, will be determined uniquely. 
It will be convenient to let the subscript k on the undetermined coeffi- 
cients a,, run from 1 to R. Let the coefficients of the polynomial p® 
be denoted by C,,---,C,. Then the linear equations in the a@,, can be 
so arranged that the solutions have the notation 


*) Netto, Algebra, Vol. IJ, p. 2. 
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R 
4, 


sis a 
i=1 


(16) ip C, (k=1,---, R), 
where A,, is the minor obtained by suppressing the 7” row and the k* 
column and a.iaching the proper sign. 

The polynomial 


6 = >a (x, + yore + x, )% = >)ajist 


i=l i=1 


is a complete polynomial of degree d, for st is a complete polynomial of 
degree 0,. Hence if there is a term in the complete homogeneous poly- 
nomial of degree d which is not in 6, its degree in z, is less than or 
at most equal to d,— 1 for every i=1,---,m. Its degree in 2,,--+, 2 
is therefore at most equal to 


which is of degree less than d. Hence there is no such term and o® is 
a complete homogeneous polynomial of degree d, the coefficients of which 
are positive and not less than unity. It can be written 


(17) o— SA, 2 att ah ape a” (ji +Je+ "pig +j,=4), 
j » 


where A,..., are positive integers. 
1 


‘Sn 
The polynomial p™ can also be written 


(18) 2 ©, --ig Ay, inh ay pi ai" Gitjet +i = 9); 
3 


where C is a positive constant, C,.. : in| < 1 and at least one C,. -5.|= 1. 


The A,... j, are the coefficients of the corresponding terms in o. Hence 
6 > p/C. Dividing through equation (16) by C we have 
° R 
, 4, ¢ 
(19) Oe So. 
i=1 


C. 
The fraction z is one of the quantities _ = he A,. and the fraction 


$n? 
4,,/4 is a certain number which depends only on the polynomials /;%, 
Let D be the maximum A,,/A} and A the maximum A,...4,- Then 


ee. / 
{<> DA=RDA=-H (k=1,--+, R), 
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and consequently 
(20) GO <CH Sabah. --a  (Gytiat--+5— 4). 
j 


If then we take M=C the right member of (14) dominates the right 
member of (1) as is shown by (17) and (18). If we take also 

<= BH, 

é 
the solutions (15) become 
(21) X%) = CHs*. 
Comparing (20) and (21) it is clear that 

pi) < X%, 


§ 6. 
A dominant system of polynomials of degree greater than d. 
If the degree of the polynomial in the right member is greater than d 
we have from equations (3) 


(3) wit fd —_ per, 
Let us compare the solutions of this with the solutions of 


(22) Ps sak X i+ = Mos' > p+? 


i=1 
where «¢ is the same constant as before. One solution of (22) is 
(23) x44 — EM ata. 
» é 
We wish to show that (3) admits solutions which are dominated by (23). 


The polynomial p“+” can be broken up into polynomials of degree d 
multiplied by power products of the z’s of degree 1, thus 


(24) yO" _ oe Mo ae. wi ai (j, +jgtee+ +), = a), 
j 


where py ..j, 48 @ homogeneous polynomial of degree d and B, is 


the polynomial coefficient of a*2*--- 2 in s', or stated otherwise 


> A ee ine g§ (jt jgte*s +5,= 4). 


3 
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This is by no means a unique process. It can be done in infinitely many 
ways. Likewise the polynomial Mos’ can be broken up in the same manner, 


Mes a = Mo” 2B, “a a? a a = Sx, 7 a” yy s*, 
where wl j, are polynomials of degree d. The method of breaking up 


the polynomials, obviously, can be so chosen that <. te Mo, that 
is to say, they are all alike. If then for all j’s such that j,+j,+---+j,—4 
we have -.. in * .. j, it follows that 


ptt? < Xr, 


In order to see this consider the solutions of the equations*) 


> i Wot =P. in 


i=1 
and 


a 
& ys (d) came (d) (a) 
> an a ors Mo" > we 


i=1 


Since the right members are polynomials of degree d it follows from 
§ 5 that (26) admits solutions such that 


¢ (63) 7(04) 
(27) Wi i,---in oy 


M 
is 


Multiplying (25) by B, axe... 2’" and adding with respect to the 


Jn 
combinations of the letters j we get 


(04) z? a in y°? ja Je In 
a %e- “dn B,. a °%, < Yin: “In B,. ja" vs a, 


M 04 Ji pte in 
aes & id p22 7s oe” ° 


or finally 
oir <- M ii+2 > X; (0g +) 
since 
v (4) ji Jo. ak Jn — (i +4) 
aa Y;;,.. wlie Mig *Iyg zy xr %; ‘ 
It remains to show that we can determine the polynomials 
(d) (d) yd) 
P,,...4, E%...5, 7 MO. 


Consider any one of the polynomials 


() eo? aa 
Me By... Bs a, x 


—- 


» See proof of Theorem I. 
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of (25). The coefficient of any term in it is positive and less than the coef- 
ficient of the same term in Mo )s*, Each coefficient is therefore a certain 
fractional part of the coefficient of the same term in Mos’. For the 
corresponding coefficient in the corresponding polynomial 
Phe ip Byte 
of (24) take the same fractional part of the coefficient of the same term 
in p+, Since the coefficient of the term in Mos’ is positive and 
greater than the absolute value of the corresponding coefficient in p'¢+? 
it follows that each coefficient in 
(d) a Ja Jn (d) = ee in 
MOB, sy By Uy Ty Hy By yy Uy Ly 


is greater than the coefficient of the corresponding term in 
Ja jn 


p® ex ee 
divin” Savin 12 n* 


That is 


‘d (a) (d 
Mo” =x”. ca 


for every combination of the letters j. Therefore if the solutions are 
obtained in the manner indicated it follows that 


a X , . 
(28) git < s sith X 0:42), 


§ 7. 
Construction of dominant power series. 


Let us suppose that the power series F’{*) of Theorem III converge 
for z,=u,—=1. Let us set 
1 
"“a-G-w = 
Then there exists a positive constant M such that the series 
(29) Lia = Pt + Mat + MV 
. ’ 1—8 
dominates the series F{“) aside from the characteristic polynomials; and 
the series 


a Ms 
(30) LY =n Moo 4 2% oe 
dominates the series 
Gia -> FY 
j=d 
of equations (8) provided 
nB ms 1 


Cc>- M. 
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The constant « is defined as in § 5, B is the greatest coefficient in 
st = (4, +4,+-+-+2,)* and 
o=—l-—vy, 
where v= KV and K>1. It will be seen later, equation (36), that K 
is a power series in V with positive coefficients satisfying this condition. 
By the process which has been previously described multipliers A, 
of order 0; can be determined such that 


, ~y 
(31) Aa Lia + LO = Ty», 
= 


where TT'*—» is a polynomial of degree d — 1. 


§ 8. 
Proof of convergence. 


It is sufficient to prove that the solution of equation (8) converges, 
for if this converges so also does the solution of equation (6) converge. 
Equation (31) corresponds to equation (8). We wish to show that (31) 
admits a convergent solution S, and that equation (8) admits a solution 
which is dominated by S and is therefore convergent. 

In order to find a convergent solution of (31) let us take 

. bi 
(32) Ava — canae. 
With this value for A/* the expression 


> Aa Lid + 1 








i=1 
becomes 
n 
>| . o—Cs + nMs?@ + - —n 
i=1 


If we add and subtract M(1 — @)s* to the numerator of each fraction included 
under the symbol X we obtain 
> [= Cents’ + Ms* — Ms*(@—Cs)+{—(1—o) Ms* + CM Vs") ] 


o—Cs 





t=1 


(a2) __ d 
+olte + See 


o— Cs 








Th 
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which is equal to 











Ce Said i—_n Ms* of — bye 
Ms* ¥ (1—o)M 1—ei 
= ap a gee —"" 
Cc 
Ms* Ceo —n Ms" 
ieee — a 


Since 


n 
@) > ati shi 
i=1 


this expression at once reduces to 


ad’ = - apy. 
: (i—o)M =} 
(33) pe. 


Cc 





which by the remainder theorem of algebra will be a polynomial in s of 
degree d—1 provided @ satisfies the relation 


‘ @\¢ CV . @\oi 
G4) "(G) - 1-8 (¢) -° 
i=1 
We have already seen that for V = 0, m must reduce to unity. Let us 


take therefore a = 1 — v. On dividing through by n(@): and multiplying 
by (1 —@) there results 


(35) v= — cry (; . 5)" (since d,+ 6,—d), 


i=1 


which has a unique solution for v as a power series in V vanishing for 
V=0. Since the right member of (35) is expansible as a power series 
in v with positive coefficients one sees that the solution for v is also a 
power series in V with positive coefficients, thus: 


(36) v= (2 z= C%) V + higher degree terms. 


i=1 
The polynomial which is the right member .of (31) is therefore 
a 1—yv\¢ a fs (1—v\% 
oc =— s*— 
ay mee lye CET or Ca) 
Lore? ees 
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The coefficients of this polynomial are themselves polynomials in »v and 
therefore convergent power series in V. The coefficient of the general 
term, s‘-"~*, is the sum of the terms in 


om Efe -or eer 


the exponents of which are positive or zero. But since from (35) the 
sum of all terms in (38) is zero it follows that the coefficients of s’-¢- 
are equal to the terms in 


(39) c 





ov> (; © "| 


which have positive exponents, and these terms are obviously expansible 
as power series in V with positive coefficients. For example, suppose d, 
is smaller than any other d,. Then the coefficient of s*-“~' is 


5 (nv(*57)"— 7}, 


and by (35) this is equal to 


tlord ee“ 


If in (38) r>d_, the greatest d;, then there are no terms in (38) 
with negative exponents. These coefficients therefore vanish by (35), and 
the polynomial TI’-» has no terms of degree less than d—d, in s 
agreeing in this respect with the polynomial Q,“~” of § 3, since 0, is the 
smallest of the @,. 

We find therefore that multipliers A! which are expansible as 
convergent power series iN 2,,---,%,3 Uy,***,@, and a polynomial 
TI¢-» in 2,,---, 2, with coefficients which are convergent power series 
in wy,-+*, #, exist such that 


(40) > Asa Li + Li = Ty¢-», 


i=1 


It is clear that equation (40) can be solved in the same manner as 
was equation (8). Since the series Z dominate the series F' and since 
the series A (32) are expansible as power series in s with positive coeffi- 
cients and since « has the value indicated in § 5 it follows that solutions 
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for (8) can be found which, step by step, are dominated by the solutions 
which have been obtained for equations (40). The polynomial Q,‘¢-» is 
dominated by the polynomial TT¢-» the coefficients of which are con- 
vergent. Hence the multipliers ,° and the coefficients of the poly- 
nomial P,“-» obtained in the manner pointed out in §§ 5 and 6 are 


convergent power series. The proof of the theorems stated in Part I is 
therefore complete. 


The University of Chicago, March 27", 1911. 


Note: The following theorem has been given by Hugo Kistler: Jedes 
analytische Gebilde 2(n—k)*" Dimension wird ausgeschnitten durch Funk- 
tionen, die in n —k Variabeln Potenzreihen, in k Variabeln ganz rational 
sind (Uber Funktionen von mehreren komplexen Verinderlichen, S. 19. 
Inaugural-Dissertation, Géttingen 1905). 





12° 
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A method for determining the solutions of a system of 
analytic functions in the neighborhood of a branch point. 
By 


Wiuti1am Duncan Mac Mituan of Chicago (U. S. A.). 


Introduction. 


Let us suppose that z,,---, 2, are defined as functions of a para- 
meter uw by the equations 


F,(%,, +++) U3 uw) = 9, (¢=1,--, n) 
where the F,(x,,---,2,; w) are analytic functions of the arguments and 
regular at the point z,—---=—2z,=—u=—0. Let us suppose that for 


u =O the terms of lowest degree in the expansions of the F, in the 
neighborhood of the origin are of degree d,; in x,,---, x,, that is the F, 
are of order d;, and that the system of characteristic polynomials /,(z,,.---, z,) 
have an eliminating determinant*) which is distinct from zero. Under 


these conditions the system of equations F,=0 (i=—1,---+,m) admits 


exactly [Ja solutions for 2,,---, 2, which vanish with uw. It is the 
i=1 

purpose of this paper to show that, if there is but one parameter u, these 

solutions are expansible as power series in integral or fractional powers 

of uw, and to show how these solutions can be obtained. 

If there are more parameters than one, say u,,---, “,, Solutions as 
power series-in integral or fractional powers of w,,---,u, do not in 
general exist if the orders of the F; are greater than unity. This is 
shown by a simple example. Take 

v?— 2u,2 + uz = 0. 
The solutions of this equation, 
e—=+u,+Vu,? — 4°, 


*) For the definition of these terms the reader is referred to the preceding 
paper ,,A reduction of a system of power series to an equivalent system of polynomials“. 
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clearly, are not expansible as power series in mw, and w,. But the several 
parameters u,,---, ~, can be thrown upon a single parameter 


= 
and the solutions can be obtained in terms of the parameter wu by the 
methods which are here described. 


§ 1. 
First typical example. 


Before entering upon the analysis of the general case we shall develop 
the solutions of two typical examples. These examples will illustrate the 
method and exhibit some of the peculiarities which can present them- 
selves. We will take as a first example 


F,(a, 95 w) = (2° +y9) + (e+ Pu + (82—y)u?+ wt =0, 
F, (x,y; w) = 2 +(x@—y)p?+ =0. 
For convenience let us write these equations 
Fy= f+ Out hur + HOut= 0, 
F=f + Mut + f£ur= 0, 


(1) 


(2) 


where 
fO=ae+y’, fO—2, 
fPmt+y, f=-2-y, 
the f{ being homogenous polynomials in x and y of degree k. Using the 
upper indices on the /{ and the exponents on the mu as coordinates of 
a point we construct a Newton polygon for each of the equations. 
The line having the greatest slope 
is numbered 1, the next greatest 
slope is numbered 2, and so on. 
The tangent of the angle between 


We 


Fig. 1. 


9 
- 


the line 1 and the f-axis is >" 
substitute in (1) therefore 

3 3 
(3) w=—Eut, y=qe! 


and obtain after removing the factor 
12 16 
uw’ from the first equation and u’ 


from the second 
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(4) F, (6, 0; w) = (+0) + (+n*)u? + (38—n)u? +H? = 0, 


5 


Fgau)— 8 + 8-7 +p? =0. 
For uw = 0 equations (4) reduce to 
e+ i°=0, 
5) 
© e+e —y =0. 


From the latter equation we have 7 = £(&*+ 1), and this value substituted 
in the first of (5) gives 

(6) S°[(6' + 1)°+ 1] = 0. 

Equation (6) admits 48 solutions, six of which are zero and 42 of which 
are distinct from zero and distinct from one another. The value — = 0 
makes 7 = 0 and these solutions do not give us anything, but each of 
the other 42 gives the first terms of a solution of (4); for, if § = &, 
=) is one of the nonvanishing solutions, and if we substitute § = & + &,, 
% = % +, in (4), then all of the terms independent of &, 7,, and wu 
vanish, but the linear terms in £, and », do not vanish. The deter- 
minant of the coefficients of the linear terms is the jacobian of (5) for 
— = £,, 7 = mp, and since each of these solutions is a simple solution of (5) 
the jacobian is not zero. Therefore the determinant of the linear terms 


is not zero and one can solve for & and y, uniquely as power series 
1 


in w*. There is therefore a group of 42 solutions of (1) for « and y as 
1 2 
power series in uw’, commencing with the term u’. 

The tangent of the angle made by the line 2 in Fig. 1 with the 
f-axis is = A second group of solutions will be obtained by the sub- 
stitution in (1) of 

2 2 
(7) a=Eu>, y=qpe. 
12 
This gives after removing the factor w* from each equation 


1 8 
(8) F, = 8+ 6+ 3&—4 + (+ u*)u® + we =0, 
3 4 
Fy=& —y4 +m + by? = 0. 
For u = 0 equations (8) become 
$+ n°+3—E—y =—0 
(9) + 4° +3§—y=—0, 


§—71=0. 
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The second of (9) gives =, and substituting this value in the first 
equation we have 


(10) g( 41) 0. 

Equation (10) admits 5 solutions for — which are distinct from zero and 

moreover are simple solutions. Hence (9) admits five nonvanishing solu- 

tions for § and y. If = &, 7 — x is one of these solutions and we 

substitute § = & +, »=—7)+ 7, in (8) we see readily that one can 
1 


solve uniquely for —, and », as power series in «®. Equations (1) there- 
1 


fore admit a group of five solutions for z and y as power series u® each 
2 
of which commences with the term u°. 


The tangent of the angle which line 3, Fig. 1, makes with the 
f-axis is 1. Therefore we substitute in (1) 
(11) o=miu, y=qu. 
After removing the factor u* we have 


F, = 3§ —y + ut (&4+ yu? + (6 + 9) = 0, 


ae fe 
2= §—yn+1+8u =0. 
On taking u = 0 there remains 
3§—-y= 0, 
§—y=-1, 


which has the single solution § = = 7= >: On substituting § = . +6, 


y= . + 7, in (12) we can solve for §, and 7, uniquely as power series 


in w. Equations (1) therefore admit a single solution for and y in 
integral powers of uw. 

Finally the line which is not numbered in Fig. 1 suggests the sub- 
stitution z= §u*, y=yu*. But this substitution leads to the equations 


3§ —7+1=0, 
(13) +1=0. 


The latter of these equations is a contradiction, and there are no solutions 
for this substitution. 
We have therefore found 
1 
42 solutions proceeding in powers of wu’, 
1 


5 


1 » ” ” » 2» #3 


ry 
” ” ” ” ” u , 
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altogether 48 solutions. From the theory of elimination we know that 
the system of equations (1) admits exactly 48 solutions and that each of 
them vanishes with wu. We have therefore effected a complete solution 
of these equations for uw sufficiently small. 


§ 2. 
Second typical example. 


As a second example illustrating peculiarities not occurring in the 
first example, we will take 


Faot(etyte ete? — -0=fO+ 4+ fr, 
(14) Ray+(e—yts yew 0 OF FOU +H’, 

Fea P+ (att yt en)et cut t wt 0 — OF AO + HOw thu 
We will construct in the same manner as in example 1 the Newton 
polygon for each equation and number the lines commencing with the 
one which makes the smallest angle with the f-axis. If two lines in 


different polygons have the same slope they are given the same number. 
There are thus two lines in Fig. 2 numbered 1 and two lines numbered 3. 


Fig. 2. 











nN 





3 


F,=0, 


























F,=0. 


Proceeding as in example 1, the first line gives the substitution 
3 : 3 
o=Eu*, ym, 2=—fy*, 
which results in the equations 


1 
Fy= 8 +(E+4 +8)u* +u =0, 
5 
(15) Fy= oi t+t—4 +§ +p? =90, 


Fee O+ B+? + bb + Fue + uw? = 0 
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Putting » = 0, there results 


- —_ 0, 
(16) w+ (&—4 + 6) =9, 
+ (E+ 7°+ &£) = 0. 
Putting § = 0 in the second and third equations, we have 
i—n1+t=0, 


The elimination of = 4(1—~7*) gives 
n(n? (1 — 9°) + 1] = 0. 
Removing the factor 7%, since it does not give a solution different from 
zero we have 
w(l1—7*)+1=0, 
(20) §=7(1—-7), 
B= 0. 


Equations (20) admit 18 distinct solutions in which &, y and € are not 
all zero, but from the last equation it is seen that each of these solutions 
is a triple solution. 

Let § = 0, 7 = mo, = & be one of these solutions and let us sub- 
stitute §=0+5,, y= m+7,,F=&4+§ im (15). The determinant of 
the linear terms in &,, 7,, ¢, will vanish since the solution 0, y, & is a 
triple solution of (15). But since the jacobian of (17) is not zero for 
—E=0, 7 = %, = &, the determinant of the coefficients of 7, and §, in 
the last two equations of (15) is not zero. These equations can be solved 

1 
for 7, and £, in powers of & and w*®. On substituting these values in 
the first of (15), we get 


(21) 62+ u? P(t, u*) <0, 


where P(¢,, 3) is a power series in &, and a There are therefore 
three solutions for —, proceeding in powers of “a or in fractional powers 
of a. 

We have thus determined 54 solutions belonging to group 1 each 
of which commences with 43, though the coefficient of a3 in the solution 


for z is in each instance equal to zero. . 


The line numbered 2 in Fig. 2 gives the substitution «—£u?, 
1 1 


y= u*, =u", which in turn gives, after removing the factor uw, 
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1 
B+ (E+ +8) +u?=0, 
1 3 
(22) E—n+E+u? —p?=0, 


1 
P+ y+sFt+(O+s)ui tu? =O. 
For « = 0 these equations become 
f+E+yn+¢ =0, 
(23) E—y7+¢ =0, 
e+ ”n? + Ef =). 
Replacing 7 = & + € in the first and third equations by its value from 


the second, we get 


e542 +2¢=—0, 
(24) s+ 26 + 26 


(E+) (28+6) =9. 

Taking ¢ + 2 =0, the first of (24) becomes §(§&*—2)=—0 which has 
two solutions different from zero, § = + V2. Hence two simple solutions 
of (23) are $—=—y—— ~f=+Y2. The factor (+f) —0 of the 
second equation of (24) reduces the first equation of (24) to &* = 0. Hence 


——»=€=0 and no solution is obtained. The substitution z= §u?, 
1 1 
y= pu", =u" gives therefore a group of two solutions commencing 
1 . 
with w?. 
The lines numbered 3 in Fig. 2 give the substitution r= fu, y= yu, 
z= {u, which in turn gives us the equations 
E+n+o+ 1484 =0, 
(25) E—a+S— wt+np'=9, 
P+ y+ ee t+stut Ou=0. 
For « = 0 equations (25) reduce to 
, E+y+6+1=0, 
(26) E—n +6 = 0, 
Bt tt e+e—0. 
This system of equations has but one solution which is distinct from 
zero, viz. § = 4 = — + €=0. Thus lines 3 of Fig. 2 correspond to a 


group of one solution which proceeds in integral powers of wu. It is easily 
verified that the line not numbered in Fig. 2 does not correspond to any 
solution. : 
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We have found therefore 


1 
54 solutions commencing with u°, 
1 


2 
1 


2 
” ” ” “,; 
” ” ” H; 


Thus we have obtained 57 solutions, but the theory of elimination shows 
that there are 60 solutions which vanish with u. We are therefore short 
three solutions. It is not difficult to see what has become of these three 
solutions. Indeed the theory of elimination would lead us to expect that 
equations (23) admit four solutions which are distinct from zero while as 
a matter of fact there are only two. Likewise we should expect equations 
(26) to admit two solutions. As there is but one finite solution the other 
must be regarded as infinite. Thus two of the solutions of (23) have 


become zero and one solution of (26) has become infinite. This suggests 
1 
a group of solutions intermediate between u* and wu. A comparison of 


equations (23) and (26) shows that the terms of lowest degree in (23) 
are the same as the terms of highest degree in (26), viz. 
A=§ +9 + f, 
(27) A ™=——E—y7 +, 
P= E+ att €. 
One verifies readily that the eliminant of these three polynomials is zero, 
for each of them reduces to zero if we take § = — {, y = 0. 
We make now the substitution in (14) 
L=e— at ay wu’, 
(28) ae 0+ Y; wu, 
e=+4,, 
which gives us 
[—4,4+2,07) + [4 +yJ)ut'+ w=, 
(29) ys‘uf? + [2,—y,]u?t*— we = 0, 
2° + [x2+ 9,7) m2+? — 2,2,6%t! — 2? 40,0? +? + ut = 0. 
Since 8 is unknown these terms cannot all be plotted, but for 6 = 0 the 
Newton polygons for (29) are the same as Fig. 2. If now we let # in- 
crease from zero certain points remain fixed while certain others to which 


arrows are attached move to the right. The angle between the line 2 
and the f-axis increases as the point corresponding to /,‘) moves to the 
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right, and for p = < the line 2 passes through the point /,, and for 


this value of 6 the polygons are as in Fig. 3. 


Pig. 3. 





. s 





F,=0 F,=0 F,=0 


As this point, /,, is a fixed point the line 2 cannot move any farther, 
hence we take p=+- For this value of 6 the tangent of the angle 


between line 2 and the f-axis is = Hence in (29) we substitute 6 = ; . 


2 2 2 
a,= np, y, = qb , 4.= cu*. After removing the factor u* from the first 


and second equations and w* from the third equation, there results 
1 2 
[—S+E+y+1) + 30Eus — doe u* + oy —0, 
(30) [§—4] + - r . aN 
—SE+ N+ (P+ e+elut+ Sur + wr —0.. 
For u =0 we have 
—@+&+7+1=0, 
(31) §— 7=0, 
— §(§+1)=0. 
The value = 0 obtained from the third equation must be rejected since 
for this value all of the first terms of (28) become zero. The remaining 
factor gives § = — 1 and from the second equation we get 7 =— 1. The 
first equation now becomes (*=— 1. Hence = — @, where @ is one of 
the three cube roots of unity. Equations (31) have therefore three simple 
solutions which do not reduce the first terms of (28) to zero. Hence (30) 


admits three solutions fer & 7, € as power series in w* so that 
2 1 
t= op + up, (us), 
1 
2) y= 0 +ap,(u), 


s—— op! + vo,(n*). 
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These three solutions are different from the other 57 solutions which we 
had found so that we have obtained the complete system of 60 solutions. 


§ 3. 
A preliminary theorem. 


Before entering upon the discusion of the solutions of a general set 
of equations it is necessary to establish a certain proposition relative to 
multiple solutions of a set of algebraic equations. 

Let 


(33) f= FO + fFO+ ese + fii-D + fd + ee +f =0 (i=—1,---, n) 


be a system of algebraic equations of degree d, in 2,,---,2,, where the 
f{ are polynomials in 2z,,---, 2, homogeneous of degree k. Let us sup- 


pose further that 


(34) fF =fP=:--= {i-) =0 (i=1,---, m). 
Then z,=---=—2,=0 is a multiple solution of order a, of the equation 
of system (1). It is known that z,=---=—2,=—0 is a multiple solution 


of the entire system (1) of order at least equal to TT =a. In his 
i=1 

Algebra (Il, § 403, p. 94) Netto says that im general its order is not 

higher than a and proves his statement by an example. He does not 


give the cunditions for which | [o.- a will be the exact order of multi- 
i=1 


plicity. 
In order to learn this let us substitute in (33) z,—0&, with the 


conditions upon the &, that de- 1. On account of the relations (34) 
the factor 9% can be sine from each equation, these factors corre- 
sponding to the TT solutions z,=---=—2z,=0. If now there exist 
other solutions ies = 0 we must have 


(35) Fi (Ex, +++, &,) = O (i= 1,-++,m). 
In order that this system of equations may have solutions in which the 
—, are not all zero the resultant must vanish, and the vanishing of this 


resultant is characteristic of the existence of a solution in which the &; 
are not all zero. 
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One concludes therefore that the system of equations 
f= ff? + fier D4 --- + f{%=0 (i=1,---, m), 


where the /{” are homogeneous polynomials of degree j in 2,,---, % 

admits z,=—---=2z,=0 as a solution of order ] | a, exactly if, and 
i=1 

only if, the resultant of the polynomials /;“#(z,,---,2,), i=1,-+-,n, is 

not zero. 


n? 


§ 4. 
The general case. 


Let us suppose now there is given a system of equations 


(36) F,(2,, sey D5 “) =0= ny +" + ++] + fy? + > ge + oly $ °+ 


+ [A + +---|wit--, (i—1,---, 
where = are homogeneous polynomials of degree @ in z,,---,2,. Re- 
garding « und 6 as the cartesian coordinates of a point the term fu’ 
can be plotted as the point (6,«) in precisely the same manner as for 
Newton’s polygon. If all the terms in any one of the equations of (36) 
be plotted in this manner all of the points so plotted will lie in the first 
quadrant since in every case « and § are both positive. Each equation 
will, of course, require a separate map. In these maps we will call the 
horizontal axis the u-axis and the vertical axis the f-axis. 

Let us suppose these maps have been made. The first point occurring 
on the f-axis in the *” map is the point f, ~ , and its coordinates are (0, a,). 
The first occurring on the w-axis in the * map is the point oo u’', and 
its coordinates are (j,,9). Let us pass a line through the point f°? 
coinciding at first with the f-axis. Then let the line be rotated in the 
positive angular direction upon the point ag as a pivot until it strikes 
a second point which we will call p,,. In case it strikes several points 
at once let p,, be the point farthest from the pivot Let the rotation of 
the line be continued in the positive direction upon p,, as a pivot until 
it touches another point p,., or if it touches several points at once let p,, 
be the one which is farthest from p,,. Continue the rotation upon pj,» 
as a pivot, and so on until the line finally touches the point Ay uw on 
the u-axis. The straight line through the points i and p,, we will 
call L,,; the straight line through the points p,, and p,. we will call L,,, 
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and so on. Then the points pce and Ae uw’ are connected by a broken 
line which forms a boundary between the region in which degree points 
exist and that in which they do not exist. 

Of all the lines L,,, i= 1,---,m, let the one which makes the smallest 
angle with the f-axis be denoted by l1,, the one which makes the next 
smallest angle by /,, and so on until we have numbered one which passes 
through one of the points on the u-axis and then let the numbering 
be stopped. If it should happen that several of the lines L,, make the 
same angle with the f-axis let them be given the same number. We shall 
show that in general to each of the lines so numbered there corresponds 
a group of solutions. 

Commencing with the line 1, we denote by ¢, the tangent of the angle 
which it makes with the f-axis, and make in (5) the substitution 


a, = § a". 
This substitution transforms every term 


Cc (a,,-++,%,)u? into fie (» +2, &)weate, 


Let us now take in each map a line through the origin parallel to the 
line /, and move them parallel to themselves until each of them touches 
one of the plotted points. The points touched in each map will be the 
point (0, a,), since 1, makes the smallest angle with the f-axis. They may 
touch other points also but at the moment this is immaterial. The 
equations of these lines J;, are now at,+B=—t,a,, i=1,---,n. These 
lines divide the points in their respective planes into three classes. For 
all points to the left of these lines at, + 6 <t,a,. For all points on the 
lines at, +8 =t,a,, and for all points to the right of the lines at, + 6 >t,a,. 
But all of our plotted points lie on the line or to the right of it. Hence 
the exponent of mw in the term /.“(&,,---,§,)uw**? will be greater than 
or at the smallest equal to t, a; Hence after the substitution the 
i equation can be divided through by ws. We will denote the 
equations after removing this factor in uw by the term equations in &. 
Let us now take «1 =0 in the equations in & Then all of the terms 
will disappear except those which lie on the lines /,,, and the equations 
will become algebraic. These algebraic equations will be called the 
characteristic equations of group 1. The map which defined the line 1, 
has at least two points on this line. It may have more but it has at 
least two. The other lines /;, in the other maps will in general contain 
only one point, but it can happen that they too contain two or more 
points. 
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The highest degree in each equation in &,,---,& of the polynomials 
corresponding to these poiuts is a,. Let us suppose that the ordinates 
of the lowest points (those nearest the w-axis) on the lines /,, are a,,. 
Then the lowest degree of the polynomials in each of the characteristic 
equations will be a,,. If it should happen that some of the lines |, 
touch but one point, then for such values of i we will have a,—a,,. The 
characteristic equations of group 1 can be written 


(37) fy Of te +h” (i= 1,-+-,m) 
(arguments §, ae g,)- 


The nonvanishing solutions of equations (37) furnish the first 
terms in the first group of the expansions of the &,. Since by 
hypothesis the resultant of the — is not zero, equations (37) admit 


| [, solutions, but if none of the a;, equals zero then | [.: of these 


i=1 i=1 
solutions are —&,=---=—§& —0. These zero solutions obviously do 
not furnish the first terms of any expansions. If the resultant of the 


polynomials a is not zero, then the number of zero solutions is exactly 


To. and the number of solutions of (6) in which the &, are not all 


t=1 
zero is exactly s s 
‘ie a; -[] Gy- 
i i=1 
We will hereafter denote these two classes of solutions by the terms 
vanishing and nonvanishing. 

Suppose now that &,— §& is a nonvanishing solution of (37). If we 
substitute £;=— § + §&® in the equations in &, then all the terms inde- 
pendent of & and w will vanish since these terms are the same as the 
terms in (37). The determinant of the linear terms in &," is 


na (i,j=1,---, mn) 


for the values &,— §,, and consequently will not vanish if &;=— & is a 


simple solution of (37). We can therefore solve for &” as a power series 
1 


in w%, where t, is the denominator of ¢, which we supposed reduced to its 
lowest terms. If all of the s, solutions of (37) are simple solutions we 
will obtain by this process s, solutions of the equations in & aud conse- 
quently s, sets of expansions 








<a 


or 


— *| -<+= = — OD = rst CO 


i ele ee eee eee, ee a |e Ok 
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aod on( 2) 
a= EOur+ me ap \as (i=1,---, ), 
1 
which are convergent power series in wu" and which satisfy equations (37). 

If &£;=&® is a multiple solution of (37), then the determinant of 
the linear terms of the equations in & will vanish. In this event one 
can construct a new set of maps for the equations in &) and by the 
process just described separate the branches. If they are not separated 
by a second application of this process one can proceed to a third, and 
so on. The branches will eventually be separated unless two or more 
branches coincide identically in wu, in which event equations (36) admit 
multiple solutions. While one obtains in this way expansions for such 
multiple branches of (36) the method does not carry a proof of their 
convergence as in the other cases. The convergence apparently must be 
proved by some other process. 

This disposes of the discussion of the solutions in group 1, all of 
which are associated with the line /,. We proceed therefore to the group 
of solutions which are associated with the line /,. In each map we take 
a line through the origin parallel to the line /, and move it parallel to 
itself until it touches one of the plotted points. We will call these lines 
in these positions the lines 1;,. It is obvious from the geometry that the 
highest points on the lines J;, are the same as the lowest points on the 
lines J;,. (High and low refer to their distances above the u-axis and 
therefore correspond to the degree in the &.) To the highest points on 
the lines J;, belong the polynomials i which appear as the terms of 


lowest degree in equations (37). Let the @ coordinates of lowest points 
on the line J,, be a,,. “If there is but one point on the line, then a,,—a,,, 
but for the sake of notation it will be called a,;, when classed among the 
highest points and a,, when classed among the lowest points. The poly- 
nomials corresponding to these lowest points are ge where h, Sk, ac- 
cording as 4,, <= 4,,, i=1,--+,m. One of the lines J,, coincides with the 
line 7, so that there is at least one line which touches two points. The 
equations of these lines are 


at, + B= a,b + k, (¢=1,---, m), 
where ¢, is the tangent of the angle between the f-axis and the line /;,. 
If now we make in (36) the substitution 
a= §, us 
one sees, just as in the former case, that the degree in uw of every term 
in the * equation will be equal to or greater than a,,4,+h,, the 
equality sign holding for the points lying on the line J,,. Dividing 
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through by w%*+% and then taking mw equal to zero equations (36) 

will reduce to the terms corresponding to the points which lie on the 

lines J,,, viz., 

(38) fg 9 =f te +h (i=1,---, m). 
We have already supposed that the resultant of the polynomials ma 


is distinct from zero. If we also suppose that the resultant of the poly- 
nomials sage! which are the polynomials of lowest degree in (38), is dis- 
tinct from zero then the system of equations (38) admits precisely 


n n 
s, =] ] a,,—| j a9 
i=1 é=l 


nonvanishing solutions. Just as the nonvanishing solutions of equations (37) 
furnished the first terms in the expansions of the solutions in group 1 
associated with the line J,, so also do the nonvanishing solutions of 
equations (38) furnish the first terms in the expansions (s, in number) 
of the solutions in group 2 associated with the line /,, and the expan- 
sions themselves are obtained as were those in group 1. 

The solutions in group 3 associated with the line /, are obtained in 
the same manner as were the preceding groups. The highest points on 
the lines J,, will be the same as the lowest points on the lines /,,, and 
if the ordinates of the lowest points on the lines J, are a,,, then the 
number of solutions in this group will be 


S83 =] Jo.:—[ [as 
i=1 i=1 


and so on, for all of the numbered lines in succession. If we suppose /, 
is the last numbered line then at least one of the lowest points on the 
lines J,,, has an ordinate equal to zero, that is, at least one of these 
points lies on the w-axis, for we have already supposed that the line 1, 
touches a point on the u-axis. Consequently if the ordinates of the 


lowest points on the lines J, are a, 


im im? 


we will have TT] 4 =°9, and 
i=1 

the characteristic equations of group m corresponding to equations (37) 

and (38) will not admit any vanishing solutions. If a,,,_, are the ordi- 

nates of the highest points on the lines /;,,, then the number of non- 

vanishing solutions of these equations, and consequently the number of 

solutions in group m associated with the line /,,, is 


n 
= ] ] G; m—1 0. 


i=1 
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If now we attempt to find a group of solutions associated with any 
of the unnumbered lines, let us say the one which would have been 
numbered m+ 1 had the numbering been continued, then at least one of 
the lines J, ,,,, will touch only a single point on the y-axis, for this will 
occur in the map which contains the line J. In the characteristic 
equations for the group m+ 1 there will be a contradiction, viz., a con- 
stant which is different from zero equated to zero. This line cannot 
therefore be associated with any group of solutions, and the same is true 
for the remaining unnumbered lines. 

That the unnumbered lines are not associated with solutions of 
equations (5) is also made clear by the fact that we have already ob- 
tained a complete set of solutions, for we have 


5; -| ] a; -] | G1, 
i=t i=1 
n n 

s, =] Js ] J 4%, 
i=1 i=1 
n n 

Ss -| ] a,,— | ] Gis 


and therefore 
Ear ***T sn—] [4 
i=l 


which was already known to be the total number of solutions. 


§ 5. 
The vanishing of intermediate resultants. 
In the above discussion we have made the hypothesis that none of 
the intermediate resultants vanishes. Let us suppose now that the resul- 


tant of the polynomials of lowest degree, eae in equations (37) vanishes. 

Then equations (37) will admit more than [][ vanishing solutions, 
i=1 

and since these same polynomials are the polynomials of highest degree 

in (38), equations (38) will admit less than 


13* 
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n 
] Jo.-] ] a; 
; i=1 


nonvanishing solutions, for certain of the solutions become infinite. In 
this event therefore it will be so that 


+8 4+---+8,<f] Ja, 
i=l 


and we will not have obtained the complete number of solutions. 

The vanishing of this resultant is indicative of the fact that there 
is one or more groups of solutions intermediate between group 1 and 
group 2. Since the polynomials os are homogeneous and since their 
resultant vanishes, they will vanish not only for z,=0, i=—1,---,n, but 


also for certain linear combinations equal to zero, for example 
r+ b,2,=9, 
(39) 4+ b,2,+6,7,=0, 

x, =0 (i= 6, -+-, m). 

If then we substitute 
, + bya, = Fw’, 
y+ ba, + by ts = Fw’, 

x, = F, (i= 2,4, 5,--+, m), 
the terms independent of w’ in the polynomials ie will vanish, but the 
polynomials will still be homogeneous in the Z,. This substitution will 
introduce many new points into the maps, their positions along the lines 
depending upon the value of 6 which, of course, must be positive. In 
general the points which were already there will all remain unchanged 


except the points corresponding to the polynomials reage and these will 
have moved to the right, the amount depending upon f. If the rela- 
tions (39) caused some other polynomial to vanish, then its corresponding 
point also would move to the right. Since is positive the new points 
which are introduced into the maps on any particular line will all lie to 
the right of the first point which was originally on that line, and will 
not therefore affect the polygon except when (39) causes the polynomial 
corresponding to the first point on the line to vanish. The points which 
are independent of 8 we will call fixed points, and the points which de- 
pend upon # we will call movable points. Save in the exceptional case 
when the relations (39) cause some other polynomial to vanish, all of 
the original points remain fixed except those corresponding to the poly- 


nomials aa which are all movable. 
’ e . 
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Let us take now a set of parallel lines * which make an angle 
with the f-axis whose tangent is ¢,*, where t,<t4,*<%. We must now 
choose # and ¢,* so that one of the lines /,* shall touch three points, or 
so that at least two of the lines shall touch two points. If arrows are 
attached to the movable points, the lengths of the arrows indicating the 
rate at which the point moves as # increases, one can usually determine 
the proper value, or values, of 6 by a mere inspection of the map, and 
the slope of the line at once gives ¢,*. The sum of the polynomials 
whose points lie on the lines 1* equated to zero gives the characteristic 
equations of the group. It is understood, of course, that no points lie 
to the left of the lines 1*. If these conditions can be satisfied by more 
than one set of values of 6 and #¢,*, then in general there will be more 
than one intermediate group. 

If there are two or more sets of relations (39) for which the poly- 
nomials ce vanish, then each will define a substitution, and for each set 
there will be a group of solutions. 
























































Fig. 4. 
Accidental relationships among the 
coefficients of the polynomials other 
than the = may cause some of |) YN 
the points which would ordinarily re a 
remain fixed to become movable. It NI | 7 | 
may happen that the characteristi é 
y happ e characteristic F.=0 F,=0 


equations are contradictory. These 
and other possible peculiarities sometimes compel slight modifications of the 
above processes, some of which are illustrated in the example 


(40) F, = 2° + (a?—y*)u + p*=0, 
F,= y+ (?—y*)u—ut=0. 
From the maps of these equations we find there are two substitutions, 
3 


one in #, and one in w*?. Taking first c= —u, y = yu, we find the 
characteristic equations of group 1 


P+ P—=0, +h —7?—0, 
whence §°— y5= 0, or § = 7, where @ is one of the three cube roots 
of unity. With this value of § we find 7 = 1—o* and therefore § = @—1. 
One of these three solutions is a vanishing solution. There are therefore 
hut two solutions in this group. From the maps one would have inferred 
that there were 9 —4=5 solutions. Three solutions have therefore dis- 


appeared owing to the relationships between the coefficients of w in the 
two equations (40). 
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3 3 
The other substitution z—£u?, y= yu? gives for group 2 the 
characteristic equations 
$? i "* +1=0 ? 
g?— "* —1=0, 
which are contradictory. There are therefore no solutions in the group. 
All four of them have become infinite. There are therefore seven solutions 
in the intermediate groups. 
The coefficients of u in both equations (11) vanish for x = + y. 
There are therefore two indermediate groups. Taking first 
c=—9+Fw, y=¥, 
we get 
[—y + au? +[—29 + ew] zu + w=, 
7+ [—29 + Fu" |eu'*? —ut=—0. 


If now we take 8B = ; the middle points in each map will be brought 
into line with the other points (0,3) and (4,0). The slope of the lines 
gives then ¢,* = . - The characteristic equations are obtained by equating 


to zero the sum of the polynomials whose points lie on the line. Hence 
they are 

— 9 — 229 + 1-0, 

+y*— 277 —1=—0. 


These equations have three finite nonvanishing solutions, viz. 7 = 0, 
¥ =, where @ is any one of the three cube roots of unity. Hence the 
first terms in this group of solutions are 
4 
t=—aoy’*, 
4 
y=+ou°, 
and it happens that these are exact solutions of (40). 
For the second intermediate group we take 


c=¥9 tty’, 
‘ y=J9, 
and obtain 
(41) + ew P+ (29 + Fu] zuit? + t=O, 


97+ (29 + Fu] Fp? — w=. 


Proceeding just as in the first group we get 6 = > and the characteristic 
equations 
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y+ 2z9 +1= 0, 

7° + 227 —1—0, 
which are contradictory. These equations therefore fail, and the process 
must be modified. Subtracting the second equation of (41) from the first 
we see that a factor u* can be removed from the result. We replace (41) 
therefore by 
F, = [32y* + 32°97 w + Bu*?] + 2ut-P = 0, 
Fe= P+ [27 +Fwjzwt?—pw =O. 
The point corresponding to 2u‘~-? is a movable point, whereas the cor- 
responding point in (41) was fixed. Moreover it moves, not towards the 
right, but towards the left as p 
increases, while the point 277 ‘+? 
moves toward the right. One sees 
from the maps that the characte- 
ristic equations of (42) will be 
either contradictory or will give 
only vanishing solutions unless the 5 
single line in the first map of (42) F,=0 F,=0 
is parallel to the first line in the 


(42) 


Fig. 5. 





second map, and this will be true for B = = The common slope then 
gives the tangent ¢,** = -- and the characteristic equations 


39°F +2=—0, 
y+ 2797 = 0, 


from which we get 7 = — ; 7,7=— ; - There are therefore four non- 

5 

vanishing solutions in this group, the first terms of which begin with mu‘. 
We have thus a complete set of solutions (40), namely, 


2 solutions commencing with terms in uw , 


5 


+t 
4 ” ” ” ” » UW; 
4 


i Ae . » » » #, 
altogether nine solutions. 

It sometimes happens that while one can locate approximately the 
proper positions of the movable points on the maps the exact positions 
are not obvious. In this event the exact values can be obtained by com- 
bining the substitution immediately following (39) with the substitution 


w= Ful 











200 W. D. Mac Mitray. 


From the maps one knows which terms should be of the same degree 
in uw. One therefore equates the exponents of wu for these terms and 
solves for 6 and ¢, thus obtaining the exact values. Indeed this method 
a could be used without the maps 
though of course the maps are of 
great assistance in showing which 
terms should be chosen. Analyti- 
cally, the conditions to be satisfied 
are first, ¢ and 6 must be positive; 
second, there must be two equations 
each of which contains two terms 
of the same degree in uw, or one 
equation which contains three terms 
of the same degree in uw, and the 
degree in uw of these terms must 
not be greater than the degree in 
Pao F,=0 uw of any other term in the same 
, equation; third, if for the assigned 
values of ¢ and # any one of the equations has a single term whose 
degree in w» is lower than every other term in the same equation, then 
such a term must not be a mere constant; fourth, the value of ¢ must 
lie between ¢, and ¢,,, if one is seeking a group intermediate between 
groups j and j + 1. 
The following example illustrates this method 


43 Fr=-(P+y)+@e+y)ut+ zcyn® +H°=0, 
*) F= y® + He +y¥'(2—-y) utp? =O. 





Group 1. 


1 1 
e=u', y=qui. 
The characteristic equations are 
e+7'=0, 
7° + 7°(§—4) = 9, 
from which follow 
E=y(1—7'), 
(—7'f+1=0. 
These equations admit the full group of 63 solutions. 
Group 2. : 
o=Eu', y=qe'. 
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The characteristic equations are 
e+ 7? + En7=0, 


7(§—) = 0, 
whence 
E = 9, 
2n7+1=0. 


These equations admit only 7 finite nonvanishing solutions and the group 
is short 14 solutions. 


Group 3. 
2 2 
a2=Eu>, y= np. 
The characteristic equations are 


Ey =0, 
n*(& — 7) + 1 =0, 
whence 
E=—0, w=—1. 


The group consists of three finite nonvanishing solutions and is short 
three solutions. 


There are therefore 17 solutions in the intermediate groups. The 
resultant of the polynomials zy and y*(z—y) vanishes since y = 0 causes 
both polynomials to vanish. Substituting therefore z= Z, y= Ww’, the 
equations become 
F= (2+ yu] + (e+ ou] + gett? t=, 
F,= gu? + Eu* + PF —Fw" wt??? + wr —O. 
One sees that the three lower points in F,= 0 (Fig. 6) are brought into 


(44) 


line by takin == , the slope of the line being ¢,* = - - The parallel 
y g 4 Pp 8 4 2 Pp 


line in F, = 0 touches only the movable point. Hence the characteristic 
1 1 
equations for the substitution Z=£u*, 7 = yu* are 
&y= 0, 
M4 +1=0, 
whence » = 0, &+ 1=0 and we obtain a group of four solutions. 


One sees also that if the line numbered 2 in F,=0 is carried 
along by the movable point, pivoting on the fixed point, it will for 
some small value of 8 become parallel to the line joining the two middle 
points in F,=0 but it is not obvious just what is the value of 6 for 
which this happens; nor is it clear that the line J, will not strike the 
neighboring fixed point before this happens. If it does strike this neigh- 
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boring point first it must change pivots, for no point must be on the 
left of the line. In order to decide these uncertainties let us substitute 
in (44) 

E=—Eu, y= qe 
There results 
45 F,= [é?+ n° u*?] uit [+ niu? | uitoet [Ey] pite+se + p= O : 
(45) Fy=— i porrtoe + Et yitee + 1 [E—yny*]yt27+344 0. 
We make the guess that the line J, does not strike the neighboring fixed 
point. On equating exponents we get the equations 

9t= 2+ 8+ 2t, 
1+4¢#=1+ 26+ 3t, 


which have the solution 6 = —, t= = Substituting these values in (45) 


2 
i3? 
we have 


18) 36 12) 37 36 
F, = [eo yu) ul + leo itp" | uid + Enu® +u=0, 


60 29 2 29 
F, = 7”? pw + E435 + 7? E — nu] Th + p= 0. 
Our guess therefore was correct for the exponent of this neighboring 


36 
fixed point is 7 which is greater than =: Dividing through by uw’ in 
29 
the first equation and uw in the second, and then taking wp - 0, we get 
the characteristic equations 
e+ &y = 0, 
§ E17? _ 0 , 
from which follow 4 = — &, §&°+ 10. There are therefore 13 finite, 
nonvanishing solutions in this group, and our system of solutions for 


equations (45) is complete, for we have 
1 


63 solutions in group 1 commencing with uw’, 


. 


- P 7 
‘ ” ” ” 2 ” ” u'; 
, 1 
* 4 
4 ” ” ” 2 ” ” u , 
4 
a 13 
A 3 ” ” ” 2 ” ” ? 
2 
3 
3 ” ” ” 3 ” »” u ? 


altogether ninety solutions. 


The University of Chicago, May 1", 1911. 
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Zur Theorie der linearen homogenen Differentialausdricke. 
Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i./B. 


In der Algebra gilt der Satz: Sind P und A teilerfremde ganze 
Funktionen und ist U eine derartige ganze Funktion, daB das Produkt UP 
durch A teilbar ist, so ist U durch A teilbar. 

Das Analogon dieses Theorems in der Theorie der linearen homo- 
genen Differentialausdriicke ist der 

Satz 1. Sind P und A teilerfremde lineare homogene Differential- 
ausdriicke mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrundeliegenden 
Rationalititsbereiche X*) und ist U ein derartiger linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus dem némlichen Rationalitatsbereiche Z, 
dap das symbolische Produkt UP durch A teilbar ist, so ist U durch A, 
teilbar; hierbei bedeutet A, einen linearen homogenen Differentialausdruck 
mit Koeffizienten aus 2X, der mit A von derselben Art ist. Anders und 
gleichzeitig praziser gefabt: A, und A sind von derselben Ordnung und 
das symbolische Produkt A, P ist durch A teilbar. 

Satz I laBt sich erweitern zu 

Satz Il. P und A seien teilerfremde lineare homogene Differential- 
ausdriicke mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrundeliegenden 
Rationalitiitsbereich , und der Differentialausdruck A lasse sich in das sym- 
bolische Produkt BC zerlegen, wobei B und C lineare homogene Differential- 
ausdriicke mit Koeffizienten aus demselben Rationalitdtsbereich X bedeuten. 
Ist U ein derartiger linearer homogener Differentialausdruck mit Koeffizienten 
aus demselben Rationalitiitsbereich X, daB das symbolische Produkt UP durch 
A = BC teilbar ist, so ist U durch ein symbolisches Produkt A, = B,C, 
teilbar; hierbei bedeuten B, und C, lineare homogene Differentialausdriicke 


*) Der Rationalitiitsbereich 2 soll ebenso wie in Math. Ann. 70, 8. 550 definiert 
sein; alle im folgenden auftretenden Differentialausdriicke haben ausnahmslos Koef- 
fizienten aus 2. 
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mit Koeffizienten aus =, und es ist B, mit B, C, mit C, B,C, mit BC 
von derselben Art. Anders und gleichzeitig priziser: Es ist C, mit C, B, 
mit B gleicher Ordnung; ferner ist das Produkt C,P durch C teilbar, d. h. 
es gibt einen linearen homogenen Differentialausdruck P, mit Koeffizienten 
aus 2, sodaB C,P = P,C. Das Produkt B,P, ist durch B und das Pro- 
dukt B,C,P durch BC teilbar. Hierbei sind P und C, bez. P, und B, bez. 
P und BC teilerfremd. 

§ 1 reproduziert einige bekannte Sitze, § 2 beweist die Sitze I und IL. 
Im § 3 werden sie fiir die Zerlegung von linearen homogenen Differential- 
ausdriicken in irreduzible Faktoren (Satz III) und in gréBte vollstindig 
reduzible Faktoren (Satz IV) verwendet. Im § 4 wird der spezielle Fall 
behandelt, daB U und A die nimliche Ordnung besitzen; alsdann sind U 
und A Differentialausdriicke derselben Art, und man gewinnt die von mir 
in diesen Annalen 70, 8. 550 gegebenen Siitze. Das dort auf S. 551 be- 
wiesene Theorem I, der Spezialfall des obigen Satzes I], wird durch die 
vorliegende Note recht elementar bewiesen; hierdurch wird das friihere 
ziemlich komplizierte Beweisverfahren iiberfliissig gemacht. 


§ 1. 
Zwei lineare homogene Differentialausdriicke: 


a" e-" 
A =a,(2) + a,(2) 


x dz"~' 





+++a,(z)y, 


veel, wen” " 
A, = 4, (2) - + G, (x) ~ +---+4,(z)z, 
dz dx 
derselben Ordnung » mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde- 
liegenden Rationalititsbereich £ heiBen von derselben Art, wenn die Inte- 


grale der zwei linearen homogenen Differentialgleichungen A=0O und 
A,=0 durch eine Beziehung: 
ad”y 


(1) 2 = po(z)y + ry(2) 92 +--- +p, (2) % 


verkniipft sind, wobei p.(x), p,(x),---, p,,(”) Funktionen des Rationalitits- 
bereiches 2 bedeuten. Man kann in dem linearen homogenen Differential- 
ausdruck 


P=p,(x)y + p,(2) 42 +::- + p, (2) <2 
dx dx 


die Ordnung m, was keine Voraussetzung involviert, stets <m—1 an- 
nehmen; denn sollte dies nicht von Anfang an der Fall sein, so bestimme 
man die zwei linearen homogenen Differentialausdriicke S und P’, sodaB 
P=SA+ P’, wobei P’ niedrigere Ordnung als A hat. Da A fiir die 





—_itm &. s& @& @& kK 


a, —_— i» or 
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Integrale von A =O verschwindet, so kann man die Funktion P durch 
P’ ersetzen. 

Sollen sich durch die Relation (1) alle Integrale von A, = 0 aus den- 
jenigen von A =O ergeben, so diirfen, da A =0 und A, = 0 die gleiche 
Ordnung haben, P = 0 und A = 0 keine Integrale gemeinsam haben, oder 
anders ausgedriickt: P und A miissen teilerfremd sein; denn anderenfalls 
wiirde man in P(y,), wenn y, alle Integrale von A = 0 durchliuft, nicht 
genau m» linear unabhingige Integrale von A,=0 erhalten. Bildet man 
das symbolische Produkt A, P, so wird die homogene Differentialgleichung 
A,P=0 wegen der Relation (1) durch alle Integrale von A =O be- 
friedigt oder anders ausgedriickt: A,P ist durch A teilbar. 

Ist umgekehrt das Produkt A,P durch A teilbar, so wird A, =0 
durch alle Funktionen P(y,) befriedigt, wenn y, irgend ein Integral von 
A=0O bedeutet. Werden ferner P und A als teilerfremd vorausgesetzt, 
d.h. haben P=O und A=O keine gemeinsamen Integrale, so enthilt 
das Funktionensystem P(y,) genau ebensoviel linear unabhiingige Inte- 
grale wie das Funktionensystem y,. Wird schlieBlich noch angenommen, 
daB A=0O und A,=0O die nimliche Ordnung besitzen, so liefert das 
Funktionensystem P(y,) auch alle Integrale von A,—0, wenn y, alle 
Integrale von A = 0 durchliuft. 

Hieraus ergibt sich das bereits von Herrn Heffter*) gefundene Resultat, 
das ich voraufgehend der leichteren Ubersichtlichkeit wegen wiederholt habe: 

Zwei lineare homogene Differentialausdriicke A und A, derselben Ord- 
nung mit Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrundeliegenden Ratio- 
nalitétsbereich X sind dann und nur dann von derselben Art, wenn ein 
linearer homogener Differentialausdruck P mit Koeffizienten aus X existiert, 
der zu A teilerfremd ist und fiir den das symbolische Produkt A,P durch 
A teilbar ist. 

Der Vollstindigkeit wegen erwihnen wir noch, dab, wenn zwei lineare 
homogene Differentialausdriicke A und A, von derselben Art sind, dieses 
Verhiltnis nach einem leicht herleitbaren, zuerst von L. Fuchs angegebenen 
Satz fiir A und A, symmetrisch ist. Mithin existiert auch ein zu P ana- 
loger linearer homogener Differentialausdruck Q mit Koeffizienten aus 2, 
der zu A, teilerfremd ist und fiir den das symbolische Produkt AQ durch 
A, teilbar ist. 


*) Heffter, Uber gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdriicke und lineare 
Differentialgleichungen derselben Klasse, J. f. Math. 116, S. 163. 
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§ 2. 


Der Beweis des Satzes I ergibt sich unmittelbar. Man bestimme das 
kleinste gemeinsame Vielfache V der zwei nach Voraussetzung teiler- 
fremden linearen homogenen Differentialausdriicke A und P. Da A und 
P teilerfremd sind, so ist die Ordnung von V gleich der Summe der 
Ordnungen von A und P. 

Da V sowohl durch A als auch durch P teilbar ist, so existieren 
zwei lineare homogene Differentialausdriicke A, und P, mit Koeffizienten 
aus 2, sodaB einerseits 

V=A,P, 
andererseits 

V=P,A 
wird. 

Erstens ist V = A,P durch A teilbar; denn V ist auch gleich P, A. 
Zweitens sind P und A teilerfremd. Drittens haben A, und A die gleiche 
Ordnung; denn die Ordnung von V = A,P ist gleich der Summe der 
Ordnungen von A, und P und war, wie gezeigt, gleich der Summe der 
Ordnungen von A und P. Hieraus folgt nach dem Satz im § 1, daB A 
und A, von derselben Art sind. 

Das Produkt UP ist durch P und nach Voraussetzung durch A 
teilbar; mithin ist UP auch durch das kleinste gemeinsame Vielfache V 
von A und P teilbar, d. h. es existiert ein linearer homogener Differential- 
ausdruck U" mit Koeffizienten aus 2, sodaB 

UP=U'V 
oder 
UP = U’A, P. 
Hieraus folgt, dab U = U'A,, d. h. U ist durch A, teilbar. 

Wir wenden uns nunmehr zum Beweise des Satzes II. 

Das Produkt UP soll durch BC teilbar sein; mithin ist UP durch 
C teilbar. Nach Voraussetzung sind P und BC teilerfremd, folglich auch 
P und C; denn hitter P und C einen gemeinsamen Teiler, so wiirden 
auch P und BC im Widerspruch mit der Voraussetzung einen solchen 
besitzen. Die linearen homogenen Differentialausdriicke UP und C er- 
fiillen daher die Bedingungen des Satzes I. Mithin existiert ein linearer 
homogener Differentialausdruck C, mit Koeffizienten aus dem Rationalitiats- 
bereich 2, der die gleiche Ordnung wie C hat, und fiir den C,P durch 
C und U durch C, teilbar sind; C, und C sind von derselben Art. Es 
gibt also erstens einen linearen homogenen Differentialausdruck P, mit 
Koeffizienten aus 2, sodaB 
(1) C,P = P,C, 
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und zweitens einen linearen homogenen Differentialausdruck U’ mit Koef- 
fizienten aus 2, sodaB 
(2) U=U'C,. 
Aus (2) und (1) folgt UP = U'C,P=U'P,C. Nun ist UP=U'P,C 
nach Voraussetzung durch BC, also U'P, durch B teilbar. 

Wir zeigen noch, daB P, und B teilerfremd sind. Angenommen, es 
giibe einen linearen homogenen Differentialausdruck B von erster oder 
héherer Ordnung mit Koeffizienten aus 2, sodaB 


(3) B=B'B 
und 
(4) P,= PLB 


wire. Aus (1) und (4) wiirde C,P = P,’ BC folgen. P und BC sind teiler- 
fremd; denn sonst hiitten P und BC = B’BC im Widersprach mit der 
Voraussetzung einen gemeinsamen Teiler. Mithin wire, da C,P durch BC 
teilbar ist, nach Satz I der Differentialausdruck C, durch einen Differential- 
ausdruck teilbar, der mit BC von derselben Art ist; C, miiBte also jedenfalls 
héherer Ordnung als C sein. Da C und C, aber als Differentialausdriicke 
derselben Art gleiche Ordnung besitzen, so ergibt sich aus diesem Wider- 
spruch, daB unsere Annahme nicht zutrifft, also sind B und P, teiler- 
fremd. 

Da ferner U’P, durch B teilbar ist, laBt sich Satz I anwenden. 
Es gibt also einen Differentialausdruck B, mit Koeffizienten aus 2 von 
gleicher Ordnung wie B, der U’ teilt, sodaB B,P, durch B teilbar ist und 
B und B, von derselben Art sind. Da U’ durch B, teilbar ist, so gibt 
es einen linearen homogenen Differentialausdruck U mit Koeffizienten 
aus 2, sodaB U’=U B,. Mithin wird nach (2) U=UB,C,, dh. U ist 
durch B,C, teilbar. Da B,P, durch B teilbar ist, so ist B, P,C = B,C,P 
durch BC teilbar; hieraus folgt, dab B,C, mit BC von derselben Art ist; 
denn B,C, und BC sind von gleicher Ordnung und P ist teilerfremd zu 
BC. Hiermit ist Satz II véllig bewiesen. 


§ 3. 


Der lineare homogene Differentialausdruck A sei in irreduzible Faktoren 
A= Q,Q,_,--*: Q, zerlegt. Sind P und A teilerfremd und ist UP durch 
A teilbar, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung des Satzes II: 
Man kann einen linearen homogenen Differentialausdruck 


A, = Q:Q2-1 na Q: 
herleiten, sodaB A, den linearen homogenen Differentialausdruck U teilt 
und stets zwei irreduzible lineare homogene Differentialausdriicke Q, und 
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Q, (i=1, 2,---, 2) mit gleichen Indices von derselben Art sind. Fiir 
U=U0A, si U=Q, Q,_,--- Q4; Q:-:Q eine Zerlegung in 
irreduzible Faktoren. U sei noch auf irgend eine Weise in irreduzible 
Faktoren zerlegt: U= R, R,_, --- R,. Nach einem friiheren Satz von 
mir (Math. Ann. 56, 8. 565 u. 62, S. 116) war dies nur derart méglich, 
daB sich die + irreduziblen Differentialausdriicke Q, (i= 1, 2,---,7) und 
die r irreduziblen Differentialausdriicke R, (i = 1, 2, ---, 7) einander in einer 
gewissen Reihenfolge eineindeutig zuordnen lassen und zwei zugeordnete 
Differentialausdriicke immer von derselben Art sind. Da sich der gleiche 
Satz auch fiir die Zerlegung von A in irreduzible Faktoren anwenden 
1aBt und zwei lineare homogene Differentialausdriicke, die mit einem dritten 
von derselben Art sind, es auch untereinander sind, so folgt 

Satz Ill. Es seien P und A cwei teilerfremde lineare homogene Dif- 
ferentialausdriicke; U sei irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, 
sodaB das Produkt UP durch A teilbar ist. Zerlegt man A irgend wie 
in seine irreduziblen Faktoren A= Q, Q,_, ++: Q, und U irgend wie 
in seine irreduziblen Faktoren U = R, R,_,--- R,, so lassen sich aus 
den t >i Differentialausdriicken R,, R,,---, R, stets 4 auswiihlen und den 
Differentialausdriicken Q,, Qe, ---, Q, zuordnen, soda zwei zugeordnete 
Differentialausdriicke immer gegenseitig von derselben Art sind. 

Kin linearer homogener Differentialausdruck liBt sich auch in 
grifte Pre reduzible Faktoren zerlegen (Math. Ann. 62, 8. 112). 
A=V,V,_,--- V, sei eine Zerlegung von A in gréBte vollstiindig redu- 
zible Faktoren. Sind P und A teilerfremd, hingegen UP durch A teilbar, 
so gibt es, wie sich durch wiederholte Anwendung von Satz II ergibt, 
einen Neneun homogenen Differentialausdruck A,, der U teilt und mit A 
von derselben Art ist; ferner liBt sich A, zerlegen in A,=V,V,_,---V,, 
wobei zwei lineare homogene Differentialausdriicke V; und V, mit gleichen 
Indices i(i = 1, 2,---,@) immer von derselben Art sind. Man itiberzeugt 
sich auch leicht, daB die Zerlegung von A,, nimlich A,—V,V,_, ---V,, 
eine solche in gréBte vollstindig reduzible Faktoren ist. Auch U sei in 
gréBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt: U=W, W,_,--- W,. 
Da wir eine Zerlegung in gréBte vollstindig reduzible Faktoren haben, 
ist W, der gréBte vollstiindig reduzible Differentialausdruck, der U teilt. 
U ist durch 4,=V,V,_,---V,, also durch V, teilbar. Weil A, in 
gréBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt war, ist V, ein vollstindig 
reduzibler Differentialausdruck und mu daher als Teiler von U iu dem 
gréBten vollstiindigen reduziblen Teiler von U, also in W,, _— 
Da W, durch V, teilbar ist, — sich eine Zerlegung W, = L,V, 

Nun teilt é =V exe -++V, den Differentialausdruck 


ee Tele W, w, - W.W._.°::W, 1,7; 
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mithin teilt V.V,_,---V, den Differentialausdruck W,W,_,--- W,I,. 
Die zwei Differentialausdriicke L, und VV ,_,---V, sind teilerfremd; denn 
hiitten L, und VV ,_, --- V, einen gemeinsamen Teiler 7, so wire, da W, 
vollstindig reduzibel ist, nicht V,, sondern mindestens 7V, der gréBte voll- 
stiindig reduzible Differentialausdruck, der A, teilt. Da VV ,_,---V, den 
Differentialausdruck W,W__,--- W,L, teilt und mit ZL, teilerfremd ist, 
gibt es, wie durch wiederholte Anwendung von Satz II folgt, einen linearen 
homogenen Differentialausdruck V, V,_,--- V2, der W,W,_, ---W, 
teilt und mit V,V,_,---V, von derselben Art ist; dabei sind zwei 
lineare homogene Differentialausdriicke V; und V, mit gleichen Indices 
i(i=2,---,@) immer von derselben Art. Da auch V, und V, (i=1,2,---,@) 
immer von derselben Art waren und zwei Differentialausdriicke, die mit 
einem dritten von derselben Art sind, es auch untereinander sind, so ist 
auch V, stets mit V/ (i= 2,3,---,9) von derselben Art. V,V,_,---V, 
war eine Zerlegung in gréBte vollstiindig reduzible Faktoren; mithin trifft 
es auch fiir V, V,_;--- V2 zu. Nun ist W, W,-1---We durch Vo Vy_1---V3, 
also durch JV,’ teilbar. W, ist der gréBte vollstiindig reduzible Differential- 
ausdruck, der W, W,_, --: W, teilt; da aber V,’ wegen der Zerlegung 
V, Vo-1 +++ Vg in gréBte vollstiindig reduzible Faktoren vollstiindig redu- 
zibel ist, so muB W, durch V,’ teilbar sein. Es ergibt sich also eine 
Zerlegung W, = L, V,', wobei V,’ mit V, von derselben Art ist. Be- 
zeichnen wir der Symmetrie wegen V, mit 7,, V,) mit 7, und setzen das 
obige Verfahren fort, so finden wir g Differentialausdriicke 7,, 7,, ---, 7, ” 
fiir die sich Zerlegungen W, = L,7, (i= 1,2,--+,9) ergeben, wobei 7; stets 
von derselben Art wie V, ist. Wir erhalten daher den 

Satz IV. Es seien P und A zwei teilerfremde lineare homogene Diffe- 
rentialausdriicke; U sei irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, 
sodaB das Produkt UP durch A teilbar ist. A sei irgendwie in seine 
gropten volistindig reduziblen Fuktoren zerlegt, A=V,V,_,---V,; ebenso 
sei U irgendwie in seine griften vollstindig reduziblen Faktoren zerlegt, 
U=W, W,_,---W,. Alsdann kann man stets @ lineare homogene Dif- 
ferentialausdriicke T,, T,, +++, T, finden, sodap zwei Differentialausdriicke T, 
und V, (i=1,2,---,@) mit gleichen Indices stets von derselhben Art sind und 


W, (i=1, 2,---,@) immer durch den Differentialausdruck T, mit demselben 
Index i teilbar ist. Es ist t> 0. 


§ 4. 

Wir nehmen an, daB zu den bisherigen Bedingungen, nimlich U P ist 
durch A teilbar, P und A sind teilerfremd, noch die Voraussetzung hinzu- 
komme, daB U und A die gleiche Ordnung besitzen. Wird wie im obigen 
Satz II vorausgesetzt, dab A = BC ist, so hat B,C,, das mit A dieselbe 
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Ordnung hat, auch gleiche Ordnung mit U. Da U durch B,C, teilbar 
ist, so kénnen sich U und B,C, héchstens um einen Faktor unterscheiden, 
der eine bloBe Funktion von z ist. Man kann daher B, so wihlen, daB 
U = B,C, wird. Hierdurch erhilt man aus II den friiher von mir be- 
wiesenen Satz, der fiir die Zerlegung von Differentialausdriicken derselben 
Art grundlegend ist und auf den am SchluB der Einleitung hingewiesen 
wurde. 

Sind A und A, zwei lineare homogene Differentialausdriicke derselben 
Art und ist A= BC, so lift sich auch A, als Produkt A, = B,C, schreiben, 
wobei C, mit C und B, mit B von derselben Art sind. 

Entweder aus den Sitzen III] und IV durch die Spezialisierung, dab 
U und A dieselbe Ordnung haben sollen, oder direkt, wie in meinem 
friiheren Aufsatz aus dem zuletzt angegebenen Satz, folgen die Sitze tiber 
die Zerlegbarkeit zweier linearer homogener Differentialausdriicke derselben 
Art in irreduzible und gréBte vollstindig reduzible Faktoren, wie man sie 
in dem friiheren Aufsatz findet. 
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On the Summability of Series of Legendre’s Functions. 
By 


8. Cuapman of Greenwich (England). 


§ 1. 
Introduction. 


The validity of the representation of an arbitrary function f(x) 
(defined over the closed interval —1<2<1) by means of the series 
of Legendre’s functions 

oo 1 

(1) a so! p, (2) Jf) Pay) ay 

has been considered by various authors. Of these, the two to whose works I 
wish more particularly to refer are Fejér and Hobson. The latter has 
dealt exhanstively with the question of the conditions under which the 
series is convergent.*) His discussion is so complete that I imagine that 
no further contribution of much importance upon that point can be 
made — nor, probably, can any material simplification be effected in his 
proofs. Fejér, on the other hand, started from the reverse end of the 
problem, and, placing a very simple restriction upon f(#), viz., con- 
tinuity at the point considered, shewed**) that the representation of the 
function f(x) at that point is so far valid that the series (1) is there 
summable (C, k = 2)***), 

There lies a field for research between the work of these two writers 
which, so far as I know, has up to the time of writing (July, 1911) been 


*) “On a general convergence theorem”, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 6 (1908), 
p. 349; “On the representation of a function by a series of Legendre’s functions”, 
ibid, 7 (1908), p. 24. 
**) “Ober die Laplacesche Reihe”, Math. Ann. 67, p. 76. 
***) Here I use the well-known notation due to Mr. Hardy; “summable (C, k = 2)” 
signifies “summable by Cesaro’s method of order 2”. Similarly “summable (C,k > m)” 


” 


will mean “summable by Cesiro’s method of any order greater than m”, 
14* 
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almost unexplored — viz., the investigation of the summability of the 
series (1) under restrictions greater than that of continuity only, but less 
stringent than those necessary for the convergence of the expansion. In 
a recent paper | have proved a few theorems on this question, largely 
following the methods of the above-cited paper by Fejér, though the proofs 
were simplified by the use of certain general theorems and ideas there 
developed. In this paper I propose to remove some unnecessary restric- 
tions in those theorems, and to prove several new ones, by a slightly 
different method. 

I have derived many suggestions of methods and results from the 
memoirs by Fejér and Hobson already cited, a study of which has been 
of great service to me in the present investigation. 


§ 2. 
On the properties of certain special series. 


I shall be chiefly concerned with non-integral orders of summability 
by Cesaro’s method*), and shall make large use of the property of uniform 
summability. As I have pointed out elsewhere**), practically every theorem 
on the uniform convergence of series is only a particular case of one on 
uniform summability, and (though this has hitherto hardly received the 
recognition which it deserves) the theorems are as useful in the one case 
as in the other. 


I shall speak of a series Sw,(x) as being conditionally integrable 
(Ck) over any range (a,b) when 


b 
(k 
Sn *) da**) 
Aw 
a 


exists and has a finite limit as n —> oo, i. e., if the series 


*) See Hadamard’s tract on Taylor's series; K. Knopp, Inaugural-Dissertation, 
Berlin, 1907; M. Riesz, C.R. June, July, November 1909; and 8S. Chapman, Proc. 
Lond. Math. Soe. (2) 9 (1911), p. 369. 

™) Quart. J. 43 (1911), p. 1. 

***) Here the notation used is that of Bromwich's Infinite Series. Thus 
Ae (K+ 1)(K+2)--- (+n) 
n , 


n! 


SY =u, A® + .--+ 4, AM 


=s, AC-) 4...4 6 sem, 





is 
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oo b 
> faa 
n=0a 
is summable (C,k). If in addition Su, (<) is such that 


b 
| Sy @) 
J a | 4 


has a finite upper limit as »—> oo, the series Su,(x) will be termed 
absolutely integrable (C,k) over the range (a, b). 1 have pointed out*) 
that a series is absolutely integrable over the range of its uniform summa- 
bility, but that the converse is not true. 

I now consider certain simple series, which are fundamental in the 
present theory (as also in that of Fourier’s series), with regard to the 
summability and integrability as above defined. Some of the properties 
mentioned are old, some new; in one or two cases the proofs of the 
latter are given in detail, but generally I have been content to indicate 
how the properties (new and old) can be established on the lines of a 
general theory. 

(a) The series 


(A) a +608 8 + cos 20+4--: 

is 

(Al) summable (C,k > 0) over the range 0 < @< 22, 

(A2) uniformly summable (C,k>0) if «<6< 2a —8, 

(A3) conditionally integrable (C,k>—1) if O< 0< 22, 

(A4) absolutely integrable (C,k > 0) if O< 0< 22, 

(A5) and its sum is zero save at 0=0 and 6 = 2a, where it diverges. 


Properties (A 1)—(A3) and (A5) are easily proved from first prin- 
ciples**); (A4) is much more difficult. The absolute integrability (C,k = 1), 
and its application to the theory of Fourier’s series, were first noticed 
and used by Fejér***) in the proof of his celebrated theorem, that the 
Fourier’s series of an integrable function f(z) is summable (C,k = 1) at 
a point of continuity. The more general theorem embodied in (A4) was 
proved independently by M. Riesz+) and myself, and applied to shew 
that Fejér’s theorem remains true if for summability (C,k = 1) is sub- 
stituted summability (C,k > 0). 


*) Quart. J. 43, pp. 18, 19. 

**) As, for instance, in the paper just quoted. 

***) “Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen”, Math. Ann. 58 (1904), p. 51. 
+) M. Riesz, C. R. Oct. 1907; 8. Chapman, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 9, p. 369. 
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(b) The series 


(B) > Pt) 


n=O 


(where y = cos @) is 
(B1) summable (C, k>— >) over the range —1<y<l, 


(B1)’ summable (C,4k>0) at « = —1, 


(B2) uniformly summable (C,k >—) if -1+d<y<1-8, 


(B2) uniformly summable (C,k > 0) if -loy<l—d, 
(B3) conditionally integrable (C,k > — 1) if -—l<y<1, 
(B4) absolutely integrable (C,k >0) if -—l<y<1. 

Many of these properties can be simply proved by means of general 
theorems on summability, using Mehler’s formula for P,(y), and the 
properties of the series (A)*). Others require the use of the asymptotic 
formula for the function S®(#) associated with the series**). The series 
is interesting because the more important series (C) is, as Fejér pointed 
out**), the Cauchy product of (A) and (B). From this fact, by means 
of known theorems on the multiplication of summable series the following 
properties (C1)—(C2) and (C5) may be deduced from (B1)’—(B2)’ and 
(Al), (A2) and (A5)*). 

(c) The series 


(C) ; > (2n +1) P,(y) 

(where y = cos @) is on 

(C1) summable (C, k> s over the range ~l<y<l. 

(C1) summable (C,k>1) at y= —1, 

(C2) uniformly summable (¢, k> >) if—l+egy<l-—e, 

(C2) uniformly summable (C,k > 1) if —l1<y<1—e, 

(C3) conditionally integrable (C, k>- >) if—1l+ecysl-—e, 
(C3) conditionally integrable (C,k >0) if -l<y<1—e, 

(C4) absolutely integrable (C,k > 1) if —1<y<1, 


(C5) and the sum is zero save at y = 1(@=0), where the series diverges. 


*) S. Chapman, Quart. J. 43, pp. 38, 44. 
**) L. Fejér, Math. Ann. 67, p. 76. 
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The property (C4), for the special case k = 2, was proved in a very 
simple and elegant manner by Fejér (loc. cit. on p. 214). The extension 
down to k > 1 was arrived at independently by M. Riesz and myself. The 
proofs follow on the same general lines as those of (A4); they have not 
been published. 


(d) The series 

(D) +> (2n+1) P,(2) P,y) 
n=0 

(where = cos gy, y = cos 0, and «+¥y) is 
(D1) summable (C,k > 0) € 
(D8) conditionally integrable (C,k>—1)} £ —1<*<1 —1<y<1, 
(D1)’ summable (C,k>=) | : 
(D3)' conditionally integrable (C,k>— >) ito, Se 
(D1)” summable (C, k>1) 
(D3)” conditionally integrable (C, k>0) 
(D2) uniformly summable (C,k>0) if -l<2<1, —1+e<y<r—e<ax 


| it -1<0<1, -1<y<1, 


+é<y<l—e, 

(D2) uniformly summable (C,k> x) if —l<¢<l, —lsysr—e<x 
+éSySl, 

(D2)” uniformly summable (C,k>1) if —l<gav<l, —l<y<r—e<ex 
+éSySl, 


(D4) absolutely integrable (C,k>1) if —l<av<l1, —1<y<l, 
(D5) and its sum is zero save when = y, when it diverges. 


In the above, y is supposed to be the variable with respect to which 
the uniform summability or the integrability is considered, and in 
(D1)—(D3y y is supposed never to become equal to 2. ; 

These properties of this series seem not to have been published 
before; they will be briefly considered, in turn. 


The well known formula for >) (2n+ 1) P(x) P,(y), viz., 
0 





(2) ge MHD Png Pa — Pa Par 
2 4 ee 


may easily be transformed, by the use of the ordinary asymptotic expression 
for P(x), into 
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1 1 1 - 3 . oni 
a> Ones at. ) oe eae eas lig 
= Ysind sing gay [008(n+1)(O+9)sin5 (0 )—sin(n+1)(6 p) sins ( +) 
a(n, 6, @) 
+ See. 


This is valid for 0< 0< a2, O< gy <a, 0+; and for such values 
a(n, 6, YP) < x(9, 9), 
where x(0,q@) is a constant depending on @ and @ but not on n. Hence 
if 0<k<1, 
80) = 5, Ag” + 5,_, APY +--+ ABH <x, 

since s, has a finite upper limit as »—» oo, while A“~-” steadily diminishes 
to zero as n—» oo. Consequently 

gs 

ae 
this proves (D1) and (D5). Moreover it can easily be shewn that the x 
of the last equation can be so chosen as to be independent of m (or y) 
if x and y satisfy the conditions of (D2), which thus follows at once. 
Properties (D1)’ and (D2)’, which shew that the summability and uniform 
summability persist even at the ends of the y interval (for —1<a#2< 1) 


—+0O as no, if k>0; 


if we restrict k to be greater than = are most simply proved as follows. 
Writing 
cos 4 = cos 6 cos m + sin @ sin @ cos 7, 
and using the known formula 


22a 


ce 


JP,(cos 4) dz = 22 P,(2) P.(y), 
0 


it follows that (D) can be derived from $(2n-+1) P,(cos 2) (series ©) 
by integration with respect to zy between 0 and 2x. Now if —l<2#<1l, 
and —l<y<—a2-—d, or «+d0<y< 1, we shall have 
—1l+escoss4<cl—e, 

whence, by a known theorem*) on the integration of uniformly summable 
series, it follows from (C2) that om (where k> >) for the series (D), 
is less than A,, where A, is independent of y but is so dependent on é 
and » that (d being fixed) an arbitrarily small upper limit can be assigned 
to it for all values of » >N, provided N be sufficiently great. Thus the 


; , i? , 
series (D) is uniformly summable (C,k> >) in an open intervai near 





*) Quart. J. 43, p. 12. 
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y= — 1 and y = + 1, and therefore also*) in the closed intervals abutting 
on those points. In combination with (D1) and (D2), this proves (D1)’ 
and (D2y’. 

After the above, (D1)” and (D2)” only require us to prove that 
when x= +1 or x=—1, the series (D) is summable, and uniformly 
so, within the interval (—1,1), except in the neighbourhood of x. But 
when =+1, (D) becomes the same as (C), so that (C1)’ and (C2)’ 
give the necessary information. 

The divergence of the series when «= y is evident from the fact 
that then all the terms are positive, yet do not tend to zero. 

As to (D3)—(D3)”, since 

dP. dP 
2n+1) Py) = ye — eae 
we have 


SOn+1)P,(2)[P,y) dy = SP,@)[PW) — P.sW¥s 


hence, by considering the series > P,(x) P,,,(y) in a manner entirely 
analogous to that in which the series (B) and (C) were investigated, we 
may prove (D3)—(D3)”. I shall not delay here over these proofs, nor 
over that of (D4), which by the integral relation existing between (C) 
and (D) is easily seen to be equivalent to ((4). 


§ 3. 
The Summability of the Expansion of an arbitrary Function in a 
Series of Legendre’s Functions. 


The foregoing properties will now be utilized in the investigation 
of the validity of the representation by the series (1) of an arbitrary 
function f(z). This is supposed to be defined over the interval (—1, 1), 
and must evidently be integrable over that interval if the coefficients of 
(1) are to exist. Hence, throughout the paper, f(z) will be assumed to 
possess a Lebesgue integral in (—1, 1); so that though, in the sequel, I 
shall specifically mention only the extra restrictions to be placed upon 
f(x), its integrability is always to be understood. 

The method to be used is based upon a theorem which I have proved 
elsewhere**). Consider a series _>'u,(a, y) which is summable (C, k’) with 
zero sum except at y=, and uniformly summable (C, k’) with respect 


*) Quart. J. 43, p. 12. 
**) Ibid. Theorem XII, p. 20. Riemann-integrability is there considered, but the 
extension to Lebesgue-integrability is not difficult. 
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to y over any part of the interval (—1, 1) which excludes the point  — 
in the case of our special series (D) this is true if k >1, whatever be 
the value of z(—1<z<1), by (D2)”. The integral of the series 
>u, (x,y) over any interval not containing x as an interior or end point 
is consequently zero. Suppose however that when the interval of inte- 
gration extends up to 2, the integral still exists, and is equal to K, or 
K, according as x is the lower limit or the upper limit. — In the case 


of the series (D), K, = K, = ; when —1<2<1, while when s=+1, 
only one of the two constants occurs, and it is equal to 1; for, if s=+1, 


> m+ fp iy) dy =—1, 
0 -1 


all the terms after the first vanishing on integration: while if —1<2<1, 
~ 1 co 
Qn+1 1 iw 
>) Ft Pale) Paly) dy = $12) + FD PP s)-P.aWl 
0 zx 1 


—* (1-2) + 2 STP.) Py 1(2) — Py_1(@) P,(@)) 


1 1 1 
—g(l-2)+ge—q 


and similarly for the integral from — 1 to z. 

The theorem mentioned above also requires S'u,(x,y) to be con- 
ditionally integrable (C,k) with respect to y over the whole interval 
(—1,1); in the case of series (D) this is satisfied, for all values of 
2 (—1<a«<1) if k>0, by (D3)”. The theorem then asserts: 


If Su, (2, y) satisfies the above conditions, and if (I) the series 


(3) a : fu,(z, y) f(y) dy 


is summable (C, k) whenever the interval (a, 8) excludes the point x, then 


the series 
1 
a fuga, y) f(y) dy 
-1 


is summable (C,k), with the sum 
K, f(x+0) + K,f(x—0), 


provided that either (Il) f(x) is a function with limited total fluctuation 
(a variation bornée) in the neighbourhood of x, or (III) ,the series Su, (z, y) 
is absolutely integrable (C, k) in the arbitrarily small neighbourhood of z. 





es sa, &F © 
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Here f(a+0) and f(a—0) denote the limit of f(y) as y approaches z 
from above or below respectively: x is supposed to be a point at which 
these limits exist. If x is an end point, +1, either K, or K, will vanish, 
of course. It will be noticed that k is not mentioned in the theorem; 
it is only required that some value of k’ shall exist, but the value of k 
does not in the least depend on k’. 

Remembering the values of K, and K,, it will be seen that in the 
case of the series (D), the.theorem establishes the validity of the represen- 
tation of f(a) by the series (1), i e. it proves that the series is summable 
(C,k), with the proper sum, for any value of k >0, provided that con- 
ditions (I) and (II) or (III) are satisfied. All the preliminary conditions 
are satisfied, for k >1 and k>0. 

The original proof of the theorem cited is sufficient to shew also 
that the summability is uniform in any interval of continuity of f(z) 
which is contained within an interval in which f(z) has limited total 
fluctuation. 

If k > 1, we see from (D2)” and (D4) that conditions (I) and (III) 
are satisfied. Hence we can state the theorem: 

The series (1) is summable (C,k>1) at any point x of the interval 
(—1,1), and has the sum 


+ (f(w+0) + f(@—0)} 


(if « is an interior point — if x is an end point the sum is f(1—0) or 
{(—1+0)) at any point «x at which these limits exist. And the swummability 
is uniform in any interval of continuity of f(x). 

This theorem I proved, in a slightly different way, in my former 
paper (loc. cit. on p. 214); it is a generalisation of Fejér’s theorem (loc. cit. 
on p. 214). 

In the remainder of the paper I shall postulate that condition (II) 
is satisfied at the point 2, and shall consider under what conditions (I) 
is also satisfied. By the theory of uniform summability, the sum of the 
series (3) is zero*) (—~1< a@<f<1, provided that the interval (@, £) 
excludes the point x), and by (D2)” the series is certainly summable 
(C, k>1). It only remains, therefore, to consider the summability 
(C, k) for 0<k <1, without further considering the sum. 


*) Since f(x) is integrable, while (D) is uniformly summable (C,k> 1); by theorem II 
of my paper cited on p. 214 it follows that series (3) is summable (C,k > 1) with 
sum zero — hence the sum is zero even though the series is summable (C, k) for 
values of k< 1. 
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Now if —1<2< 1, by (D2) it follows that condition I is satisfied 
provided that k > = Next, if « = + 1, the series (D) becomes identical 
with (C), so that by (C2) and (C3) it follows that condition (I) is satis- 
fied for k >> provided that f(x) is a function with limited total fiue- 
tuation at both ends of the interval (—1, 1). The last condition is intro- 
duced because (C2) only ensures the summability (6, k>) of series (3) 
when (a, 6) excludes both end-points +1; by means of (C3) the con- 


dition is easily seen to be sufficient. 

We thus have the theorem*): 

The series (1) is summable (6, k> =) and represents the function { (x) 
in the usual way, at any interior point x in whose arbitrarily small neigh- 
bourhood f(x) has limited total fluctuation. The summability is uniform in 
any interval of continuity of f(x) which is contained within another interval 
in which f(x) has limited total fluctuation. 

If f (x) has limited total fluctuation in the neighbourhoods of the two points 


x2=-+1, the series (1) is summable (6, k>), and represents f(x), also 
at these two points. 


§ 4. 


On the summability (C, k) for 0<k < > at interior points 
of the interval. 


So far our theorems have placed no restrictions upon f(a) save that 
of continuity or limited total fluctuation at the point « considered (or at 
— « also, if x is an end point). I think it improbable that narrower limits 


for the order of summability (e. g,0<k< >) can be determined without 


some restrictions upon f(x) at points other than the particular point x 
in question. Hobson’s theorem (loc. cit. on p. 211) — that the series (1) 
is convergent at interior points (—1<2<1) if, in addition to satisfying 
the above conditions, f(z) is also such that 


f(z) 
a—att 
*) This theorem I proved in the paper cited on p. 214, but with the unnecessary 
restriction that f(a) was to have limited total fluctuation also at the point — 2; this 
restriction, which is not necessary if x is not an end point, arose from the fact 
that the method of proof there used made no distinction between end points and 
interior points. 
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possesses a Lebesgue integral in the neighbourhood of « = +1 — suggests 
the kind of extra restriction which is sufficient. I proceed to establish 
the following theorem, which places less stringent restrictions upon f(z) 
than does Hobson’s theorem (and which, of course, proves less about the 
series (1) than did Hobson). 


If f(x) is expressible in the form 


g(x) 


1 
—_—— +=>s>0 
a—xyt'ti ‘ 


in the neighbourhood of the end points +1, g(x) being a function with 
limited total fluctuation in the neighbourhoods of the end points, then the 
series (1) represents f(x) in the usual way, and is summable (C,k>s), at 
any interior point x (—1<a2<1) in the neighbourhood of which f(x) has 
limited total fluctuation. Moreover, the summability is uniform under the 
usual conditions. 


As usual, we only require to shew that condition (I) of our general 
summability theorem is satisfied for k >s, under the given conditions, 
in order to prove the theorem. But so long as the interval (a, 8) of 
condition (I) excludes the end points + 1 (as well as x, which is here 
an interior point), by (D2) and a known theorem on uniform summa- 
bility*) it follows that series (3) is summable (C, k>0). Hence we have 
only to shew that for the arbitrarily small intervals (— 1, —1+0) and 
(1—0, 1) the series (3) is summable (C,k>s). It will be sufficient to 
consider one only of these, say (1 — 0, 1), as the other can be treated in a 
precisely similar way; 0 will be chosen so small that 1 — 0d lies within 
the interval of limited total fluctuation of g(x) at «= 1. 


Let S®(y) represent the usual function required in finding Cesaro’s 
k™ mean of the series 


a eS aet On 
We require to shew that 
1 sf ais 69) 
—3 @—y)(+y)° 
tends to a limit (which will be zero) if k>s. Since 


—— (ly 
; y 


4s+ 


gy) 
@—ya—yr'tt 





*) Quart. J. 43, p. 18, Theorem V. 
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is of limited total fluctuation in the interval, by Jordan’s extension of 
Dirichlet’s integral*) the last result will follow provided that we can 
prove that 


1 
- . 1 
(5) lim 7a f S®(y)dy = 0 
"f-6 


We therefore proceed to prove this last result. 
The sum s, of the series (4), to » terms, is evidently 


n+1 Py4i:@P,Y) — POP 419) 
S s 
a—y? +f 


It is easily seen that the series 





+1- ‘ 
Shp Hee ena 
’ 
—yt"* 


whose sum to » terms is 





+1 
So ee 


2 s 
-1 _y? +4 
is summable (C. i>. = with zero sum; for the function 
a, ’ ‘ 
_@-y) 


(i— —yr'tt 





is a function with limited total fluctuation in the interval (—1, 1—4), 
while the series (D) is conditionally integrable (¢, k>—) over the 
same interval, by (D3y. 

Hence if we prove that the series whose sum to m terms is 


1 
Py 4 1@) Px) — P,@P, 419) 


(n+1) = dee -dy 
—y) 


=1 (1 
is summable (C, k>s > 0), with sum zero, we shall have proved equation (5) 
above; and to obtain this last result it is sufficient to consider the series 
whose sum to » terms is 


(6) int f EE ay 
7s ~y*'t? 


the other part of the sum can be treated in a precisely similar way; and 
as the result holds for each part separately, it is true also for the whole. 


*) See Bromwich, Infinite Series, p. 447. 





es *. -™ 6 


|} «a oe beet 
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Now Hobson has shewn*) that 


1 1 

P,, (y) — (—1)*91-1. n2. BCE" —1) e(—1) 
i dy ( 1)"2 - a (l—1) a(n+1—1) 
=e 


ve. A 
= (—1)'kn'" "(14 ) 
nt 
where k is a constant depending only on 1, while A, has a finite upper 


limit as m—» co. Substituting the last expression in (6), and putting 


[= ; s+ ; , we see that we have to consider the summability of a series 


whose sum to » terms is 


tyrkn'*® P(a) (14 4" 1» 1+—2 
(—1)rhn** P, (a) (1+) = (— 1)" Ee mt cos (np + @) (14-7) 


where « = “9 - . , £=cosg, k’ is a constant independent of x and n, 
and B, is a constant depending on z, but with a finite upper limit B 
(independent of x if —1+e<2<1—e) as n-—» oo. We now separately 
consider the summability of the series U and V whose sums U, and V,, 
to m terms are respectively 


1 
(—1)"n* cos(mp+a) and (—1)"Bn "Ts cos (np +«). 
The n™ partial sum function (C, k) for the second series is 


An Vet Any Vit +4 Vat 40 Ma 
A“) 





which (if k>0) is less in absolute value than 


1 1 
saa 1 


1 
ope tmp F4---+1'"*a—1) 74m << Bn 3 


nk 





where B’ is independent of n, and also of z in the interval (—1+e, 


1—e«). Hence, since s< ; , the series V is summable (C,k>0) with 
zero sum. 

It only remains to shew that the series U is summable (C, k>s). 
It will be rather more convenient here to use Riesz’s method of summation 
(R, n, k>s)**) instead of Cesiro’s — since the two methods are precisely 
equivalent (as Riesz has proved***)), a proof of the summability of U by 








*) Proc. Lond. Math. Soc. (2), 6, p. 34. 
**) M. Riesz, C. R., July und November 1909. 
***) M. Riesz, C. R., June 1911. 
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Riesz’s method will be also a proof of the summability (C, k>=s), so that 
our theorem at the beginning of this section will be completely proved. 
We have to shew that if k >s, the limit as n —> oo of 

7 u,n*+ u,(n—1f'+---+u,_,-4+u 

(%) cao = , 

is zero; here u,=— U,— U,_, (n>0O). Now in another place*) I have 
shewn that the series _S'n‘e*‘* is summable (R, n, k>s) if 0< a < 2a. 
The series U = Su, = 5(U,—U,_,) = U,—2U,_,; so that remem- 
bering the form of U,, we see that SU, and SU,_, are special cases 
of the series S'n‘e*'", and are consequently both summable (R, n, k>s). 
Also their sums are easily seen to be equal; so that the series U is 
summable (R, n, k>s) or (C,k>s), with zero sum. A full proof of this, 
on the lines of the proof of the above-cited theorem, could easily be 
written down. This completes the proof of the theorem at the beginning 
of this section. 


§ 5. 
On the summability (C, k) for O<k< > at the end points 
of the interval. 


It only remains to consider the end points + 1. Hobson has shewn 
(loc. cit. on p. 211) that it is insufficient for the convergence of the series (1) 
at these points, that f(z) should be a function with limited total fluc- 
tuation in the neighbourhood of both; it is, however, sufficient that f(#) 
should have limited total fluctuation in the whole interval (—1, 1), or 
that this should be the case save in the neighbourhood of a finite number 
of points — near which f(x) is of the form 


A ’ 

8 ” 

(8) eae + 7: 

where O<1< ; and (xz) has limited total fluctuation near §. He has 


further shewn that if at such a point &,/ is greater than or equal to : ; 
then the series (1) does not converge at x = + 1. 

I proceed to shew that when f(x) has limited total fluctuation in the 
interval (—1,1), save in the neighbourhoods of a finite number of such 
points —, near which f(x) has the form (8), where : <l<1, then the 


series (1) is summable (Cc, k>l— 3) at the points x = + 1. 
As before we have only to shew that condition I of our general 


theorem (p. 218) is satisfied, in order to establish this result. Now the 





*) S. Chapman, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 9, p. 399. 
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property (C3)’, in conjunction with a theorem on uniform summability 
before quoted (loc. cit. on p. 221) is sufficient to shew that the series (3) 
is summable (C, k>0)*) whenever the interval (a, 6), besides excluding 
the point z, also excludes all the singular points §. Hence we have only 
to prove that (3) is summable (C, k) when (a, 8) is an arbitrarily small 


interval enclosing any of the points &, say (E—7,,&+7,). The sum of 
the series to » terms is 


vo 
nt ft 1 — Fai rayyay, 


The part of this which arises from the term (y) in the expression for 
f(y) at the point & leads to no difficulty; as far as this is concerned the 
series is summable (C,k>0). It is easily seen that to estimate the effect 
of the singularity at § we need only prove the summability (C, k>l— >) 
of the series whose sum to » terms is 


nat (4 — sin {(n+1)9— =} do 


i- -@ 
where cosA4=£&. Now 


1 = 
3, = Ant fwtein {(m+ l)u+(n+1)a —7}du 
“= 


oo 


=n [K, sin |(n +1) — T}+2, cos {(m + 1)a—F}] 
h 
where siti 
K,= 4 f do = K— K,, 
“ashe 
(n+1) 
L <4 [dy = x 
. v 
—(n+1) Hy 
where 


K ae? oe sie? de, 
sate 
Kin fae sr i doa 


(n+ 1) 0 





*) As Hobson shews in § 4 of his paper cited, the above statement is true even 
for k =0; but this is not needed for our purpose. 
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and similarly for L,. Now it is easily seen that 
’ M — M’ 

|Z:|<<s, |Lal< wer 

n n 

where M and MM’ are finite constants. 


Thus, splitting s, up into four parts, we have to investigate the 
summability (C, k) of four series whose sums to m terms are 


1 
&,=K n * sin {(m + 1)i — = 


&,=K otek { (n+ 1)s— *} 
5,.= Kin sin {(n+ la 


1 
54> L/n * cos {(n +1)4— - 


The first two series are summable (Cc, k>Il—3) if 


shewn at the end of § 4; while since 
1 1 
s,.1<Mn*, |s,,|<M'n ?*, 
the two latter series are convergent. Thus the whole series (3) is summable 


(C, k>l— 5) in the neighbourhoods of the points €, as well as elsewhere; 
and its sum is known to be zero. This completes the proof of our theorem. 


§ 6. 
Summary of the theorems on the summability and convergence 
of Legendre’s series. 


The following is a summary of the theorems which have been proved 
by Hobson, Fejér, and in the present paper, on the convergence and 
summability of the expansion of an arbitrary function f(#) in a series 
of Legendre’s functions. 

The function f(a) need not be limited, but is supposed to possess a 
Lebesgue integral in the interval (—1, 1) for which it is defined, and 
over which it is represented by the expansion. Further, it is supposed 
to possess limiting values f(7+0), f(#—) on the two sides of the 
points x considered (or on one side only, in the case of the end points). 
Then under the conditions given below, the expansion is summable (C, k) 
— treating convergence as the particular case k = 0 — and has the sum 


= (f(@+0) + f(e—9)} 
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at an interior point z, or f(1—0) or f(—1+0) at z=1 or r=—1 
respectively. 

a) The expansion is summable (C,k> 1) without any further restriction.*) 

b) At an interior point the series is summable (Cc, k> >) if f(x) 
has limited total fluctuation in the neighbourhood of z. 

c) The series is summable (c, k> 3) at the end points provided 
that f(z) has limited total fluctuation in the neighbourhood of both 
these points. 

d) At an interior point in whose neighbourhood f(x) has limited 
total fluctuation, the series is summable (C,k>s), where O0<s<y ; 


1 3 
provided that the function (1 —a'*4 f(x) has limited total fluctuation 
in the neighbourhood of the en@ points. 

e) At the end points the series is summable (C, k >s) where 0<s< = 
provided that f(#) has limited total fluctuation in the whole of the interval 
(—1, 1) when the arbitrary small neighbourhoods of a finite number of 
interior points § are excluded, in the neighbourhood of which f(x) is 
expressible in the form 


1 
@—pt p(2), 


where g(a) has limited total fluctuation near £, while ]1< s+ > 


f) At an interior point in whose neighbourhood f(z) has limited total 
fluctuation, the series is convergent — or summable (C, k =0) — provided 


1 
that (1—2*) * f(x) possesses a Lebesgue integral in the interval (— 1, 1). 
g) The series is convergent under the same conditions as in e) except 
that J is to lie between 0 and + (0<I< +) 


The corresponding theorems on the uniform summability need not 
be repeated here. 


*) Professor Blumenthal has drawn my attention to an interesting paper by 
Dr. Haar on the summability of Legendre’s series (Rend. Circ. Mat. Palermo 82, 
1911), which has appeared since the present work was written. By considering an 
extra term in the asymptotic expansion of P, (cos@), Dr. Haar has shewn that the 
series (D) is (with the terminology here used) absolutely integrable (C, 1) if -1<2<1, 
—1<y<1 (y being the variable of integration). This property (which we may call 
(D4)’) is an extension of (D4) as regards interior points of the interval (— 1, 1) of z, 
and (as on p. 219 ante) in conjunction with our general theorem (p. 218) at once leads 
to the theorem that the series (1) is summable (C, 1) at any point of continuity of f(a) 
which is interior to the interval (— 1, 1). 

In consequence of this theorem by Dr. Haar, we may substitute (C, 1) for (C,k>1) 
in (a) above, except for the end points «=-++1. As regards these, the statement (a) is 
the most general statement which can be made at present. 





15* 
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Uber die Gibbssche Erscheinung und die trigonometrischen Summen 
sine + 5 sin 2¢ + ----+ — sin ne. 
Von 


T. H. Gronwatt in Chicago (U. 8. A.). 


$ 1. 
Einleitung. 


Es sei f(x) eine Funktion, von welcher wir der Einfachheit halber 
voraussetzen wollen, daB sie fir 0<«2< 2a den Dirichletschen Bedin- 
gungen geniigt, und z =a eine Unstetigkeitsstelle derselben. Die Gibbssche 
Erscheinung kommt bekanntlich darauf hinaus, daB die n‘**-Partialsummen 


(1) s,(z)= * + a,cosz+b,sinz +---+a,cos nz + b, sin nz 
der Fourierschen Reihe 


(2) f(z) = “ +> (a, cos vx + b, sin vz) 


v=1 
in der Nahe von x =a Maxima und Minima besitzen, deren Grenzwerte 
fiir n = oo aus dem Intervall von f(a—0) bis f(a+0) heraustreten. Es 


ergibt sich diese Tatsache im allgemeinen Fall aus der Betrachtung des 
Sonderfalles 


(3) 9(2) => (#—-2) = >) sin ve, 0<4#< 22, 
v=1 

und der Maxima und Minima der Partialsummen 

(4) p, (2) = sin x + > sin 22 +---+ + sinnz. 


Diese Partialsummen (4) spielen auch eine Hauptrolle in den von 
Herrn Fejér*) gegebenen Beispielen von stetigen Funktionen, deren 


*) L. Fejér, Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen, J. f. Math. 138 
(1910), S. 22—53. 
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Fouriersche Reihen an einzelnen Stellen divergieren. Er benutzt dabei 
hauptsichlich den Satz, daB fiir jedes reelle und ganzzahlige n 


\v,(")| <M 
ist, wo M eine Konstante < 3-6 bedeutet.*) 
In einer spiteren Abhandlung bemerkt Herr Fejér**), daB das absolute 
Maximum von |q,(#)| wahrscheinlich mit ~ monoton wichst, und zwar 


bis zu dem Grenzwert 
4 


J nt dx — 1-851936--- 
0 
fiir n = oo. 


Im § 2 der vorliegenden Abhandlung werden mit ganz elementaren 
Mitteln einige Siitze iiber die Maxima und Minima von g,(z) abgeleitet, 
und insbesondere die Vermutung des Herrn Fejér bestitigt. Der § 3 bringt 
die schon angedeutete Anwendung dieser Sitze auf die Gibbssche Er- 
scheinung, wahrend im § 4 die Untersuchung mit einer eingehenderen 
Erérterung der Minima von g,(), ihren naturgemaiBen AbschluB findet. 


§ 2. 
Die Maxima und Minima von g, (x). 
Aus der Definition von g,(a) folgt sogleich, dab 


¢,(0) = 9, (x) = 9, 


(5) 2 aa 
P, (x) — P, (x Tr 2x) =— 9,\— 2); 
sodaB wir die Untersuchung auf das Intervall 
O<a<a 


beschrinken kénnen. Die Gleichung (4) ergibt ferner 


dg, (2) n cin + zcos"T* 
(6) = > cos vi= = ee 
v=1 ek | 





*) Die Existenz eines solchen M, jedoch ohne Angabe iiber seinen numerischen 

Wert, wurde zuerst von Herrn Kneser bewiesen: Beitrige zur Theorie der Sturm- 

Liouvilleschen Darstellung willkirlicher Funktionen, Math. Ann. 60 (1905), 8. 402—423. 
**) L. Fejér, Uber gewisse Potenzreihen auf der Konvergenzgrenze, Ber. Ak. 

Miinchen 1910, Nr. 3, 8. 1—17. 

In der Note: Sur les sommes partielles des séries de Fourier, C. R.23 mai 1910, 


zeigt derselbo Verfasser, dab M< = rT 2 ee 
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woraus wir sofort schlieBen, daB m,(z) zum Maximum wird an den Stellen 


2m+1 —1 
= 5 x, m=0Q, 1,--,[*>-], 


sowie zum Minimum an den Stellen 


‘ n—1 
sms, w=1,2,--,[2=")- 


Von diesen Maxima und Minima wollen wir einige Sitze beweisen, deren 
erster lautet: 


Satz 1. Die einem bestimmten Wert von m entsprechenden Maxima 
und Minima wachsen beide monoton mit n: 


wii CRtta) >o. CRt!s) 


Pa (Ti x) > Pn = a: 


Zum Beweise bemerken wir, daB die Maximumstelle ae 


zwischen den aufeinanderfolgenden Minimastellen 2m und sete. liegt, 


x von g, (x) 


. ° -_ 2m : F 
sowie umgekehrt die Minimumstelle ~~ = zwischen den aufeinanderfolgenden 


ar und 2™+14 Ferner ergibt sich aus (4) 


Maximastellen “nak 


Pnsi(®) — Gal) = 43 Sin (n+ 1)z, 


sodaB , ,,(%) = 9, (x) fir z= ae x und 7 = i Es ist nun 
2m+1 _ 2m+1 2m-+-2 


n+2~ ~ant+i1 #< n+1 ms 


und wie soeben bemerkt, sind die fiuBeren Glieder dieser Ungleichung eine 
Maximumstelle bez. die unmittelbar darauffolgende Minimumstelle von 
®,41(%); zwischen ihnen nimmt also diese Funktion monoton ab, sodab 
2m-+1 ° 2m-+-1 2m+1 . 
Pn+i .n+2 z) ” Pasi( opi *) _ P,( n+1 z) 
In athnlicher Weise schlieSt man aus der Ungleichung 
2m—1 2m 2m 
n+1 *< 541" <5 * 


deren diuBere Glieder eine Maximum- und die unmittelbar darauffolgende 
Minimumstelle von g,(x) sind, dab 


toss (2ti8) = vata) > v6): 
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Wir beweisen ferner den 

Satz 2. Fiir 0<a2<~z= ist (x) stets positiv. 

Es geniigt offenbar zu zeigen, daB im betreffenden Intervalle simt- 
liche Minima von 9, (x) positiv sind. Es sei o, (eo z) ein beliebiges unter 


diesen; da an <a, also 2m+1<vn ist, so folgt aus Satz 1: 


a(q #) 2 Poms (u4 7%) ~ Pome (®— Fm Fa) 


“<S (—1)” , vn 
7 P o “™omt1- 
Bekanntlich nimmt =s monoton ab, wenn x von 0 bis a wichst, und 
daher ist die obige alternierende Reihe positiv, indem ihre Glieder dem 
absoluten Betrage nach abnehmen. 
Satz 3. Die Maxima von 9,(x) bilden eine fallende Reihe: 
2 1 2m+3 —1 
9. z) > 9, ( mt z) , n= 0, 1, “7% AH) —1. 
Zum Beweise wollen wir zuniichst eine Hilfsformel ableiten. Nach (6) ist 


Pn(X) — Pn (x + Fi) 





0 n+1 — bg +1 ) 
= _—_ ry = sin (Fet=—5 44) cos ("5 Notts: 
_ o x n 
on > sin (| +55) 
<< n-+1 =; n+1 
oe. es 
x x x 
ein sin (5 +555) 
pe. 
= — 2, lms sin (5 + +3) — sin $ sin (2 -575)| 
a in (2 + 1 * . =I 2 "sae 
sin — sin - 
2 
sectt1, 
—-—--- [sin 5 x sin ~ - co + sin > ” x cos = si 
( cd ) 2 Ts 2 =xt 
sin — sin (— + -—— 
2 ‘n= 1 x n 
— sin > sin | > & C08 — +t sin 5 3 COS> x sin = at 
os * + 
=— 2 - n+1 cd 
= __—~ -_-_________ sin —~— @ sin —— 
in (+ a ) 2 n+1 
sin 8 Poti 
sin — * _ sin (n-+1)x 


n+1 


2sin = sin (> +533)’ 
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oder endlich 


sin —* — sin (m+ 1)x 
(7) 9.(2) — 9.(t+ 545) -— >? 
ei (+2) 


In dieser Gleichung setzen wir « = @m+?)="+¢ ond finden leicht 





n-+1 
J l(o. (O29 —9 At OE=) 
~ ((22t Bet!) 9, eetoeyy 
Pam Bs 1 
wed SS bel C4 sin ¢ cos — con 2m + 8)z—t 





0s 
n+1 n+1 


1 
 €e  (2m+3)x =) 
cos 





~ mpi 
. 2m-+ 3 
>0O fir O<t<a und 0< n+1 a< 2, 
denn unter diesen Voraussetzungen ist 2m +4<n-+1 und 
a (2m + 3)x—t _ (2m+ 3)x+t_. 
008 Sj > 8 > cos a >-—1. 


Das eingeklammerte Aggregat von Funktionen q, wiichst infolgedessen 
monoton mit ¢ fir O0<t< 2; fiir t=O verschwindet es, ist folglich 
positiv fir t= 2, sodab 


8) gat? 2) — (eit? 2) > (mite 2) — 9, Pte 2): 


n+1 n+1 
Nunmehr sei am ten die letzte Maximumstelle im Intervall von 0 bis 2; 
2m+5 


dann ist ry 5 eis +%, wo O<a,<2. Laut (5) ist 
p,(% + 2%) _ Pn( Xp — 2) eet: P,(%— 2), 


sodaB, nach Satz 2, », (= * z) negativ ausfallt, und es ergibt sich aus (8) 


n+1 
(9) os rg " a) > Pr Carr z) 


zunichst fiir m = (*F] —1, und die wiederholte Anwendung von (8) 


zeigt, da8 (9) fir m= (*s"] — 2,---, 1,0 gilt, womit unser Satz be- 
wiesen ist. 
Wir kommen endlich zu dem in der Einleitung erwihnten 








as, ean ff. aa oe 
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Satz 4. Fiir jeden reellen Wert von x ist das absolute Maximum von 
|p,(x)| gleich , (7) und wiichst monoton mit n bis zu dem Grenewert 


lim 9, (<5) - [ae 


Da niimlich zufolge (5) das absolute Maximum von |q,(x)| an einer 
Stelle des Intervalles 0 < «<a auftritt, so ist es nach Satz 2 unter den 
Maxima von 9,(x) im genannten Intervall zu suchen. Das gréBte von 
diesen gehért aber nach Satz 3 zu m=O, und sein monotones Wachsen 


mit » folgt aus Satz 1. Der gesuchte Grenzwert ergibt sich aber aus der 
Identitit 


‘sin —* sin . a 
x m n+1 n+1 n-+1 
leis) ~as| x + 22 Ac eae ) 
n+1 n+1 n+1 
Jetzt gehen wir zur Betrachtung der Gibbsschen Erscheinung iiber; 


die etwas umstindlichere Untersuchung der Minima von q,(z), welche 
wir zu diesem Zwecke nicht gebrauchen, folgt im § 4. 


§ 3. 
Die Gibbssche Erscheinung. 

Es sei f(x) eine Funktion, welche im Intervalle O0<2< 2a den 
Dirichletschen Bedingungen geniigt und folglich in diesem Intervalle sich 
in eine Fouriersche Reihe (2) entwickeln laBt. Um die Unstetigkeitsstelle a 
von f(x) grenzen wir ein Intervall «<2<f§ ab, welches keine weitere 
Unstetigkeitsstelle von f(x) enthilt. Wir betrachten nun die Kurve C, 
welche aus folgenden drei Stiicken besteht: 

Erstes Stiick: y= f(x), e<ar<a. 
Zweites Stiick: die vertikale geradlinige Strecke, welche die beiden 


Punkte . 

2=a, y=f(a—0) + Met —— » fine as 
und ? 

z=a, y=f(a+0) — fa4+9=fe—9 fans gw 
verbindet. . 





*) Es ist = f ane da = — 0-089490---; daher ragt die betrachtete Strecke 


a 
an jedem Endpunkt der Strecke von c=a, y= /f(a—0) bis r=a, y=/f(a+0) iiber 
diese hinaus und zwar um den gleichen Betrag, naimlich etwa 9°/, der Linge derselben. 
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Drittes Stick: y= (f(z), a<rv<fB. 

Um jeden Punkt der Kurve C beschreiben wir einen Kreis mit be- 
liebig kleinem Radius «; die Gesamtheit aller Punkte, welche dem Inneren 
wenigstens eines dieser Kreise angehéren, bilden eine Punktmenge, welche 
wir als Umgebung « der Kurve C bezeichnen. 

Indem wir jetzt die Partialsummen (1) der Fourierschen Reihe (2) 
in Betracht ziehen, besteht die Gibbssche Erscheinung darin, daB sich zu 
jedem beliebig kleinen + >0 ein n= N(e) angeben lapt derart, daB fiir 
n > N(e) siimtliche Kurven 

y=3,(%), «lr<B, 
der Umgebung « der Kurve C angehiren; hierbei laBt sich das zweite Stiick 
von C durch keine kiirzere vertikale Strecke ersetzen.*) 

Zum Beweise setzen wir 


. - 2 , 
g(x—a) = — sin v(x — a) 
(10) 
-> (— sin va cos vx + * cos va sin va) 
v v 
v=l1 
und bemerken zuniichst, daB wegen der Periodizitiét der rechten Seite 
von (3) 
g(x—a) = > ( a+a—z) fir a<xr<2a+a, 


(11) 
gp(z—a)=—>(—x+a—-2) fir —2a+a<aK<a, 
sodaB 
g(—0)=— 4, 
(12) " 
o(+0)— =. 


Ferner ist, nach (5) und Satz 4, fiir die Partialsummen von (10) 


zx 


n nm 
(13) _ [2 az <9,(e—0) <f “ine ay 
0 v 


fiir jedes reelle 2 und jedes ganzzahlige positive m, sowie ein » = N,(e) 
derart wihlbar, daB, fiir alle n > N,(e) 








*) In der Abhandlung des Herrn Bocher, Introduction to the theory of Fourier’s 
series, Annals of mathematics (2) 7 (1906), S. 81—152, wird, allerdings unter der 
Voraussetzung, daB f(x) auBer in den Unstetigkeitspunkten eine den Dirichletschen 
Bedingungen geniigende Ableitung besitzt, die Gibbssche Erscheinung durch Ab- 
schiitzung der Partialsummen (4) mittels des Dirichletschen Integrals abgeleitet. 
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sing 
9. ((a— +i) ~ “)<- fit “42 + Geto) —fa=H)’ 


(14) 


Ga ((a+ 5,434) —a) > festae— WerTs—, fia—0)| 


Wir setzen endlich 





m 0 0 0) — f(a—0 
(15) f(z) = HOF LCTO 5 FOF Mem”) (a — 0) + f,(2); 
dann ist nach (12) f,(a—0) =f,(a+0) =0, und also f,(x) fir e<r<p 
stetig, sodaB fiir ein geniigend kleines, positives d < >) 


f,(2) <= fir a—d< rca. 


Offenbar geniigt f,(7) den Dirichletschen Bedingungen im Intervalle 
0 < « < 22*); f,(x) laBt sich demnach in eine, im Intervalle a<x<f 
gleichmiBig**) konvergente Fouriersche Reihe entwickeln, deren n* Partial- 
summe s,(2) sei. Dann laBt sich ein » = N,(e) derart angeben, dab fiir 
alle n > N,(e) 


|si(a)-f,@)|< > fir «<a<p 
und folglich 
(16) |sn(2)|<|si(@) -A@|+|A@|<>+ p—q fir a—d<rcate. 
Es ist ferner nach (15) 


feto— f(a—°) 


(17) s, (a) a fea fer®) + 


Y,(%— 4) + 8) 1(2), 


welche Formel wir auch schreiben kénnen 


nm 


8,(@) = f(a—0) + fe+o—fe—9 (= — { az) 
0 


x 


nm 


4 fat) —e-9 ( [22 ax - 9,(@—a)) + 8:(2), 
0 





oder da 


*) Denn f(x) und @(a'—a) lassen sich, weil den Dirichletschen Bedingungen ge- 
niigend, als Differenz je zweier monotoner Funktionen darstellen, folglich nach (15) 
auch f,(x), woraus die Behauptung folgt. 

**) Nach einem bekannten Satze von E. Heine, J. f. Math. 71 (1870), S. 357. 
Vgl. E. Picard, Traité d’analyse, 2. Aufl, Bd. 1, 8. 256. 
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x 
a sin x 
5— fiten, 
0 


8,(z) = f(a—9) + fet 9—fe—9 f “ine ay 


(18) s 
+ fers—fe—s (f dz + 9,(#—4)) + 8, (2). 
0 


Abnlich erhalten wir aus (17) auch 


s,(2) = fa +0) —fet9—fe—) f tine ay 
+ SEt9=L—O(y (@—a)— f “2% de) + 5i(2) 
0 


Die Gleichungen (18) und (19) zeigen nun, dab, wenn m gleichzeitig 
gréBer oder gleich N,(¢), N,(e) und 5 — 1 ist, simtliche Kurven y = s, (2) 


wegen (13) und (16) fir a—d<2<a+6 in der Umgebung « des 
zweiten Stiickes der Kurve C liegen, sowie dab, wegen (14), ihre Ordi- 


* ™ . é 
naten fiir z= a+ ni UM weniger als , 


der genannten Strecke abweichen. Um noch die beiden Intervalle c<2<a—d 
und a+d<2< 8 m erledigen, bemerken wir, daB in diesen Intervallen, 
nach dem erwihnten Satze von Heine, die Fouriersche Reihe (2) gleich- 
maBig konvergiert; es laBt sich also ein » = N,(e) angeben derart, daB 
fiir n > N,(¢) simtliche Kurven y = s, (x) fire <#<a—d bez.a+d<xc<p 
der Umgebung « des ersten bez. dritten Stiickes von C angehéren. Indem 


wir N(e) dem GréBten unter N,(e), N,(e), N;(e), 5 — 1 gleichsetzen, ist 
folglich unsere Behauptung erwiesen. 


von den Endpunktsordinaten 


§ 4. 
Weitere Untersuchung der Minima von g, (x). 


Um nunmehr zur Untersuchung der Minima von »,(x) zuriickzukehren, 
schreiben wir in (7) »— 1 statt n: 
sin — sin nz 
Pn-1(X) — Px—1(2 + =") _ = 


oo ae 
cos —- — cos x 
mS +4) 
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Aus der Identitit 


Pn(L) — Pn (x +=") = Pn-1(2) + cos nx — ga-1(2 +>") — cos n(x +=) 


n 
= pi-s(2) — gas (2 +=) 
ergibt sich also 
» © x 
sin siIn NIX 
(20) Pn(X) — Pn («+ =) =-—* ~~, 
cos a cos (= +2) 


2m ,. 2m+2_. , * 
, bis & = —— a integrieren:*) 


v(m) — 9, (#2 2) — (9, (tH? 2) — 9, (M42) 


welche Gleichung wir von 7 = 





2m+2 
-———# 
n 
. £ sinnadx 
= = n ed 
J cos -— cos (~ +2) 
Pa n n 
Qn 
:. = sin xdx 
a = n x (Qm+1)a+-2 
cos — — cos ~———__~—_ 
0 n n 
nm 
1. ¢g 1 
os —a._ Guyae—2 
n n =e 
cos = —cos ! + = —_ 


\ 


: ) sin rdzx. 


cos™ —cos @M@t 2B +H 
n n 
Wenn 0<*™"t2 ga, so ist 2m+3<n und 


4 


cos | > cos = tis—s > cos Getter >-—1 fir 0<ar<z. 


Es ist demnach das Integral positiv und folglich 


(21) %.(— z) al g(t" n) < g.(*"+? x) _— o.(°"** 2). 


n n n 





*) Es 148t sich auch hier, wie bei Satz 3, die Beweisfiihrung durch Umgehung 
der Integration elementarer gestalten; dies hitte jedoch wenig Zweck, da wir ohnehin 


die nicht mehr elementar zu nennende Eulersche Summenformel bald heranzuziehen 
haben. 
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Wenn also die Differenz , (x) — 9, (Fa+° x) fiir einen bestimmten 


Wert von m positiv ist, so ist sie es auch fiir jeden gréferen Wert von 
m bis ("> =| —1. Zwei Fille sind demnach méglich: entweder bilden 


die Minima eine fallende Reihe fiir m = 1, 2, ---, [* = “| oder es existiert 


ein gréBtes Minimum g, (*”*2) derart, daB die Minima fiir m—1, 2,---, mg 


eine steigende, fiir m =m), m,+1,---, “s] aber eine fallende Reihe 
bilden. Niiheren Aufschlu8 hieriiber gibt der jetzt zu beweisende 

Satz 5. Fiir n< 42 bilden die Minima von o,(x) im Intervalle 
O0<2<z2 eine fallende Reihe. Von n= 43 an existiert aber eine ganze 
Zahl m, derart, dap 





Pn (==) <n A" «) fiir m= 1, 2,---,m,—1, 
dagegen 
ea(r) > 9, (“2 x) fir m— my, m+ 1,--5[*F*]—1. 


Dieses m, wird durch die Ungleichungen 
on 7 
[ee] < ms 9 | +1 


begrenat,*) und das grifte Minimum Ga(— — x) ast asymptotisch gleich 


bs 4 2 


——-——+ 
- V2n 
Es ist nimlich 


n 
2m 1. 2um 1 . 2um 2mx 
%,(- x) = >" = sin *" — so >) sin" x — = » 
m\n u u“ n n 


azil uz=0 


und auf diesen Ausdruck wollen wir die Eulersche Summenformel an- 
wenden. Dieselbe lautet: 


> f(at+ub)= J fat ad)de + + (f@+fa+nd) 


>is Rare + (f2*-D(a+-nb)— fe-9(@))b**-1 +4 R,,,, 


mit dem -Restglied 


prett 
R,, =0@. By +1 @ppai Mess —1<86<1, 
wo M,,,,, > |f??**(x)| fir ag rca+nb. 


*) Engere Grenzen werden durch Gl. (27) und (28) gegeben. 
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In obiger Formel setzen wir jetzt a—0, b= a, fa) = S22. 
Es wird 


oo. ame 2mxn 
frerenae- 42. dem aig f SSP ae 
n = 0 
und 
; q?’-! m 2m2n 
f2*-9(a-+nb) — fe*-(a) = (Aa, ee), 


-1 sine 


Die Funktion Sim —— ist eine ganze, ungerade Funktion von 2, wes- 


halb sie fiir 2 = 0 verschwindet; ferner ist nach der Leibnizschen Formel 


a 
@ si A(A—1)---(A—a1 a 
aF eat OY es tia (24+0—2) 9), 





a= 
sodaB 
a*’~! gin x\?™* 1(29—1) (2»—2)-. (2v—a) rene 
eS png 
a=0 
<— (2»—1) (2y—2).--(2»—2a) wae 
a * jae -(-1) bd ¥¢, 


a=0 


Zur Abschiitzung des Restgliedes bemerken wir, dab 





at mF fe sin (z+ *4 = a) dz, 


dx’ x x’ _ 


wie durch teilweise Integration und SchluB von 4 auf 2+ 1 ohne weiteres 
ersichtlich ist. Diese Formel ergibt fiir jedes reelle z+ 0 


| @ sing 1 a| a+1 
| >= —_ Sin fiet| sin (e+-4 r) dz 


sodaB wir fiir M,,,, einfach 5 sti setzen kénnen. 
Dies alles in die Eulersche Summenformel eingetragen, ergibt nach 


Multiplikation mit ** a: 
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Ima 


®, (**) «j= Mis ma 


v n 


Pp vl 
22) $F Sa BrP Be 2) BeBe) mateo tens 
v 
v=l a= 
2p+2 
+ 0-- sti, - (2) ? =o. 


Zunichst setzen wir in dieser Formel p=2, m=1 und p=2, m=2; 
unter Beriicksichtigung der Werte*) 


2a 


{= dx = 1-418158 -- 
0 


4a 


re dx = 1-492164.-.. 


lehrt eine einfache numerische Rechnung, dab 


%.()—9,(2)>0 fir n<42, 


n 
Pn (=) — ®, (“*) <0 fir n>43. 


Die Existenz der ganzen Zahl m, fiir n > 43 folgt schon aus den an 
Formel (21) gekniipften Betrachtungen, und um uns zunichst iiber die 
GréBenordnung von m, in bezug auf » AufschluB zu verschaffen, setzen 
wir in (22) p=1 und bilden die Differenz 


(2m+2)x 


(23) 9 Ye *)— $n = — /* ae 2+ 5+ gue ga(Osm+1)—Oym'), 
—1<9,,9,< 1. 


Es ist weiter 


2m+2)x 22 a 

sing 3 f sin x ] sinzdz 

z 9 =~) imate “~~ * J @ma+a)(Qm+ix+2)’ 

2ma 0 0 

woraus sofort folgt, daB 

(2m+2)2 

1 sin x 1 

xm Fi) @m+1) </* de < zm QmF1)’ 





*) Entnommen aus: S. A. Corey, The evaluation of fies, Am. Math. 
Monthly 13 (1906), 8. 12—13. 
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und a fortiori 


2m+2)2 
(24) ise <p dz< saat — ise? + Saar” 
Aus (23) und (24) folgt, dab 
nit esl Poheliae i: 


sodaB, fiir m< i —1, 
2m+2 2m ™ 2x* 4n? x 
Pr (- -~ x) —~ Pn ( n x) > én? — 226n'" 16x! ~ ga (i— sez) > 0. 
Andererseits ist nach (23) und (24), und infolge (m+1)* < 16m* 
2m+2 2m 1 m 17 x*m* 
Pn ( n 2)—9, (= z) 2am? inmtenatn r = tant 225n* ? 
sodaB, fiir = <m<— ., 


Pp cat . — (m) et. 245 —=+5,4+ — 


n n n ant 2n? 
ee ™(1-@zt+z = + sa5m) ma) <9 
fiir n > 43. 


Es ist demnach 


9, (7) <@ (PEs) fir m=1,2,--,, 8 | —1, 
sowie , 


P, = a)>9 »(™* 2) fiir m= ("1 41,-["F'], 
und pe liegt m, zwischen den in Satz 5 angegebenen Grenzen. 


Wena wir versuchen, eine asymptotische Reihe fiir m, herzustellen, so 


muB demnach das Hauptglied gleich = sein. Um weitere Glieder zu 
gewinnen, bemerken wir, daB 


(2m+3)x zm 
sin x d sina ds 
, x (2m+1)%—2 
mn -aA 
2k ~ os 
a) 1 1 a2" sin x 
- >= = 2 —sinadz+ nee zee 
7 (2 m-+1)" x” (2m+1)** 2° (2m +1)x—ax 
shied - 2 
nM y by Qk+1.: 
._ » ! +(-—)) gent > $82” sin 
son! (2m-+ re J” sasarnaied enaaat, (2m-+-1)? a8 — a? -~. 
Mathematische Annalen. LXXII. 16 
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Das letzte Integral ist kleiner als 


a 
2a P d 2x** a xt 
(Qm+1)*x!#—a? J 7D TOL — Sti < @mpn*) 
0 
indem wir ferner 
- 
¢, = fat) sin edz 
0 
setzen, wird 
=, 
¢, = 2*"-! — (2y—1) (2v—2)e 
und wir erhalten endlich 


(2m+2)z k 


w-1? 


sin Z — (6) 
fA - D> anya * Ge 0<O<1. 


2m2 


Mit p = 2 bilden wir aus (22) die Differenz 


0. (2B? 2) — 9, (22), 

ersetzen das auftretende Integral durch den Ausdruck (25) mit k = 2, 
und setzen 

(26) (2m + 1)?x* = 2n +h. 

Dann kommt nach kurzer Zwischenrechnung 


2m+2 2m 2a 2a*— 122 Ox® 
Ox (5 4) — P62) ~ an pat aed + @nm 


—— e. ~__ (3(2n +h) + 2*—3) 


~~ Re + 6n? + s60n 
+ 0, (2n+h)* 0<90 <li, 
4320 ne? wih 8, <1. 


Durch Entwicklung nach Potenzen von h sieht man leicht die Existenz 
einer Konstante A ein, derart, daf 


®, Gc +2 z) ~— (2 z) >0 





n a 
wird fiir 
8a—17 A 
h Ss —_ ' ae 
d. h. nach (26) fir 
on < V2n i Se 
(27) = 2a 2 12a V2n 2nY2n’ 


wo A, eine passend gewihlte Konstante ist, sowie dab 
2m-+2 2m 
v= (“5 #) — 9. (F 4) <0 


-g- 
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wird fiir 
h>— ae + =, 
d. h. nach (26) fiir 
Van 1 #%—8" 1 A 
> _-=— ; ’ 
(28) #2 2 12a In 2nV2n 


Die den rechten Seiten von (27) und (28) gemeinschaftlichen Glieder 
bilden offenbar den Anfang der asymptotischen Reihe fiir m,, und das 
Verfahren laBt sich, abgesehen von den rasch wachsenden Rechnungs- 
schwierigkeiten, beliebig weit fortsetzen. 


Um zuletzt noch den asymptotischen Ausdruck fiir das gréBte Mini- 
mum abzuleiten, gehen wir aus von der Gleichung 


2ma oo 


sin x x sinz 

[ot ae 5 — ft? ae, 

‘ x . > x 
2mn 


aus welcher durch wiederholte teilweise Integration folgt 


2mna 


A 
sin x — = (—1)"(2»)! _4\k f cos & 
J s 7 | (2ma)?"*! +(-}) Gary os aya @ 


und durch geeignete Abschitzung des letzten Integrals 


2mn 


k-1 
sine . 1 (—1)"(29)!_, (—1)'"* © - (2k)! 
(29) J =, = 2 -> ell _ 2k+1 =? 0<O0<1. 


<5 (2m) (2m) 
0 = 
Indem wir dieses fiir k= 2 in die Formel (22) mit p= 2 eintragen, und in 
dem Resultat m = m, -v +e setzen, wo nach dem friiher Bewiesenen 


—1<¢é< 1 ist, finden wir sofort 


2m bd 2 é, 
(30) (3°) "F- Fate 


wo 6, fiir alle » beschrankt ist. 


Chicago, Ill, den 12. April 1911. 





16* 
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Uber die Lebesgueschen Konstanten bei den Fourierschen Reihen. 


Von 
T. H. Gronwaut in Chicago (U. 8. A.). 


§ 1. 
Einleitung. 


Im § 42 seiner ,Lecons sur les séries trigonométriques“ (Paris, 
Gauthier-Villars 1906) behandelt Herr Lebesgue die Aufgabe, die obere 
Grenze der n*” Partialsumme der Fourierschen Reihe einer Funktion vom 
absoluten Betrage <1 zu bestimmen, und findet fiir diese Grenze den 
Ausdruck 


a 
2 


(1) en. = af me en at. 
0 


sin t 


Von diesen ,,Lebesgueschen Konstanten“ 9, wird l. c. § 45 gezeigt, dab 
lim 9, = co. 

In der Abhandlung ,,Lebesguesche Konstanten und divergente Fourier- 
reihen“, J. f. Math. 138 (1910), S. 22—53 gelangt Herr Fejér zu dem 


asymptotischen Ausdruck 
(2) Ca os log n + a+ &,, 


wo 
n 
2 


2 
+7) 
a— +. (a7-q) at +2 f log (#) cos xt dt 
5 9 


und lim «,—0; ferner gibt er, mit nur angedeutetem Beweis, den ge- 


naueren Ausdruck 
4 
0,= -:logn+a,t++ %, 
wo «, fiir alle » beschrankt ist. Dieser Ausdruck zeigt, dab 


(3) Ong1 — On > 9 
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fir hinreichend groBe nv. Herr Fejér bemerkt, daB (3) wahrscheinlich 
schon von »=1 an gilt und stellt die Aufgabe, einen elementaren, d. h. 
den asymptotischen Ausdruck nicht benutzenden, Beweis dieser Behauptung 
zu erbringen. 

In § 2 der vorliegenden Abhandlung wird diese Aufgabe durch ganz 
elementare Umformung des Integrales (1) gelést. Dieselbe Umformung 
dient im § 3 zur Ermittlung des Hauptgliedes in (2), wihrend im § 4 
die von Herrn Fejér herriihrende Formel : 

2 1 x 1 
On = 2 ‘8 angi + tai 
u= 
abgeleitet und zur Auffindung einer allgemeinen asymptotischen Reihe 
fiir 9, mit abgeschiitztem Restgliede verwertet wird. 

Im § 5 wird die Ubereinstimmung der von Herrn Fejér und mir er- 
mittelten Ausdriicke fiir die Konstante a, in (2) nachgewiesen und mit 
Hilfe der asymptotischen Reihe die Beziehung 


On42— Ona < Cn417 0, 


fiir hinreichend groBe Werte von » abgeleitet. Im § 6 werden die von 
Herrn Fejér 1. c. eingefiihrten Konstanten 


aE] 


a f Ssetne dt 
sin t 


in ahnlicher Weise untersucht. 


g§ 2. 
Beweis der Ungleichung g, ,,> @,.- 


In (1) fiihren wir (2” + 1)¢ als Integrationsverinderliche ein, wodurch 


a 
(@n+1)5 


a : fs —at 
° bd . t 
. (2"-+1) om | i 


+ 
folgt und, da |sint = (—i)’sin¢ fir va <t<(v+1)z, 








— (v+1)z matt 
2 sin ¢ ii sin t 
o,=— >(-1) | — ~-dt + (—1)"» — dt. 
72 (2n+1) sin —*- * J (an+1) sin 


om 2n+1 oa 2n+1 
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In dem v*" Integral ¢— vz als Integrationsveriinderliche einfiihrend, 


finden wir 
n 
*an—l1 
2, = sf aa i tt 
e y=o (2%-+ 1) sin — 
0 2n 4 
(4) P 
2 
2 1 ‘ 
+ f - sin tdt. 
*e @n+1)sin gt" 
Hieraus folgt 
a 
2 1 ° 
G.41= > Tz ° sin tdt 
. {> @n-+-3) sin oo 
0 2n+3 
a 
. 
2 a , 
~ / - — + sin tdt 
x t+nz-+ 4 
“ (2 + 3) sin 35 


und indem wir das Summenglied mit y = abtrennen und sein Integral 


° ° . rd 4 
in zwei mit den Grenzen 0 und — bez. — und 2 zerlegen, 


m 


n—1 ; 
2 1 , oe 
enn-an tf >/ os - —*§ a: }- sin tat 
“yi m4 8)sin oT 74 Qn $1) sin TT 
x 


2 [ 1 1 = 
2 {| : =)sm tdt 
"e (2n-+- 8) aia St nz (20 +1) sin tne 


2n+3 Qn +1/ 
(5) . 
: 2 1 
a /. - sin tdt 
*. n+) sin gt ™* 
nm 
z 


- sin (at 
(an+3) van st? 


+ 
a |r 
~_ 


= (J,+J,+ J,+ J). 
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Um die Integrale J, und J, abzuschiitzen, wollen wir eine Hilfsformel 
ableiten. Setzen wir o(c) ~—*. , wo x>0, a>O0 und = < ; , so ist 


sin — 


a 
cos ~ 
(«) = 1 aan? #1 < . £8 
Pe, 2 & «e a ¢ _ 2 2 «@ . a 
sin* — sin — 
a a 
zx x oe xz . o 
und —- cot — wiichst, wenn = abnimmt, d. h. wenn «@ wiichst. In der 
Formel 


p(B) — (a) = (8 — a) g(a + 06—a) (0<0<1), 
haben wir folglich, fir 6 > «, 


g (« + 6(B—«a)) eo = + 8 cot = > v8 —a) —_ + cot = 


cos? — 
1 1 1 
a — 7 = ame 
eae + (gee) 
sodaB 
1 1 gmaf 1 = 
a 27 a : gmt), 
sin B sin m- \ Sin 
woraus die gesuchte Hilfsformel folgt: 
(6) wR rig soy ele Spee FS hig —— 
sins asin = + ™ (ocecs? , 


Hierin setzen wir « = 2n+1, 6 = 2n +3 und bekommen sofort 


oro] a 


7 n—1 
~ 2 YT. t+ . t+ 
(7) Ji+ I> — eatin ands (f >'sin 5 —e sin 5 "sin tdt)- 
v=0 


Es ist aber fir O<t<a 


n—1 


. t+tva vm n 2n+1 
> ia n+1 <> sn @n+1~ : cot sana <=? 
v=0 

woraus folgt 


f Sanit +; sin tdt + faints = rea sim tdt< f set! sin t dt 





v=0 


2 
+f sin tdt == (2n+1)+1<(=+ 5) (2n+1), 
0 


ee 
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und dieses in (7) eintragend, erhalten wir 


2,1 2 
(9) J.+5>—-(54+5) sage 


Fiir die letzten zwei Integrale in (5) finden wir sofort die Abschitzung 


ma 


c, ; 
ee -_ 2 
(10) At h>f ans in tat +f ana a tdt— ote: 
a 0 
2 


und aus (5), (9) und (10) ergibt sich die zu beweisende Ungleichung 


8/1 1 1 , ; 
(11) ay: > = (g—=): >0 fir n—1,2,3,--.. 


a} 2n+8 

Hieraus schlieBen wir ferner, dab 

n—1 

8 1 1 
—a>s(s—-s) D ae 

v=1 
woraus 
(12) lim 9, = 00. 


8 3. 


Bestimmung des Hauptgliedes in dem asymptotischen 
Ausdruck fiir g,. 


Die schon von Herrn Lebesgue bewiesene Gleichung (12) folgt auch 
unmittelbar aus dem Ausdruck (4) fiir 9,, welcher 


a 


n—1 
2 1 
a-— a sin tdt 
ah Sects 
0 


2n+1 
na 
2 n—-1 1 4 n 1 
>if a On dl me = > _— —" 
. rao (2m 1) sin cat Ca+De Ti 


ergibt; indem wir die Ungleichung sin z < x anwenden, finden wir 


(13) >a > +: 
v=1 


Eine Abschitzung nach oben ergibt sich auch aus (4): 
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nm na 

*n-1 

2 1 : 2 1 : 
a<if a sntat +> f —+=— sin tat 

. Ge-+1)me STi P con Ge+O@ Ti 

3 

hf, ~—___ sin tdt, 
. (2% -+ 1) sin — +1 


und a fortiori, indem wir die obere Grenze im letzten Integral auf 2 er- 
héhen und die Integration ausfiihren, 


a 


. 2 1 
(14) o,<— ——-- - sin tdt + - 
@n-+1) sin : :> 
0 


2n+1 





(2 +1) sin =a +s i 


Um das rechtsstehende Integral abzuschiitzen, benutzen wir die Ungleichung 
cosz—cos= <0 fir O<2<a und «>I, 

woraus durch Integration von 0 bis « 

(15) sin z—asin ~ <0 fir O<a<a und «>l 


folgt. Indem wir « = 2n + 1 setzen, finden wir 


2 1 . ? 
= a —sintdt< = fa = 2 
a . , t x , 
eee . 
sodaB nach (14) 
4x 1 
(16) ato 2 ——— +8. 


oud (2m + 1) sin | Ti 
Um eine obere Grenze der hier auftretenden Summe zu finden, benutzen 
wir die bekannte Ungleichung 

3 


woraus sich ergibt: 


1 1 1 x 


4 
<—sratiia <*8% 


4 . ° . . 
und fiir z= Ini? indem wir in bezug auf v summieren, 
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az) »>- =e <e 9 t Dante 


I @n+1)sin 


Qn+1 — 
Es ist aber 
. vn : vx 1 n(n-+1)x 
= 6(2n + 1)?— v?x? <2 6(2n+1)*—n'x* 2  6(2n+1)*— n'a? 
v=l r=1 
a. 7 
(18) 1 Zant 1)*z ‘ - 1 
re ‘ an = + ee 
2 2 24—2* 4’? 


5 Sea —o 
6 (2n-+1)*— —-(2n+1)*x* 


und nach (16), (17) und (18) 


4~woi 9 
(19) a<g2s+5 
v=1 


Aus der Beziehung 
1 +logn> >'—>C + logan, 
v=1 


wo C die Eulersche Konstante bedeutet, folgt mach (13) und (19) der 
asymptotische Ausdruck 


4 2 40 
(20) @,—= 5s logn+h,, + ~ >h >: 


g 4, 
Die asymptotische Reihe fiir g,. 


Um diese Reihe abzuleiten, wollen wir zuniichst die Integration in 
(1) ausfiihren. Es ist offenbar 


(vy+1)z n 
‘g—] 2n+1 z 
c 4 , f sin(2n+1t n f Sin(2n+1)t 
2 On Zz (—1) sint dt + (—1) ~~ gine dt, 
v=0 va na 
Inti Qn+i 


und aus der bekannten Gleichung 


sin (2n + 1)¢ 9 - ¢ 
— ml + 2 >’ cos 2ut 
asl 


folgt dann leicht 











—E 
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n-1 
fan S[etr+ crys (sin "40-597 — sin SHY) 


wel 
+ -rlatrn-24 > in 
& 


und indem wir die Glieder zusammenziehen, welche Sinus gleichen Argu- 
mentes enthalten, 


, a—t n 
52 sin 2 + aces (SCS) 


a=l1 v=1 


oder durch Auswertung der geometrischen Reihe im zweiten Glied 
(— am se Quen 1 
(21) $2 et tes 
a=l v=1 


Die Summation in bezug auf v lift sich ausfiihren, indem wir in der 
Gleichung 


Q2uni 2u(n+1)ai uni 
Quvai Qne1 “ce —s A 
S (—1)’- iggett Ste Ft fatty (— me 
Quni . 
cos —-™ — 
s 1+en*" @n+i 


beiderseits den imaginiren Teil nehmen: 


. ‘ velet,, 2H¥% 1 En 
ao» 0 oni 3 Sinti 


v¥=1 


Dieses in (21) eingetragen, ergibt den gesuchten Ausdruck 


i 2 1 4 1 
(22) a-= > gon + enti): 


a= 


Von der Produktentwickelung 


cos Tx -IT (1 = aia) 


ausgehend, finden wir bekanntlich durch logarithmische Differentiation 


1 
ete~ >: in + :> Seticia , 


*) Dieser einfache Ausdruck riihrt von Herrn Fejér her; vgl. Lebesgue, Sur la 
représentation trigonométrique approchée des fonctions etc., Bull. Soc. Math. de France 
38 (1910), FuBnote auf S. 197. Unser Beweis ist von dem dort gegebenen verschieden. 
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und indem wir jedes Glied der Reihe nach steigenden Potenzen von x 
entwickeln 
924+1, 22 


<tgar—*+(.. +; +32) + {>> aie pet?’ 


Mit den Bezeichnungen 





924-1 22 


4 
u~¥3 2 (2a) B,, 


(23) v=l 
, > 1 1) 
7 ed Qo $1) (t= )—1, 


wo B, die Bernoullischen Zahlen sind, bekommen wir 


1 4/1 1 8 NO, . 
= teat — (55+ iris) te fase 22™, 


4=0 
wobei die Reihe fiir z| < . konvergiert. 


Indem wir z = =- “*" 7 Setzen und fiir w= 1, 2,---,” addieren, finden 
wir nach (22) 


(24) — a> (satin ft aerite) 


“=i 
16 S249 Ay 
a y ae tiien D Cn"+ ini’ 


Weil in dieser Gleichung negative Potenzen von 2n+1 auftreten, em- 
pfiehlt es sich, vor Anwendung der Eulerschen Summenformel sich so ein- 
zurichten, daB die Entwicklung nach dem Argument 2 + 1 statt » vor 
sich geht. Zu diesem Zwecke machen wir die Transformationen 


- 1 1 1 1 
(25) > (satinie taeda) ~ 1+ Sia ‘timitmpt tm 
aa=l 


2(2n+1) 2n+1 
~2' 32 aes! 
und 
2n+1 


(26) Sew -> u?? -¥ (2u +1). 


a=1 u=0 
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Jetzt ziehen wir die Eulersche Summenformel heran, welche lautet 


(21) Sra+ud)= f ra+z0)az +2 (fa+n)-fa@) 


+H oar 


Unter der im folgenden stets erfiillten Voraussetzung, daB 








—fe? v—1) (a)) b? v—1 + Riss 


Sporn +a+ub) und Serve +2+ub) 


dasselbe, fiir 0 < 2 <b unverinderliche Vorzeichen besitzen, lit sich das 
Restglied in der Form schreiben*) 


R — By ss 6(f22+9(a+nb) — feet @)-Bet!, O<d<1 
pti (2p +2)! (@)) - », O0<d<1. 


Indem wir zuerst f(x) = =» b =1 setzen, wird 


N P ane 
= . = log N — logn + : (w + =) joes (<ss et =i) 
Por = 
(—1)?B p+ 1 1 
~ @p+2_ (a ~a551) 


und indem wir die Identitat 


n N N 
Oe ye ~ EN (iE — bog) + 
u=t wal 


“=n 


d N 
-m=(2; = — log N) —lim (>) 7 — log N) + 4 


us “sn 


= C+ lim 1 —log N) + < 





*) Fiir diesen und andere Ausdriicke fiir das Restglied vgl. C. G. J. Jacobi, De 
uso legitimo formule summatorie Maclauriniane, J. f. Math. 12 (1834), 8S. 263—272 
(Gesammelte Werke 6, Berlin 1891, 8S. 64—75). C.J. Malmsten, Sur la formule etc. 


Acta Math. 5 (1884), 8S. 1—46. (Verbesserter Abdruck aus J. f. Math. 35 (1847), 
8. 55—82.) 
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benutzen, wo C die Eulersche Konstante ist, erhalten wir die bekannte 
Formel 


ea 4 ,ce3 +1 6 
(28) Si lan 0+ tS 2 Sts a 


aus welcher nach (25) folgt, daB 


1 1 
29) D Gaping t api gap) ~ 2 0g n+l) +log? +4 C- sy 
u=l 
P 
es fs 3). 
a 2” (= z) (2n +1)” 


Pi ile. 77 6, ~ 9) — 1 pepe | 
2p+2 g'p+3 (@n+1)?*2? \0<0,<1 
Wir setzen zweitens f(x) = 24, a= 0, b=1 und erhalten 


2n+1 


(80) Sam agg Ont t+ Fn +1)" 
u=0O 


P v-1 
—!1 B r 6 rs 5 —2y 
+>"! agyi t 24(2A—1) +++ (2A —2v-4.2)(2n + 12-444 
v=1 
rt df AH 6 6 6 ——— 
Spa an 2424-1) --- (24—2p) O,(2m+ 1)*#-¥"-1, 
0<6,<1, 


und drittens, indem wir f(z) = (22+ 1)**,b = 1 und a= 0 bez.a=—1 
setzen 


> (ut 1)** —_— ait 1) ((2n + 1)?4+1— 1) aa + (2n+ 1)?4 + 1) 
u=O0 


P v-1 
$y PARA = 1) (2A — 2 4 2) 28-1. (Bn Y-4P+ 1) 


v=1 


1 
+ a 24(24—1)--- (24— 2p) 2+. O(Qn + 1)**-#9-1— 1), 


0< 4,<1, 
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bez. 

1 +2) (2u+1)*—= |S) (2u +1)" = T. iF ((2m + 1)*4+14 1) 

“= uel 
++ (n+) +41) 

P (—1)""' 3B ki 

+ a »24(2A—1)--- (2A —2v +2) 29-1 (Qn 4 1)84-2r td 4 1) 
v=1 

4 HP Bo +1 2) 22 1) 22 2 Q2p+19 2 1)24-2p-1 

@py2! 24(24—1)---(24—2p)- 5° (2n +1) +1), 


0<6,<1, 


sowie durch Addition der letzten zwei Formeln 


(31) >'@u+1)*= arg y et 1yett+ + (2m + 1)" 


“wad 
= (—1)"" 1B 
+ D> en 24(24—1) «+ (2A— By + 2)2*-1(2m + 1)e-2r4 
v=1 
(—1)°B ‘ ee eels 0,46, , 6,—0 
a Setar ° 24(24—1)---(24—2p) 2+ ( ot 5 (2n+1)*4-8p-14. 5 ; ‘). 


Indem wir beachten, daB fiir 4 <p das Restglied = 0 ist, sowie dab 

(2n + 1)**-*2-!>1 fiir 4>p, und daB ferner fir O< 6,<1,0<56,<1 
der Ausdruck 

0,+0 


2 


5(2n + 1)%4-2e-1 4 “Se ’ 


als Funktion von 6, und 9, betrachtet, ein Maximum oder Minimum nur 
fiir die extremen Werte der Veriinderlichen haben kann, finden wir, daB 


6, —4, 


(32) [9s (2 4 18-29-14 ~—— = 0,-(2n+1)?4-*?-1, 0<4,<1. 


Die Gleichungen (26), (31) und (32) ergeben dann 


: : 1 6 9 
(33) > (2u)** — witD (2n + 1)24+4 
u=0 
P v 
+ ae -24(24—1)--- (24 — 2v + 2) (22"-!—1) (Qn 4+ 1)%4-2" +1 
v=1 
(— 1" By 41 


Speer 224-1) ++ - (24— 2p) (2*#+*O,— 05) (2m 1)4-¥-, 
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Indem ir endlich (29) und (33) in (24) einsetzen, erhalten wir 


pp 
4 8 1 A, . 
(34) 9, = = log (2m +1) + 4,4 (1— =) @n+i + Dantir + Fy, 
wo 
P 
Ay= (C+ 2log 2) +5 Sai t', 


A=0 


” 1/1 1; 8 , 162°"-'—1 
(35) 4,—(-1"3,(5,(5-4) -ata—an— 
- >) 2424-1) --- (24-2 + 2)8,,,5] 
A4=0 
und 
P (—1f**B +1 1 
(36) Riya= @nparr lors 








0, 6, 8 , 16 2?t+1g _@, 
(sepira 7 2) ‘gg? Qp+a)! 
- >) 24(24 —1)--- (24—2p) 5,45}: 
4=0 
Diese Ausdriicke fiir Koeffizienten und Restglied lassen -sich erheblich 
vereinfachen. Zufolge (23) haben wir 





(81) >) 2a(2a—1)---(24—20+.2)s,,,,— >) SAY Ch det) 


~ \24+2 
A=0 a=liz=O (@e+1) 


und hier la8t sich die Summierung nach 4 leicht vollziehen. 
Von der Gleichung 


sGostia- |z|<1 


4=0 


ausgehend, erhalten wir nach (2v—1)-maliger Differentiation und Multi- 
plikation mit 2*”+! 


Se ate | = 1) 
2 (a—a)***? (1 + 2)°"+3 
— >'24(24—1) --- (24—2v +2) a*+? 
izo 
oder, indem wir = statt x schreiben, 
(2»—1)! 1 1 . 24(24—1)---(24—2 y+ 2) 
8 (Seow sep) > 4 


|a|>1. 





s 
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Wir haben aber die folgenden Partialbruchzerlegungen 


2v+2 





; Po — 7 (—1)* 
x(a —1)*"*? zx cr (a — 1)*’ 
” 2v+2 


1 we 1 
aj@+i1p"t? 2 Dati 


wie sofort durch Summierung der rechtsstehenden geometrischen Reihen 
ersichtlich ist, und folglich 


<124(24—1)---(2h—Bv42) _ (2v—1)! S — 
> get? ad 2 _ oc sae 


4=0 
+ erem $1 a : = ) 


und indem wir hier z = 24 +1 wihlen und in (37) einsetzen 
) , 
>) 24(24—1)--- (24-20 +2)8,45 

~ vy+1 ~ 1 1 

_ (2v—1)! 1 ee 
id a 2 2 ra Ds (Gp y tai) 

) 1 . 1 1 

(2» —1)! _ 

+ 2 2 92 2 ( (w+ 1)** + un? ) 


m9 $ 5 Syl 2 5 Is) 


a=? 


oder endlich 
(38) >’ 24(24—1)--- (24—2v +2) Shays 
v+1 
(2v —1)! 1 1 83, —1 
_ “" (- 3 (1 a 5555) +> =r) 
a=1 


Wir benutzen zuerst Gleichung (23), um Ay in (35) zu transformieren, 
und erhalten 


Mathematische Annalen. LXXII. 17 
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Ay = 54(C + 2 log 2) + april (1 — area) ease 1] 
4=0 


4 < ‘ 8 Sy 1 1 
= ~(C + 2 log 2) + >, ei (! = ava) Grass — 1) 
A=0 


-$ Sat wa 


oder, da die letate Reihe gleich | log 3 ist, 


(39) A,= 4 (C+ 2 log 2 — : log 3) + => + (1— aa) (83242 — 1). 
i=o 


2i41 


Ferner transformieren wir die Ausdriicke (35) und (36) fiir A, und 


R,,, mit Hilfe von (38) und erhalten 


P 


(—1)’"" 
(0) 4,-*>——— 


a=1 
bez. 
PP ws rrr e, +1 | 


ao 
pti st 


Q?p +? 


(41) R,, 





p+2 


a=1 


Eine Abschiitzung von R,,, wird folgendermaBen erhalten: Aus 


)- 


Pp 


aoe 3 >) 23 (2p)* 1p i> = - 


a=1 “= u=? 


folgt, weil alle Glieder der ersten Reihe positiv sind, 


p+? 
$3, —1 1 
g?a-1 <¥F 
a=1 
oder 
es 
1 1 i 1 
—s(i- i533) + > g2«-1 < g.grt4? 


@a=1 





— % + (28+19, — 6,). 


(Ssar-4(- te) 


vy+1 
RD. 6 a. 1 11 83q¢ —1 
33 (2? [5 (1+ ~¥33) ->: soo | 


1 
(2m + 1)?t? 


1 
2u+1 


1 


3 





ee 





| 
| 
| 








, Tile 
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indem wir in (41) einmal 6,— 6,=0, 6,—0,=—1, zweitens 0,=— 0,— 1, 
6, = 0,= 0 setzen, finden wir fir p>1 


25 1 1 6 ae 
~ 8 2-77 g. gett < otp +3 +? (2?”+! 6, — 0,)- 
1 1 a8 
Se 
( a ( wast) + > tar) 
a=l1 
1 1 < 5 
<a t Gert Sa 
woraus 
(—1P"B, 4, 4 hous 5 26 
(2) Fe Ft ane yee i Son Se 


Die Formeln (39), (40) und (42) sind fir die numerische Berechnung 


geeignet, etwa unter Anwendung der von Stieltjes bis s,, gegebenen 
Werte von s,,*). 


§ 5. 
Uber Herrn Fejérs Ausdruck fiir die Konstante a,. 
Mit Hilfe des Umstandes, daB das Argument der Reihe (34) 2n+1 


ist, finden wir leicht, daB zwischen den Konstanten A, in (34) und a, 
in (2) die Beziehung bestehen muB 


(43) d= Ay + 5, log 2, 


und diese Beziehung wollen wir jetzt nachweisen. Wie bereits in der Ein- 
leitung bemerkt, lautet der Ausdruck des Herrn Fejér 


1 
(44) a, = 4 (sae _ 5) dt + 2 [log C(é) cos xt dt, 
0 0 


oder nach einer teilweisen Integration 


a 


2 1 
4 1 1 2 r@.. 
(45) a= 4 f (ai —+)at- 2 {ye sin xt dt. 
0 0 


Das erste Integral laBt sich elementar berechnen, indem das unbe- 
stimmte Integral log (7 tg 4 ist, sodaB 


a 
2 


4 1 1 4 4 
(46) Sf (ant — 7) dt = grog 5 - 
0 


*) T. J. Stieltjes, Table des valeurs des sommes s,. Acta Math. 10 (1887), 8.299—-302. 
17* 
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Um das zweite Integral auszuwerten, benutzen wir die bekannte Reihe 
des Herrn Lerch: 


(a). ie ea - . 
ri sin zx + * cos ax +(C+log2z) sinxx 2 log api sin(2ut1)a2, 


welche fiir «<< 2<1—e gleichmiabig konvergiert. Es ist leicht einzu- 
sehen, daB dieselbe zwischen den Grenzen 0 und 1 gliedweise integriert 
werden darf, und man findet 


(47) Sie sin atdt = — — (C+ log 2) — . DS ieti log" *". 


asl 


Es ergeben dann (45), (46) und (47) 


4 | Pe sei iw 1 
(48) a, — 5, log 2 = 5(C+2log2) + 5 >) 573 log". 
ual 


Andererseits ist 
1 


+= 
= e+1 1 Set? 1 
ip fi 8 u ~ a1 8 >t (pe +1)24+2? 
iri 


4 1 g*t!. 1 8 wI%, 
(49) 3 Dap ri DP Teaae appa Date 
A=v 


und der Vergleich von (48) und (49) mit (35) ergibt Gl. (43), wie es 
sein sollte. 


Mittels der asymptotischen Reihe (34) lassen sich Ungleichungen der- 


selben Art wie 9,,, >, in beliebiger Menge fiir hinreichend grobe Werte 
von » beweisen. Beispielsweise folgt aus (34) 


Cast 20asr + = — a3 Ga parts), lim ¢,= 0, 


sodaB fiir hinreichend groBe Werte von n 
(50) A? 0, = Ong2 — 20ng1 + On, <9. 


Es wiire nun interessant, etwa nach der Methode von § 2 zu unter- 
suchen, ob diese Ungleichung, oder gar ihre Verallgemeinerung 


sgn (A’o,) = (—1)"-', 
von » = 1 an besteht oder nicht. 
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§ 6. 
Die Konstanten o,. 


In der bereits erwihnten Abhandlung ,,Lebesguesche Konstanten und 
divergente Fourierreihen“ fiihrt Herr Fejér eine weitere Reihe von Kon- 


stanten 
ma 
Oo 


(51) ae 2 (sin (2m + 1)6)* dt 
. ” a sin ¢t 


ein. Dieselben lassen sich in sehr einfacher Weise untersuchen. Zu- 
nichst ist 


" 2 f sin (2n + Left + 2> cos 2vt| dt 
v=1 


0 


Q 
I 


a 
+ 
2 


. f [sinen-+1ye +2 sin (2n+1—2v)t +2 sin (2n-+1+ 2v)¢] dt 


0 


= lier +2 See +2 wi +4 


oder 
2n 
2 _ 2 . 
(52) - 5 2 iti 
v=0 
Es folgt unmittelbar 
(53) ee, 


nti “ne An+8~ 
sowie nach der Eulerschen Summenformel, unter Anwendung desselben 
Kunstgriffes wie oben bei der Ableitung von (28), 


(54) 6, = = log (4n+ 1) + —(C+log2) + + ay 
. v= yr} 2p+1 
1 (—1)"B, 2"~" 1 Cw" Bs 
* Pa id (4n+1)" p+1 (an+1)?+? 


0O<A<1. 
Chicago, Ill, den 5. Mai 1911. 


es 
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Die Lehre vom Flacheninhalt in der allgemeinen Geometrie.*) 
Von 


Aytow Fixzex in Charlottenburg. 


Inhaltstibersicht. ‘ 
eite 
I le il oer a> Gal ac adete tan a oe, ae Ma ek Se ae ea 262 
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Geometrische Entwicklung der Inhaltslehre fiir polygonale Flichen. 
§ 1. Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit ........ =. fy 264 
SU CP boos cate pe ene eee eee he eee 265 
§ 8. Inhaltsgleichheit und InhaltsmaB ................24. 272 
IL. Abschnitt. 
Notwendige und hinreichende Kriterien zur Vergleichung polygonaler 
Flachen. 
§ 1. Die Euklidischen Kriterien ........ aoe ee ete aan eae 277 
§ 2. Zerlegungsgleichheit inhaltsgleicher Figuren .. ........... 278 
§ 3. GréBencharakter des Fliicheninhaltes. ........2.2.2....2... 283 


Einleitung. 


Nachdem vor kurzem Herr J. Hjelmslev die projektive Geometrie der 
Ebene ganz und gar in dieser selbst, ohne Benutzung der Stetigkeit und 
unabhangig von der Parallelenfrage (d. h. ohne eine besondere Voraus- 
setzung tiber das Schneiden und Nichtschneiden der Geraden in der Ebene) 
begriindet hatte,**) war zu erwarten, daB auch die Inhaltslehre in diesem 


Sinne entwickelt werden kénne. Diese Aufgabe ist aber bisher unseres 
Wissens noch nicht gelést. 


*) Nachstehende Ausfiihrungen bilden einen Auszug aus der unter dem gleichen 
Titel vor kurzem erschienenen StraBburger Inaugural-Dissertation des Verfassers. 
**) Neue Begriindung der ebenen Geometrie. Math. Ann. 64, 8’ 449 (1907). 


| 
| 
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~ 
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Die friiheren Darstellungen von Hilbert*) und M. Dehn**) sehen zwar 
ebenfalls von riumlichen sowohl wie von Stetigkeitspostulaten ab, gehen 
aber immer noch von bestimmten Voraussetzungen tiber das Schneiden der 
Geraden in der Ebene aus. Wihrend nimlich Hilbert das gewdhnliche, 
euklidische Parallelenaxiom benutzt, beruhen die Dehnschen Entwicklungen 
wesentlich auf der Voraussetzung, daB je zwei Geraden der Ebene stets 
einen bez. zwei Punkte gemein haben. 

In dieser Arbeit werden wir nun zeigen, daB auch solche Voraus- 
setzungen bei einer axiomatischen Entwicklung der Inhaltslehre tiberflissig 
sind, d. h. also: 

dap die Lehre vom Flicheninhalt mit alleiniger Hilfe ebener 
Postulate, ohne Benutzung der Stetigkeit und vollkommen unab- 
héingig von der Parallelenfrage aufgebaut werden kann. 

Wir legen das von Peano und Schur in ihren Untersuchungen be- 
nutzte und auch in des Letzteren neuerdings erschienenem Buche iiber die 
Grundlagen der Geometrie***) veréffentlichte Postulatensystem zugrunde. 
Es sind dies in jenem Buche nach unserer obigen Verabredung ausschlieB- 
lich die projektiven Postulate 1—6 und die der Bewegung 9—13, wobei 
das 11. Postulat jedoch nur fiir die eine Ebene, in der wir operieren, in 
Betracht kommt. 

Zur Vereinfachung der Darstellung machen wir auBerdem noch folgende 
Voraussetzungen: 

Zuniichst beschriinken wir unsere Betrachtungen auf einfache Polygone, 
das sind solche, bei denen simtliche Ecken voneinander verschieden sind, 
keine Keke des Polygons in eine Seite fallt und endlich zwei nicht an- 
einander stoBende Seiten keinen Punkt miteinander gemein haben. 

Ferner stellen wir uns auf den Standpunkt, da® unsere Konstruktionen 
auf einen gewissen Teil der Ebene beschriinkt sind; im besonderen miissen 
wir dabei die Annahme machen, da8 der Schnittpunkt irgend zweier Ge- 
raden, die auf einer dritten senkrecht stehen, falls er ein eigentlicher 
Punkt sein sollte, nicht zugleich mit der Geraden dem betrachteten Teil 
der Ebene angehért, weil er sonst auf zwei verschiedenen Seiten der Ge- 
raden liegen wiirde. Auf Grund dieser Voraussetzung gelten dann auch 
erst alle Kongruenzsitze fiir Dreiecke und Polygone, die wir im folgen- 
den fortwihrend anzauwenden haben.) 


*) Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., 1909, §§ 18—21. 

**) Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke. Math. Ann. 60 (1905), S. 166. 
***) F. Schur, Grundlagen der Geometrie. Leipzig (Teubner) 1909. 

+) Vgl. Schur, Grund}. d. G. § 5, Nr. 33. 
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lL. Abschnitt. 


Geometrische Entwicklung der Inhaltslehre fiir polygonale 
Flachen. 


§ 1. 
Zerlegungsgieichheit und Inhaltsgleichheit. 

1. Definition: Zwei Polygone heifen ,,zerleqgungsgleich* oder ,,flichen- 
gleich“, wenn sie in eine endliche Anzahl von Polygonen zerlegt werden kinnen, 
die paarweise kongruent sind. 

2. Definition: Zwei Polygone heifen ,,inhaltsgleich* oder ,von gleichem 
Inhalt“, wenn es méglich ist, zu ihnen zerlegungs- oder flichengleiche Poly- 
gone so hinzuzufiigen, daB die beiden, durch solche Zusammensetzung erhaltenen 
Polygone zerlequngsgleich (flichengleich) sind. 

Aus diesen Erklirungen folgt sofort: 

Durch Zusammenfiigung von zerlegungsgleichen Polygonen entstehen 
wieder zerlegungsgleiche Polygone; wenn man von zerlegungsgleichen 
Polygonen zerlegungsgleiche Polygone wegnimmt, so sind die tibrig bleiben- 
den Polygone inhaltsgleich. 

Es gelten weiter folgende Sitze: 

1. Satz: Sind zwei Polygone P, und P, mit einem dritten P, zer- 
legungsgleich, so sind sie auch untereinander zerlegungsgleich. 

2. Satz: Sind zwei Polygone mit einem und demselben dritten inhalts- 
gleich, so sind sie untereinander inhaltsgleich. 

Zum Beweise von 1. bemerke man, daf nach der Voraussetzung so- 
wohl in P, als auch in P, eine Zerlegung in eine endliche Anzahl von 
Polygonen angegeben werden kann, sodaB einer jeden dieser beiden Zer- 
legungen je eine Zerlegung von P, in entsprechend kongruente Polygone 
entspricht. Fassen wir nun diese beiden Zerlegungen von P, gleichzeitig 
ins Auge, so wird im allgemeinen jedes Teilpolygon der einen Zerlegung 
durch Strecken, die der anderen Zerlegung angehéren, in weitere Polygone 
zerlegt. Betrachten wir jetzt wieder die Zerlegungen von P, und P, und 
zeichnen in jedes Teilpolygon die auf die eben beschriebene Weise ent- 
standene weitere Zerlegung ein, dann haben wir offenbar die beiden Poly- 
gone P, und P, in eine endliche Anzahl von entsprechend kongruenten 
Teilen zerlegt. Die beiden gegebenen Polygone sind also zerlegungsgleich. 

Der zweite Satz laBt sich leicht auf den ersten zuriickfihren. Sind 
nimlich zwei Polygone P, und P, gegeben, welche mit einem und dem- 
selben dritten P inhaltsgleich sind, so kann man nach der 2. Definition 
sowohl P und P, als auch P und P, durch Hinzufiigen entsprechend 
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kongruenter Polygone Pi; P2, Poy (p;), ei bez. Pi, Ps; ae (pk), a Pn 
in zwei Paare P’ und P,’ bez. P” und P,” von zerlegungsgleichen Poly- 
gonen verwandeln. Wir denken uns nun die bezeichneten Veriinderungen 
an P gleichzeitig ausgefiihrt — hierbei kann es vorkommen, daB gewisse 
Polygone (p,’), (p,") sich ganz oder teilweise iiberdecken — und betrachten 
das auf diese Weise entstehende Aggregat der DP, (p,), (p,"), welches wir 
mit 8 bezeichnen wollen. Dann leiten wir aus P,’ durch Hinzufiigung 
derjenigen Teile von $, welche P’ zu $ ergiinzen ein Polygon 8, ab 
und bilden weiter aus P,” ein drittes Polygon $,, indem wir zu P,” die- 
jenigen Teile von $ hinzufiigen die P” zu $ ergiinzen. Es kénnen nun 
einerseits die so konstruierten Polygone $, und $8, beide mit dem Aggregat 
8 in paarweise kongruente Teile zerlegt werden; nach Satz 1 sind sie 
daher auch untereinander zerlegungsgleich. Andererseits ergibt sich leicht — 
falls bei der Konstruktion von § sich gewisse Polygone (p,), (p,”) tiber- 
einanderlagern, durch nochmalige Anwendung des Satzes 1 —, daB unsere 
Figuren §, bez. $%, durch Hinzufiigen zerlegungsgleicher Polygone zu den 
gegebenen Polygonen P, bez. P, entstanden sind. Demnach sind P, und 
P, in der Tat von gleichem Inhalte (2. Def.). 


§ 2. 
Begriff des InhaltsmaBes. 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, jedem einfachen Polygon eine be- 
stimmte GréBe zuzuordnen, die wir als das ,,Inhaltsmaf des Polygons“ be- 
zeichnen wollen, und die durch folgende Eigenschaften charakterisiert sei: 

a) Kongruente Polygone haben dasselbe Inhaltsmafp. 

b) Ist das Polygon P, aus den Polygonen P und P, zusammengesetet, 
so ist das InhaltsmaB von P, der Summe der Inhaltsmafe von P und P, 
gleich. 

Um fiir die Lésung dieser Aufgabe eine einfache Grundlage zu ge- 
winnen, erinnern wir an folgende Tatsachen: 

Bekanntlich kann folgender Satz durch einfache Betrachtungen un- 
mittelbar mit Hilfe unserer Voraussetzungen gewonnen werden: 

3. Satz: a) Wenn zwei Gerade zwei gemeinsame Lote besitzen, so ist 
jedes Lot der cinen Geraden auch ein Lot der anderen; oder: 

b) Gibt es ein Viereck mit vier rechten Winkeln, so muB in jedem 
Viereck mit drei rechten Winkeln der vierte Winkel auch ein rechter sein. 

Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir diese Tatsache, wenn wir 
sagen : 
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3. Satz: ce) Ist in irgend einem Dreieck die Summe der Winkel gleich 
zwei Rechten, so gilt dasselbe fiir jedes andere Dreieck.*) 

Man hat demnach zwei Fille zu unterscheiden: 

1. Den ordiniren Fall: Es gibt kein Dreieck, in welchem die Summe 
der Winkel gleich zwei Rechten ist. 

In diesem Falle gilt dann bekanntlich der weitere Satz**) 


4. Satz: Je nachdem in irgend einem Dreiecke die Summe der Winkel 
kleiner oder griBer als ein gestreckter Winkel ist, gilt dasselbe fiir jedes 
andere Dreieck. (Saccheri) 

2. Den singuliiren Fall: Die Summe der Winkel in einem und folglich 
in jedem Dreieck ist gleich einem gestreckten Winkel. 

Bezeichnen wir nun 

3. Definition: als ,, Winkeldifferenz « eines Dreiecks den Unterschied 
der Winkelsumme von 2 R, 
so ist diese Differenz fiir jedes Dreieck von Null verschieden (und zwar 
entweder fiir jedes gréBer, oder fiir jedes kleiner als Null) oder gleich 
Null, je nachdem wir die ordiniire oder die singulére Annahme machen. 

Sehen wir also zuniichst von dem spiiter zu behandelnden Falle 
é=0 ab, so kénnen wir jedem Dreieck eine bestimmte, stets von Null 
verschiedene (positive oder negative) GréBe, niimlich seine Winkeldifferenz 
zuordnen. 

Von dieser GréBe wollen wir nun zeigen, daB sie den oben unter a) 
und b) genannten Kriterien geniigt, d. h. als InhaltsmaB des Dreiecks be- 
trachtet werden kann. 

Zuniichst ist nach der Definition sofort klar, da’ kongruente Dreiecke 
die gleiche Winkeldifferenz besitzen miissen. Es ist also nur noch die 
Frage, ob bei beliebiger Zerlegung eines Dreiecks in Dreiecke die Winkel- 
differenz des gegebenen Dreiecks gleich der Summe der Winkeldifferenzen 
der Teildreiecke ist. 

Zum Beweise***) sei nun ein Dreieck D irgendwie in Teildreiecke, 
deren Anzahl gleich d sein mége, zerlegt. Die Winkel der Teildreiecke 
erginzen sich an den Ecken des Hauptdreiecks zu den Winkeln desselben; 


*) (Saccheri.) Vgl. hierzn u. zu dem folg. 4. Satze etwa Engel und Stickel, 
Die Theorie der Parallellinien, Leipzig 1895, S. 31 ff. oder Bonola-Liebmann, Nicht- 
Euklidische Geometrie , Leipzig 1908, 8. 24 ff. 

**) Auch dieser Satz ist unmittelbar aus unseren Postulaten herzuleiten. Wir 
denken hier und bei dem vorigen Satze an den einfachen geometrischen, die Stetig- 
keit und eine Voraussetzung iiber das Schneiden der Geraden nicht benutzenden 
Beweis von Joh. Heinr. Lambert. Man findet diesen Beweis, von systematischen Fehlern 
gereinigt, ausfiihrlich wiedergegeben bei Schur, Grundl. d. G., 8. 103 ff. 

**) Dieser Beweis nach Dehn, “a. a. O., S. 166. 
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an gewissen anderen Punkten zu 42; sie sollen Sternpunkte heiBen, und 
ihre Anzahi sei gleich s. Weiter gebe es Punkte, an denen sich die 
Winkel zu 2R ergiinzen; wir nennen sie Halbsternpunkte; ihre Anzahl 
sei gleich h. Ist nun die Winkelsumme in den einzelnen Teildreiecken 
gleich w, (t= 1,2,3,--.,d) und die des groBen Dreiecks gleich w, so ist: 

d 

> =w+(2s+h)2R. 

i 
Bezeichnet man nun mit ¢ die Winkeldifferenz des gegebenen Drei- 
ecks und mit ¢, die Winkeldifferenzen der Teildreiecke, so gilt auf Grund 


der 3. Definition: 
d 


d 
> — 2d R= ST g, 
1 


1 
und 


w—2R=6. 
Mit Hilfe dieser Gleichungen liBt sich die vorige Relation in folgen- 
der Form aussprechen: 
d 
(1 ié=é+(2s+h+1—d)2-R. 
) 2 ( t) 

Zam Beweise unserer Behauptung geniigt es nunmehr zu zeigen, daB 
die Zahl 2s + h+1—dé stets gleich Null sein muB. 

Der natiirliche Weg der Lésung dieser Aufgabe der Analysis situs 
fiihrt zur Benutzung der Eulerschen Polyederformel, die bekanntlich in 
dem besonderen Falle der Zerlegung eines Polygons in Polygone mit dem 
zu beweisenden Satze und iiherhaupt mit dem Inhalt in der Nicht- 
Euklidischen Geometrie in sehr enger Beziehung steht.*) 

Fiigt man nimlich zu den Teildreiecken und Teilecken unserer Zer- 
legung, die jetzt nur noch Sternpunkte enthalten méige, das Hauptdreieck 
und dessen Ecken hinzu, so bietet das Dreieck mit seiner Zerlegung im 
Sinne der Analysis situs das Aquivalent fiir ein konvexes Polyeder, dessen 
Begrenzung bloB aus Dreiecken besteht. Die Anzahl der (voneinander ver- 
schiedenen) Kanten dieses Polyeders sei gleich k. Dann ist, da bei unserer 


*) Die Einsicht in diesen bemerkenswerten Zusammenhang, der sich schon bei 
Legendre (Géom. VII, 25) findet, ist neuerdings von M. Dehn ganz wesentlich erweitert 
und vertieft worden (Die Eulersche Polyederformel im Zusammenhange mit dem 
Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Ann. 61, 8S. 561ff.). Insbesondere 
hat Dehn in dieser Untersuchung gezeigt, da® eine der hier benutzten analoge Zer- 
legungsinvariante (InhaltsgréBe), die bekanntlich im Raum von drei Dimensionen nicht 
auftritt, in néheren Riéumen von gerader Dimensionenzahl existiert und dort mit dem 
Inhalt der betrachteten polyedrischen Figur in enger Beziehung steht. 
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Voraussetzung die Anzahl der Ecken gleich s+ 3 und die der Begrenzungs- 
flichen gleich d+ 1 ist, nach der Eulerschen Formel: 
(2) s+3+d+1l—k+2. 

Nimmt man nun auch Teilpunkte der zweiten Art (Halbsternpunite) 
an, so vermehrt sich die Anzahl der Ecken um h. Die Anzahl der Kanten 
wird aber dadurch um dieselbe Zahl vergréBert, sodaB auch in diesem 
Falle die obige Gleichung ihre Geltung behiilt. 

Es gilt schlieBlich in jeden. unserer Fille die leicht abzuleitende 
Relation: 

(3) 3d+3=2k +h. 


Aus den beiden letzten Beziehungen (2) und (3) folgt nun sofort die 

gesuchte Tatsache: 
2s+h+1—d. 

Wir haben demnach in der Tat den Satz: 

5. Satz: Ist ein Dreieck irgend wie in Teildreiecke zerlegt, so ist die 
Winkeldifferenz des gegebenen Dreiecks gleich der Summe der Winkeldifferenzen 
seiner Teile. 

Definieren wir nun 

4. Definition: als ,, Winkeldifferenz“ eines Polygons von n Ecken den 
Unterschied der Winkelsumme von 2(n—2)R, 
so gilt der entsprechende Satz auch fiir*Polygone. 

Zum Beweise kénnen dieselben Betrachtungen angewendet werden, 
die zum vorigen Satze (5. Satz) fiihrten. Diese erfahren niimlich, wenn 
man ein Polygon mit » Ecken hat, nur insofern eine Anderung als der 
Koeffizient von 2R in der ersten Gleichung die Form: 

2s+h+n—2-—d 
annimmt und die linken Seiten von (2) und (3) beide um n — 3 zu ver- 
mehren sind. Daraus ergibt sich dann aber wieder, dab: 
2s+h+n—2=—d, 
also jener Koeffizient gleich Null sein muB. 

Es gilt also auch der 

6. Satz: Die Winkeldifferenz eines Polygons ist gleich der Summe der 
Winkeldifjerenzen der Dreiecke, in die es zerlegt werden kann. 

Aus diesem und dem 4. Satze folgt weiter die wichtige Tatsache: 

7. Satz: Bei der ordindren Annahme ist nicht nur die W.nkeldifferenz 
eines jeden Dreiecks, sondern auch die jedes Polygons von Null verschieden, 
und zwar ist diese Differenz fiir jedes Polygon gripper oder kleiner als Null, 
je nachdem dasselbe fiir die Winkeldifferenz eines und folglich jedes Dreiecks 
gilt (4. Satz). 
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Auf Grund dieser Tatsachen kann nunmehr auch jedem Polygon seine 
Winkeldifferenz als InhaltsmaB zugewiesen werden. 


Was nun den ausgeschlossenen Fall, der durch die Annahme « = 0 
charakterisiert war, betrifft, so gelingt es uns hier erst mit Hilfe der auf 
dem Pascalschen Satze beruhenden Proportionslehre und Streckenrechnung 
ein InhaltsmaB zu finden. 

In diesem Falle kann daher unsere Aufgabe erst nach der Entwick- 
lung der projektiven Geometrie ihre Erledigung erfahren.*) 

Die demnach hier entstehende Frage nach der Mdglichkeit, diese 
Geometrie mit Hilfe unserer sich auf die Ebene beschriinkenden Voraus- 
setzungen, ohne die Stetigkeit und unabhingig von der Parallelenfrage zu 
begriinden, ist, wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde, von Hjelmslev 
in bejahendem Sinne erledigt worden.**) Auf Grund dieser Untersuchung 
sind wir daher im Stande, auch bei der jetzigen Annahme unsere Aufgabe 
mit alleiniger Benutzung der verabredeten Postulate zu lésen.***) Im 
einzelnen gestaltet sich die Lésung folgendermafen: 

Bekanntlich liefert uns die Lehre von den Proportionen den Satz: 

8. Satz: Nennt man zwei Dreiecke dhnlich, wenn sie entsprechend 
gleiche Winkel besitzen, und sind a, b und a’, b’ entsprechende Seiten in 
solchen Dreiecken, so gilt die Proportion 

a:b=a':V. 

Diese Tatsache fihrt unmittelbar zu dem ge- 
suchten Jnhaltsmaf. Konstruieren wir namlich in 
einem Dreieck ABC (Fig. 1) mit den Seiten a, b, ¢ 
die Héhen h, = AD und h, = BE, so folgt aus atin 
der Ahnlichkeit der Dreiecke BCE und ADC nach unserem Satze die 
Proportion: 





a:h=b:h,, 
oder in_der Schreibweise der Streckenrechnung: 
a-h,=b-h,. 


*) Hier ist natiirlich nicht eine vollstiindige Entwicklung der projektiven Geo- 
metrie bis zum Fundamentalsatze einschlieBlich gemeint, sondern nur die Ableitung 
der ihr bei nicht-archimedischer Entwicklung unmittelbar zugrunde liegenden Tat- 
sachen (Pascalscher Satz). [Vgl. F. Schur, Math. Ann. 57, S. 205, und Grundlagen 
der Geometrie § 1—3, und G. Hessenberg, Math. Ann. 61, S. 162.] Es sei ferner hier 
nochmals darauf hingewiesen, da8 wir bei der ordin’ren Annahme die in Rede stehen- 
den Tatsachen nicht benutzt haben zur Lisung der im Texte behandelten Aufgabe. 
Es ist dies eine in systematischer Hinsicht immerhin beachtenswerte Tatsache. 

*) Vgl. d. a. O. insbes. 8.460 und Schur, Grundl. d. G., § 7, insbes. S. 158 u. 159. 

**) Vgl. a. Hilbert, Grundl. d. G., 3. Aufl, §§ 15, 16. 
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Mit Hilfe der transitiven Eigenschaft der Gleichheit von Verhiiltnissen 
schlieBen wir hieraus, daB das Produkt aus einer Grundlinie und der zu 
ihr gehérigen Héhe unabhingig von der Wahl der Grundlinie d. h. also 
eine fiir das Dreieck charakteristische GréBe ist. Wir wollen sie kurz die 
»Gripe des Dreiecks“ nennen und mit 3(D) bezeichnen. 

DaB nun diese Gréfe, die eine bestimmte nach den Regeln der 
Streckenrechnung einfach zu konstruierende Strecke darstellt, die von einem 
Inhaltsmabe geforderten Eigenschaften besitzt, li8t sich nach Hilbert*) 
in der folgenden Weise zeigen: 

Zunachst folgt wiederum unmittelbar aus unserer Definition, daB 
kongruenten Dreiecken dieselbe Grife (Strecke) zugeordnet werden muB. 

Zum Nachweis der anderen charakteristischen Eigenschaft haben wir 
nun die Streckenrechnung nétig. Versteht man nimlich unter der trans- 
versalen Zerlegung eines Dreiecks eine solche, die entsteht, wenn man eine 
Ecke S mit der gegeniiberliegenden Seite g verbindet, so folgt, da die so 
entstandenen Teildreiecke dieselbe zu g gehérige Héhe besitzen, aus dem 
distributiven Gesetz der Streckenrechnung unmittelbar, daB die Gréfe eines 
gegebenen Dreiecks der Summe der Grifen zweier solcher Dreiecke gleich 
ist, die aus dem ersten durch transversale Zerlegung entstanden sind. 
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsache ergibt sich der 

Hilfssatz: Wenn ein Dreieck D durch eine Reihe von transversalen 
Zerlegungen in Teildreiecke zerfiillt ist, so ist die ,,Gripe* 3(D) von D der 
Summe der ,,Grifen“ der Teildreiecke gleich (vgl. Fig. 2). 
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Ist nun ein Dreieck D in beliebiger Weise in Teildreiecke d zerlegt 
(Fig. 3), so verbinden wir eine Ecke S des gegebenen Dreiecks mit jedem 
Teilpunkt der Zerlegung und verliingern diese Geraden bis zum Schnitt 
mit der gegentiberliegenden Seite g. Durch diese transversale Zerlegung 
werde das Dreieck D in die Teildreiecke ¢ zerfallt. Nun erzeugt aber die 
erste Zerlegung in den Dreiecken ¢ eine weitere Zerlegung in gewisse 
Dreiecke und Vierecke. Wenn wir nun diese Vierecke noch durch dia- 


*) Grundlagen d. G., 3. A., § 20. 
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gonale Zerlegung in Dreiecke zerfiillen, so werden die Dreiecke ¢ in ge- 
wisse Dreiecke s zerlegt. Wir behaupten nunmehr, daB diese Dreiecke s 
sowohl aus den Dreiecken ¢ als auch aus den Dreiecken d durch eine 
Reihe von transversalen Zerlegungen zu erhalten sind. 

DaB unsere Behauptung fiir die Dreiecke ¢ zutrifft, ist leicht zu er- 
kennen; denn bei jedem derselben bleibt das Innere und eine Seite, niim- 
lich diejenige, die dem Punkte S gegeniiberliegt, von Teilpunkten frei. 
DaB aber eine solche Zerlegung eines Dreiecks in Dreiecke stets durch 
eine Reihe von transversalen Zerlegungen erreicht werden kann, ist ohne 
weiteres klar. 

Betrachten wir nun ein beliebiges der Dreiecke d, so sind hier zwei 
Fille zu beachten. Es kann entweder eine Seite des Dreiecks in eine der 
von S ausgehenden Transversalen hineinfallen oder das Dreieck von einer 
solchen Transversalen in zwei Teildreiecke zerlegt werden. Bei der ersten 
Annahme bleibt nun aber die in der Transversalen liegende Seite von d 
von Teilpunkten frei und bei der zweiten stellt die im Innern von d 
liegende Strecke der Transversalen in den Teildreiecken von d gewiB 
ebenfalls eine Seite der genannten Art dar. Da nun aber das Innere von 
d keine Teilpgunkte enthalten kann, so ist auf Grund der beim Beweise 
des ersten Teiles unserer Behauptung gemachten Bemerkung diese hiermit 
auch fiir die Dreiecke d bewiesen. 

Nach unserem Hilfssatz erscheint nun die Gréfe von D einerseits 
als die Summe der Grifen siimtlicher Dreiecke ¢, also auch simtlicher 
Dreiecke s. Auf der anderen Seite ist aber die Summe der Gréfen der d 
ebenfalls der Summe der Grifen der Dreiecke s gleich. Wir haben dem- 
nach die Gleichung: 


3(D) = 3@) 
in Worten: 


9. Satz: Wenn ein Dreieck in eine endliche Anzahl von Teildreiecken 
in beliebiger Weise zerlegt ist, so ist die ,,GriBe“ des gegebenen Dreiecks 
gleich der Summe der ,,Gripen“ der Teildreiecke. 

Wird nun ein Polygon P auf zwei verschiedene Arten in Dreiecke 
d und d@’ zerlegt und fihrt man diese Zerlegungen gleichzeitig aus, so 
kénnen die Teildreiecke beider Zerlegungen je aus denselben Dreiecken 
und Polygonen zusammengesetzt werden. Definieren wir jetzt die GréBe 
3(P) eines Polygons als die Summe der GréBen der Dreiecke, in die es 
zerlegt werden kann, so erkennen wir mit Hilfe der eben gemachten Be- 
merkung und auf Grund des letzten Satzes, daB die Gréfe des Polygons 
von der Art der Zerlegung unabhiingig ist, also durch das Polygon allein 
eindeutig bestimmt wird. 

Hiermit haben wir in strenger Weise dargetan, daB auch die bei der 
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Annahme ¢«=0 gefundene, fiir polygonale Figuren charakteristische 
StreckengréBe die von einem InhaltsmaBe verlangten Eigenschaften be- 
sitzt, sodaB also die im Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe 
jetzt als volistiindig gelést zu betrachten ist. 


§ 3. 
Inhaltsgleichheit und InhaltsmaBb. 


Welche Beziehung besteht nun zwischen der Inhaltsgleichheit und 
dem Inhaltsmab? 

Zunichst folgt aus unseren Definitionen unmittelbar die Tatsache, 
da8 zerlegungsgleiche Polygone dasselbe InhaltsmaB besitzen. Es gilt daher 
(2. Def.) auch der Satz: 

10. Satz: Inhaltsgleiche Polygone haben gleiches Inhaltsmap. 

Wir behaupten nunmehr, daB auch die Umkehrung dieses Satzes 
Giiltigkeit besitzt, d. h. daB die Begriffe der Inhaltsgleichheit und der 
Gleichheit des InhaltsmaBes sich decken. 

Zum Beweise dieser Behauptung, deren Richtigkeit ohne Benutzung 
der Stetigkeit nicht ohne weiteres einzusehen ist, fiihren folgende geo- 
metrische Betrachtungen. 

Zuniichst liefern die unten stehenden Figuren (Fig. 4 und 5) auf Grund 
der 2. Definition unmittelbar den 





Pig. 4. Fig. 5. 


11. Satz: Sind Bund C zwei Punkte, die in einer und derselben der 
von einer gegebenen Geraden g bestimmten Halbebenen liegen und von der- 
selben den gleichen senkrechten Abstand CD = BE haben, und verbindet man 
diese Punkte bez. mit zwei Punkten H und G der Geraden, deren Abstand 
HG gleich ED ist, so sind die Vierecke BCDE und BCG H inhaltsgleich.*) 

Es gilt ferner die bekannte Tatsache: 


12. Satz: Jedes Dreieck ist mit einem Viereck der oben bezeichneten 
Art zerlequngsgleich (flichengleich). 


*) Die hierzu nétige Kongruenz der Dreiecke 2 B H und DCG ergibt sich un- 
mittelbar aus der angegebenen Konstruktion der Vierecke. 
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Sind namlich (Fig. 6) in dem Dreieck ABC H und G die Mitten 
von bez. AB und AC und fiihrt man durch eine (kollineare) Spiegelung 
an G das Dreieck GAH in GCH, 
iiber, so ist BCH,H in der Tat ein A 
Viereck, das die im 12. Satze aus- 
gesprochenen Eigenschaften besitzt; 
denn fallt man noch von B und C auf 
die Gerade durch H und H, die Lote 
BE wnd CD, so ergibt sich ohne 
weiteres die Kongruenz der Dreiecke 
EBH und DCH,, und hieraus folgen 2 
dann die Gleichungen BE = CD und Fig. 6. 

ED = HH, w. z. b. w. 

Aus den bisherigen Siitzen (11 und 12) folgt weiter: 

13. Satz: Haben zwei Dreiecke A BC und A, B, C, eine Seite BC = B,C, 
gemein und stimmen sie iiberdies, wenn ihre Spitzen A und A, auf der- 
selben Seite der durch Bund C gehenden Geraden liegen, in der Verbindungs- 
linie der Mitten der nicht gemeinsamen Dreiecksseiten (im folgenden kurz 
als zu BC gehirige Mittellinie bezeichnet) iiberein, so sind sie inhaltsgleich. 

Offenbar ist es fiir die Erledigung unserer Frage von Interesse zu 
untersuchen, ob dieser Satz umkehrbar ist. 

Betrachten wir zu diesem Zweck zuniichst in einem Dreieck ABC 
(Fig. 7) die Senkrechten CD, BE und AF auf die Verbindungslinie der 
Mitten G und H der Seiten AC und 
AB, so ist leicht zu sehen, daB diese 4 
Strecken alle einander gleich sind. Ist 
daher die Gerade JK die Mittelsenk- 
rechte von DE und K ihr Schnittpunkt 4 oe 5 F 
mit BC, so vertauscht die Umwendung a 
um JK die Strecken BE und CD, also 
auch KB und KC; JK ist folglich auch IK C 
Mittelsenkrechte von BC. Nun ist aber 
die Summe der beiden einander gleichen 
Winkel BCD und CBE gleich der 
Summe der Winkel des Dreiecks. Je nachdem also diese letzte Summe 
gleich einem gestreckten Winkel (singulire Annahme), oder von einem 
solchen Winkel verschieden ist (ordiniére Annahme), wird jeder der ge- 
nannten Winkel gleich einem Rechten oder von einem Rechten ver- 
schieden sein. 

Mit Hilfe dieser Bemerkung und auf Grund der Entwicklungen des 
vorigen Paragraphen ist unsere Frage nunmehr leicht zu entscheiden: 

Mathematische Annalen. LXXIL 18 


E 1 














C 














& 





Fig. 7. 
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Angenommen die Umkehrung unseres Satzes gelte nicht; es gebe also 
in der Tat zwei inhaltsgleiche Dreiecke ABC und A, B,C,, die eine Seite 
BC = B,C, gemein haben und bei der oben bezeichneten gegenseitigen 
Lage nicht in den zu dieser Seite gehérigen Mittellinien tibereinstimmen. 
(Fig. 8.) Fallen wir dann von den Ecken B und C auf diese Linien die 
Lote CD und BE bez. CD, und BE,, so folgt aus der angenommenen 
Inhaltsgleichheit unserer Dreiecke auch die der Vierecke BCDE und 
BCD, E,. Auf Grund des 10. Satzes haben nun aber diese Vierecke auch 
das gleiche InhaltsmaB. 

Machen wir daher zunichst die Annahme, dab ¢ von Null verschieden 
sei, so miissen die genannten Polygone dieselbe Winkeldifferenz besitzen 
($2). Hieraus folgt aber mit Hilfe unserer Vorbemerkung, dab die Winkel 
BCD und BCD, bez. CBE und CBE, einander gleich sind; es fallen 
demnach die von B und C auf die Mittellinien unserer Dreiecke gefillten 
Lote zu je zweien in eine und dieselbe Gerade. (Siehe die Fig. 8.) 

Wenn nun die 
Mittellinien nicht 








A zusammenfielen, 
so miiBte hiernach 
° 7 F o ein Viereck 
1 I 1 
. N ~—. G, EDD,E, 
E aL No <p mit vier rechten 


Winkeln d. h. also 
mit der Winkel- 
B 7 differenz Null exi- 
stieren. Dies ist 
Fig. 8. aber bei unserer 
Annahme «+0 
nicht méglich. 
Im Falle ¢ = 0, in dem also die beiden Dreiecke die Winkeldifferenz 
Null besitzen, miissen nach unserer Hilfsbetrachtung die Winkel BCD, 
BCD,, CBE wid CBE, alle gleich einem Rechten sein. Auch hier 
fallen demnach die Lote BE und BE, bez. CD und CD, zusammen. 
Hatten nun bei der jetzigen Annahme unsere Dreiecke die in Rede stehen- 
den Mittellinien nicht gemein, so miiBte es ein Viereck EDD, E, geben, 
dem das Inhaltsma8 Null zukiime. Dies widerspricht aber ebenfalls den 
Ergebnissen des vorigen Paragraphen; denn aus den dort angestellten 
Betrachtungen geht hervor, daB das Inhaltsmaf einer polygonalen Figur 
im Falle «=O stets eine bestimmte (von Null verschiedene) Strecke 
sein muBb. 
Es gilt demnach in der Tat der Satz: 
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14. Satz (Umkehrung von 13): Inhaltsgleiche Dreiecke, die eine Seite 
gemein haben, und deren Spitzen in derselben der von dieser Seite bestimmien 
Halbebenen liegen, besitzen die Eigenschaft, dap die Mitten der nicht gemein- 
samen Dreiecksseiten auf einer und derselben Geraden liegen.*) 

Diese Tatsache fiihrt uns nun auf einfachem Wege zur vollstindigen 
Erledigung der im Anfange dieses Paragraphen gestellten Frage: 

Mit Hilfe des 13. Satzes kénnen wir niimlich zuniichst jedes Dreieck 
mit Erhaltang des InhaltsmaBes in ein anderes iiberfiihren, das eine ge- 
gebene Seite besitzt, die gréSer ist als mindestens eine der Seiten des 
gegebenen Dreiecks. 

Um diese Umformung auszufiihren (siehe Fig. 9), trage man, wenn 
ABC das vorgelegte Dreieck ist, die gegebene Seite a,, die z. B. gréBer 


sei als BC=a, von B aus auf BC gleich BC, ab und verbinde die 
Mitte J von CC, mit der 

Mitte G von AC. Diese ” 
Gerade durch J und G@ 
schneidet dann die durch 
A und B gehende Gerade 
stets in einem eigentlichen 
Punkte K, welcher der 
Strecke AB angehért.**) 
Konstruieren wir nun A, 
auf AB, soda8 

KA,=KA 

wird und verbinden A, mit 
C,, so ist A, BC, das ge- 
suchte Dreieck. 

Zum Beweise bemerke 
man zuniichst, daB durch 
die Aufeinanderfolge von 
drei (kollinearen) Spiegelungen an den Punkten K, G und J auf Grund 
der angegebenen Konstruktion der Punkt A, nacheinander in die Punkte 
A, C und C, iibergefiihrt werden kann. Fillt man nun von den ge- 








*) Dieser Satz, der nach unseren Ausfiihrungen in der allgemeinen Geometrie 
uneingeschrinkte Giiltigkeit besitzt, ist zuerst von Lexell (Solutio problematis geo- 
metrici ex doctrina sphaericorum. Acta Petropol. 1781) auf analytischem und spiiter 
von Euler (Variae speculationes super areas triangulorum sphaericorum. Acta Petropol. 
1797) auch auf geometrischem Wege fiir die Geometrie auf der Kugel bewiesen worden. 
Der Verfasser hat in der Dissertation auch einen allgemeinen analytischen Beweis 
dieses Satzes gegeben. 
**) Vg. Schur, Grundl. d. G., § 1, S. 7 (insbes. das 6. Postulat). 
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nannten Punkten A,, A, C und C, auf die durch K, G und J gehende 
Gerade die Lote A,M, AN, CO und C,P, so ist leicht zu sehen, daB 
diese Strecken alle einander gleich sein miissen. Demnach wird auch die 
Strecke A,C, von der Geraden durch K, G und J in ihrer Mitte L ge- 
troffen. (Denn verbindet man mit der Umwendung um die genannte Gerade 
diejenige um die in D auf ihr senkrechte gerade Linie, so vertauscht diese 
Bewegung sowohl die Punkte P und M als auch die Punkte A, und C;,; 
die bezeichnete Bewegung ist aber, da bei ihr der Punkt Z und dessen 
absolute Polare fest bleiben, eine [koll.] Spiegelung an diesem Punkte 
w. z. b. w.) Die Dreiecke A,C,A und CC,A haben daher die gleiche 
Grundlinie C,A und dieselbe zu dieser Seite gehérige Mittellinie (die Ge- 
rade durch K, G, L, J); sie sind also nach Satz 13 inhaltsgleich. 

Sind nun zwei beliebige Dreiecke mit demselben Inhaltsmafe vor- 
gelegt, so kénnen wir sie mit Hilfe der beschriebenen Umformung mit 
Erhaltung des InhaltsmaBes gewif in solche mit einer gemeinsamen Seite 
verwandeln, welche gréBer ist als alle Seiten der gegebenen Dreiecke. Die 
so entstandenen Dreiecke mit einer gemeinsamen Seite und dem gleichen 
InhaltsmaBe besitzen nun aber, wie bereits in dem Beweise von Satz 14 
ausgefiihrt wurde (vgl. 8S. 273—275), bei der dort bezeichneten gegenseitigen 
Lage auch die gleiche zur gemeinsamen Seite gehérige Mittellinie; sie 
sind daher nach Satz 13 inhaltsgleich. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich also zuniichst der Satz: 

15. Satz: Dreiecke von demselben InhaltsmaB sind auch inhaltsgleich. 

Um nun die entsprechende Tatsache fiir Polygone zu beweisen, be- 
merke man Folgendes: 

Nach dem Vorhergehenden kann man zwei beliebige Dreiecke in 
solche mit einer gemeinsamen Seite verwandeln. [iihren wir diese Drei- 

ecke in gleichschenklige iiber, so zwar, dab die gemeinsame 

Seite ungeiindert bleibt, so bilden diese bei der in Figur 10 

angedeuteten Zusammenfiigung ein Viereck, das in zwei kon- 

gruente Dreiecke zerlegt werden kann. Zwei beliebige Dreiecke 

kénnen demnach in zwei untereinander kongruente Dreiecke 

vig. 10, Verwandelt werden. Drei beliebige Dreiecke d,, d,, d, kénnen 

nun zunichst in zwei untereinander kongruente Dreiecke d 

und ein gleichschenkliges iibergefiihrt werden. Da nun aber das gleich- 

schenklige Dreieck in zwei kongruente Dreiecke d’ zerlegt werden kann, 
kénnen wir schreiben: 


d, +d, +d,—2(d+a)), 

oder, wenn man unter d” ein neues Dreieck versteht, das nach dem oben 

gekennzeichneten Verfahren aus d und d’ gewonnen werden kann: 
d,+d,+d,=—4d". 
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Durch Induktion ergibt sich hieraus der Satz: 


16. Satz: Das Aggregat von n beliebigen Dreiecken kann in 2*-* 
untereinander kongruente Dreiecke verwandelt werden. 

Zwei Polygone mit gleichem InhaltsmaB kénnen demnach in gleich- 
viele untereinander kongruente Dreiecke verwandelt werden. Da nun alle 
diese Dreiecke dasselbe InhaltsmaB besitzen miissen, sind sie und folglich 
auch die Polygone inhaltsgleich. 

Wir haben daher endlich auch das allgemeine Ergebnis: 

17. Satz: Polygone mit dem gleichen InhaltsmaB sind auch inhalts- 
gleich. w. z. b. w.*) 


II. Abschnitt. 


Notwendige und hinreichende Kriterien zur Vergleichung 
polygonaler Flaichen. 


§ 1. 
Die Euklidischen Kriterien. 


Wir geben im Anschlusse an vorstehende Darstellung der Inhalts- 
lehre von unserem allgemeinen, von einem Parallelenaxiome unabhiingigen 
Standpunkte aus noch eine kurze kritische Besprechung unserer zur 
Flachenvergleichung benutzten Kriterien. 

Auf Grund der im § 1 gewihlten Definitionen konnten wir im vorigen 
Abschunitt die Lehre vom Fliicheninhalt ohne Benutzung eines Stetigkeits- 
axioms und unabhiingig von einer Voraussetzung tiber das Schneiden und 
Nichtschneiden der Geraden entwickeln. Verzichtet man auf den ersien 
dieser systematischen Vorteile, setzt also die Stetigkeit voraus, so kann 
die Inhaltslehre auch mit Hilfe anderer Definitionen aufgebaut werden. 
Diese hat bereits Euklid gekannt und benutzt. 

Bekanntlich hat er (Elemente, Buch 1) zur Erkennung der Gleichheit 
von polygonalen Flachen folgende Kriterien aufgestellt: 


1. Was demselben (dritten) gleich ist, ist einander gleich. 


*) Zur volligen Klarstellung der Ergebnisse vorstehender Erérterungen sei noch 
bemerkt, daB bei unserem Standpunkte des beschriinkten Bereichs (vgl. 8. 263) die 
Einfachheit unserer Konstruktionen auf der Kugel wegen der dort méglichen Schwierig- 
keiten der besonderen Lagenverhiltnisse durchaus keine EinbuBe erleidet. Unter der 
genannten Voraussetzung verlaufen unsere Konstruktionen (d. h. die vorstehend aus- 
gefiihrten) stets im Innern eines Quadrantendreiecks, wodurch die fraglichen Schwierig- 
keiten tatsiichlich ausgeschaltet sind. Man macht sich dies sehr einfach in der der 
Kugelgeometrie entsprechenden Geometrie des Biindels klar. 
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2. Und wenn zu Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, so sind die 
Summen gleich. 

3. Und wenn von Gleichem Gleiches hinweggenommen wird, so sind 
die Reste gleich. 

4. Und was sich zur Deckung bringen lift, ist einander gleich. 

5. Und das Ganze ist grifer als sein Teil. 

In den ersten vier dieser Kriterien sind zwei wesentlich verschiedene 
Gesichtspunkte (Definitionen) enthalten, um die Inhaltsgleichheit ebener 
polygonaler Figuren zu erkennen. Die Sitze 1, 2 und 4 definieren die 
Inhaltsgleichheit als Zerlegbarkeit in entsprechend kongruente Teile (Gleich- 
heit durch Summation); 3 und 4 dagegen behaupten die Méglichkeit, zwei 
inhaltsgleiche Figuren als Differenzen kongruenter Figuren aufzufassen 
(Gleichheit durch Subtraktion). Das allgemeine GréBenaxiom 5 endlich 
postuliert die Existenz eines InhaltsmaBes, d. h. also den Grifencharakter 
des Flicheninhaltes. 

Das Euklidische Kriteriensystem hat nun zu mehreren wichtigen 
Untersuchungen AnlaB gegeben, aus deren Ergebnissen folgende Tatsachen 
hervorzuheben sind: 

18. Satz: Von jenen beiden in den Axiomen 1—4 enthaltenen Gesichts- 
punkten, die Euklid in seiner Lehre abwechselnd zur Anwendung bringt, 
kann jeder fiir sich zu einer einwandfreien Entwicklung der Inhaltslehre be- 
nutet werden, und bei einer solchen Entwicklung ist das fiinfte Axiom voll- 
kommen iiberfliissig.*) 


§ 2. 
Zerlegungsgleichheit inhaltsgleicher Figuren. 


Was zuniichst die erste dieser beiden Tatsachen betrifft, so ist sie 
durch die Entwicklungen des ersten Abschnitts bereits teilweise bewiesen; 
denn dort konnten wir die Inhaltslehre allein auf Grund der. Euklidischen 
Definitionen der zweiten Art in einwandsfreier Weise aufbauen. Demnach 
haben wir jetzt zur vollstindigen Rechtfertigung unserer Behauptung noch 
die Identitit jener beiden Arten der Definition der Inhaltsgleicheit nach- 


*) Die Tatsache, da®B das von Euklid gewihlte Kriteriensystem etwas Uber- 
fliissiges enthilt, scheint zuerst P. Gervien bemerkt zu haben (J. f. Math. 10, 1833). 
Weitere Entwicklungen hieriiber riihren von W. Bolyai, C. Duhamel und A. Faifofer 
her (vgl. den Enzykl.-Artikel von Enriques, Prinzipien d. Geometrie, III 10, 8. 47 ff.). 
Von den genannten Autoren werden jedoch die hierher gehérigen elementaren Fragen 
in recht umstiindlicher Weise behandelt und iiberdies nicht vollkommen, d. h. im 
Sinne unserer allgemeinen, von einem bestimmten Parallelenaxiom unabhingigen 
Voraussetzungen erledigt. Wir geben daher hier eine neue, vereinfachte und unserem 
allgemeinen Standpunkte entsprechende Darstellung der bezeichneten Tatsachen. 
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zuweisen, d. h. also zu zeigen, daB die von uns als inhaltsgleich bezeich- 
neten Figuren auch stets durch Summation gleich (zerlegungsgleich) sind. 

Wir beweisen die fragliche Tatsache zuerst fiir Dreiecke und zeigen 
zu diesem Zweck zuniichst Folgendes: 

19. Satz: Fidallt man von den Ecken B und C eines Dreiecks ABC 
auf die Verbindungslinie der Mitten G und H von AC und AB die Lote 
BE bez. CD, so ist das so entstandene Viereck BCDE mit dem ihm tahalte- 
gleichen Dreieck ABC zerlegungsgleich. 

Beim Beweise haben wir folgende Fille zu beachten: 

a) Gehéren die beiden Punkte G und H der Strecke DE an (Fig. 11), 
so fiihren wir das Dreieck GDC durch Spiegelung an G in GFA ther; 
dann sind auch die Dreiecke HEB und HF A einander kongruent w. z. b. w. 
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b) Liegt nur einer der Punkte G und H, etwa H (Fig. 12), auf der 
Strecke DE, so verwandeln wir wieder das Dreieck GDC durch Spiegelung 
an G in GFA und das Dreieck HGA durch Spiegelung an H in HJB. 
Nun ergibt sich leicht die Kongruenz der Dreiecke GDC und JEB, 
womit unser Satz auch fiir diesen Fall bewiesen ist. 

c) Wenn keiner der Punkte G, H der Strecke DE angehért (Fig. 13), 
so fiihren wir durch Spiegelung an H das Dreieck HGA in HG,B und 
das Viereck HBCG in HAA,G, iiber. Weiter verwandeln wir durch eine 
Spiegelung am Punkte G, das Dreieck G,BH in G,A,H, und das Vier- 
eck G,HAA, in G,H,B,B. Das hiermit gekennzeichnete Spiegelungs- 
verfahren setzen wir fort, bis wir zu einem Punkte G, oder H, gelangt 
sind, dessen Entfernung von EF kleiner ist als die Strecke HG = '/, DE, 
sodaB also bei der niichsten Spiegelung an G, oder H, der Punkt H, 
oder G,,, so zu liegen kiime, daB GH, oder GG,,, gréBer als die 
Strecke GE wire. In prinzipieller Hinsicht ist hier zu bemerken, daB unser 
Spiegelungsverfahren dann und nur dann bestimmt zu dem eben bezeich- 
neten Resultate fiihrt, wenn, wie oben verabredet*), die MeBbarkeit, also 
z. B. das Archimedische Postulat vorausgesetzt wird. 


* ) Vel den Anfang dieses Abschnittes. 
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Fihren wir nunmehr die vorhin vorgenommenen Spiegelungen in der 
entgegengesetzten Richtung aus und markieren uns dabei die Punkte, 
welche die durch die ersten Spiegelungen erhaltenen Geraden auf den 











Seiten (und im Innern) des Vierecks BCD E bestimmt haben, so ist leicht 
zu sehen, daB durch unsere Reihe von Spiegelungen das Dreieck und das 
Viereck in eine endliche Anzahl von paarweise kongruenten Figuren zer- 
legt worden sind; denn es ergibt sich aus unseren Konstruktionen ohne 
weiteres die Gleichheit von folgenden Figuren: 


AL AJK~ BPQ, 
Fiinfeck: JLOGK ~ SRDG,T, 
4 LHO~UH,E, 
Viereck: HNMG ~ H,UTG,, 
» NPCM~RSBQ. 

Haben wir nun zwei inhaltsgleiche Dreiecke ABC und A, B,C,, die 
eine Seite BC = B,C, gemein haben und folglich nach Satz 14 bei der 
dort bezeichneten Lage auch in der zu dieser Seite gehérigen Mittellinie 
iibereinstimmen, so sind sie beide mit dem Viereck BCDE zerlegungs- 
gleich. Da nun aber nach Satz 1 (vgl. S. 264) zwei Polygone, die mit 
einem und demselben Dritten zerlegungsgleich sind, auch untereinander 
zerlegungsgleich sind, kénnen wir auch von den gegebenen Dreiecken be- 
haupten, daB sie in eine endliche Anzahl entsprechend kongruenter Teile 
zerlegbar sind. 

Um nun eine solche Zerlegung auch wirklich auszufiihren, hat man 
zunichst das Viereck BCDE mit Hilfe des vorhin beschriebenen Ver- 
fahrens mit ABC und mit A, B,C, in entsprechend kongruente Teile zu 
zerlegen. Ziehen wir diese beiden Zerlegungen des Vierecks gleichzeitig 
in Betracht, und markieren wir uns alle Punkte, die durch die zweifache 
Zerlegung des Vierecks in seinem Innern und auf seinen Seiten entstanden 
sind, so erhilt man ohne weiteres die gewiinschte Zerlegung, wenn man 
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die beiden Spiegelungsverfahren, die zu den ersten Zerlegungen fiihrten, 
in den entgegengesetzten Richtungen nochmals ausfihrt. 

Wenn die beiden inhaltsgleichen Dreiecke ABC und A,B,C, keine 
gemeinsame Seite besitzen, so konstruieren wir ein Dreieck, das mit jedem 
der gegebenen inhaltsgleich ist und iiberdies mit jedem von diesen eine 
Seite gemein hat. Damit ist dann dieser Fall auf den vorhergehenden 
zuriickgefihrt. 

Ein solches Dreieck findet man auf folgende Weise: Besitzt von den 
gegebenen Dreiecken A,B,C, eine Seite, die gréBer ist als alle Seiten 
von ABC,*) so schlagen wir mit der Hilfte dieser gréBten Seite um eine 
Ecke von ABC, etwa B, als Radius einen Kreis. Dieser trifft die Ver- 
bindungslinie der Mitten G und H von AC und AB stets in einem eigent- 
lichen Punkte H’.**) Konstruieren wir nun den Punkt A’ auf der Ver- 
langerung von BH so, daB H’A’= H’B wird und verbinden A’ mit C, 
so ist A’ BC das gesuchte Dreieck. 

Nach dem Friiheren sind nun ABC und A,B,C, beide mit A’ BC 
zerlegungsgleich; sie kénnen daher selber in eine endliche Anzahl ent- 
sprechend kongruenter Teile zerlegt werden. 

Um endlich auch die Zerlegungsgleichheit von inhaltsgleichen Poly- 
gonen nachzuweisen, machen wir die folgende Uberlegung. Haben wir 
zwei beliebige Dreiecke D, und D,, so kénnen wir sie mit Hilfe der in 
I, benutzten Umformung stets in solche mit einer gemeinsamen Seite 
verwandeln, die gréBer ist als alle Seiten der gegebenen Dreiecke. Diese 
Dreiecke fiihren wir weiter in gleichschenklige D,’ und D,’ tiber, so zwar, 
daB die gemeimsame Seite ungeiindert bleibt, und kénnen dann, wenn das 
Zeichen ~ die Zerlegungsgleichheit andeuten soll, auf Grund der bisherigen 
Ergebnisse schreiben: 

D,~ Dj; Dy~ Djs 
es gilt dann aber auch: 

D, + D, ~ Di, + Dj. 
Da wegen der ersten Verwandlung von D, und D, in Dj und D, das 
Aggregat D, + D, bei geeigneter Zusammenfiigung (siehe Fig. 10 auf 





*) Von den sechs Seiten der Dreiecke mu8 offenbar, wenn nicht schon der 
Fall der Gleichheit eintritt, eine die gréBte sein. 

**) In prinzipieller Hinsicht ist hier zu bemerken, daS zu dieser Konstruktion 
das Postulat von der Zirkelkonstruktion niétig ist. Da wir jedoch in den gegen- 
wirtigen Entwicklungen bereits das Archimedische Postulat benutzt haben und dieses 
das erstgenannte zur Folge hat, sind wir nicht gezwungen, hier eine neue Voraus- 
setzung einzufiihren. 

Zu der letztgenannten Tatsache vgl. man die Ausfiihrungen von Schur iiber das 
archimedische Postulat zu seinen Grundlagen der Geometrie § 8 (insbesondere Nr. 56). 
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8. 276) von D, und D, in zwei kongruente Dreiecke D zerlegt werden kann, 
folgt aus: 

D, + D, ~ Dj + D, 
die weitere Beziehung: 


D, + D, ~ 2D. 


Nehmen wir nun noch ein drittes Dreieck D, hinzu, verwandeln dieses in 
ein gleichschenkliges und zerlegen dieses gleichschenklige in zwei kongruente 
Dreiecke, so gilt: 

D, + D, + D,~ 2(D+D’ 
oder auch: 

D, + D, + Dy ~ 4D", 


wo D” ein neues Dreieck bedeutet, das nach dem oben beschriebenen 
Verfahren aus D und D’ gewonnen werden kann. 
Durch Induktion ergibt sich hieraus der Satz: 


20. Satz: Das Aggregat von n beliebigen Dreiecken ist mit der Summe 
von 2"~* untereinander kongruenten Dreiecl:en zerlegungsgleich. 

Von zwei inhaltsgleichen Polygonen P,, und P, ist demnach jedes 
mit einem solchen Aggregat P’ und P; von 2"-* untereinander kon- 
gruenten Dreiecken zerlegungsgleich. Nun sind aber P’ und P,’ selber 
zerlegungsgleich, da ja die untereinander kongruenten Dreiecke paarweise in 
eine endliche Anzahl von entsprechend kongruenten Teilen zerlegt werden 
kénnen. Mithin ist mit Hilfe des Satzes 1 (vgl. S. 264) auch die Zer- 
legungsgleichheit von P,, und P, bewiesen. 

Wir haben demnach das Ergebnis: 

21. Satz: Bei Voraussetzwng eines Stetigkeitsaxioms kinnen die von 
uns im I. Abschnitt als inhaltsgleich bezeichneten Figuren in eine endliche 
Anzahl von entsprechend kongruenten Teilen zerlegt werden; mit- anderen 
Worten: Aus dem Archimedischen Postulate folgt die Identitdét der Defini- 
tion der Inhaltsgleichheit durch Summation mit ihrer Definition durch Sub- 
traktion. 

DaB nun dieser Tatsache die Stetigkeit als notwendige Voraussetzung 
zugrunde liegt d. h. nicht allein bei dem von uns gewihlten Beweisver- 
fahren benutzt werden mu, ist unmittelbar zu erkennen; denn eine einfache 
Uberlegung zeigt, daB unsere Behauptung im Grunde nichts anderes ver- 
langt, als irgend ein Axiom der genannten Art. Diese Notwendigkeit hat 
zuerst Hilbert hervorgehoben und in dem von ihm konstruierten speziellen 
nichtarchimedischen Systeme ein einfaches Beispiel zweier inhaltsgleicher, 
aber nicht zerlegungsgleicher euklidischer Polygone (Dreiecke) angegeben.*) 


*) Grundl. d. G., 3. Aufl, § 19. 
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§ 3. 
GroBencharakter des Flicheninhaltes. 


Zu der zweiten der unter 18. angefiihrten Tatsachen (Beweisbarkeit 
des 5. Euklid. Axioms), deren Beweis durch die Entwicklungen des ersten 
Abschnitts vollkommen erbracht ist, seien endlich noch folgende Be- 
merkungen erlaubt: 

Auf Grund jener fiinften Forderung war Euklid in seiner Inhaltslehre 
unmittelbar imstande auch die umgekehrten Theoreme, in denen aus der 
Inhaltsgleichheit gewisser Polygone auf die Gleichheit von Strecken ge- 
schlossen wird, (vgl. 1, § 3, Satz 14) zu beweisen, er hatte also mit jenem 
Satze den Grifencharakter des den Kriterien 1—4 geniigenden Flichen- 
inhaltes von vornherein durch ein Postulat gesichert. 

Dieser Grundsatz wurde lange Zeit neben den anderen von Euklid 
benutzten Axiomen als solcher anerkannt und benutzt. Noch in den achtziger 
Jahren des vorigen Jahrhunderts haben italienische Geometer wie de Zolt 
und R. de Paolis ihn ausdriicklich als Postulat hingestellt. Erst die 
moderne Auffassung des InhaltsmaBes als Grenze einer Summe von un- 
endlich vielen, unendlich kleinen Quadraten hat zu der Erkenntnis ge- 
fiihrt, daB jene Forderung in dem von Euklid angegebenen Kriteriensystem 
iiberfliissig ist, d. h. da®B der in ihr enthaltene Satz aus der Gesamtheit 
der vorherigen Axiome bewiesen werden kann. Bei diesen Betrachtungen 
wird unser Prinzip in der Tat zu einer unmittelbaren Folge des funda- 
mentulen Satzes von der Existenz des bestimmten Integrales, wie dies 
W. Killing zuerst hervorgehoben hat.*) 

Allein auf direkte und elementare geometrische Weise ist das Prinzip 
zuerst von F. Schur (1892, Dorpat. Naturf. Ges. Ber.) bewiesen worden. 

Bei den Schurschen Entwicklungen wird jedoch noch das Archimedische 
Postulat gebraucht. Indessen ist auch die Benutzung von Stetigkeitsbe- 
trachtungen beim Beweise unserer Tatsache vollkommen iiberfliissig. Es 
beruht diese wichtige Erkenntnis im wesentlichen einerseits auf dem schon 
von Lambert**) auf geometrischem Wege und ohne Benutzung der Stetig- 
keit gefundenen Ergebnis, daB mit einem Dreiecke auch jedes andere eine 
bestimmte, von Null verschiedene Winkeldifferenz besitzen muB (vgl. I, § 2, 
insbesondere die Siatze 3, 4 und 7), und andererseits in den Euklidischen 
Systemen (singulire Annahme) auf dem Nachweis von der Méglichkeit 


*) Nicht-Euklidische Raumformen, Leipzig 1885. 

**) Vgl. hierzu: Engel und Stiickel, Die Theorie der Parallellinien, Leipzig 
1895, S. 137ff. oder Bonola-Liebmann, Nicht-Euklidische Geometrie, Leipzig 1908, 
8. 46 ff. 
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einer geometrischen, nicht-archimedischen Streckenrechnung und Pro- 
portionslehre. Diese letzte Frage ist erst in neuerer Zeit und zwar eben- 
falls zuerst von Schur erledigt worden.*) 

Endlich geht aus unseren Entwicklungen noch hervor, daB beim Be- 
weise des genannten Prinzips auch eine Voraussetzung iiber das Schneiden 
der Geraden in der Ebene tiberfliissig ist. 


Die Ergebnisse der vorstehenden Abschnitte kénnen nun in folgende 
Satze zusammengefaBt werden: 

22. Satz: Die Lehre vom Flicheninhalt ebener Polygone kann ent- 
wickelt werden, wenn man die Inhaltsgleichheit als Gleichheit durch Sub- 
traktion (vgl. die Def. 1 und 2) definiert, ohne Benutzwng der Stetigkeit und 
ohne eine Voraussetzung iiber das Schneiden der Geraden in der Ebene, 
allein auf Grund der iiblichen linearen und ebenen Postulate. 

23. Satz: Fiigt man dagegen diesen Postulaten ein Stetigkeitsaxiom 
(2. B. das Archimedische) hinzu, so geniigt es zur vollstindigen Entwicklung 
der Inhaltslehre die Inhaltsgleichheit als Gleichheit durch Summation zu 
definieren. 

*) Ober den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (Math. Ann. (1898) 51, 
S. 403). 

mes Schur hier den Beweis geliefert hatte, daB das Rechnen mit Strecken 
(die Proportionslehre ist in der Streckenrechnung enthalten) auf einem von der 
MaBzahl und dem Archimedischen Postulate unabhingigen Wege hergeleitet werden 
kiénnte, entwickelte spiiter Hilbert unabhiingig davon eine solche Proportionslehre, 
die sich zugleich auf ebene Axiome beschriinkte, (Grundl. d. G., 3. Aufl, Kap. III, ins- 
besondere § 16) jedoch das Euklidische Parallelenaxiom zur Voraussetzung hat. Auf 


dieser Proportionslehre beruht dann die ebenda von Hilbert gegebene, in der Ein- 
leitung erwihnte Entwicklung der Inhaltslebre. 
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Uber bestandig elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch 
gekrimmte Kurven. 


Von 


Hans Mourmann in Karlsruhe i. B. 


Im 60. Bande der Mathematischen Annalen*) hat Herr Béhmer auf 
Anregung und mit Hilfe Minkowskis das folgende interessante Theorem 
bewiesen: 


Fiinf beliebige Punkte eines tiberall elliptisch gekriimmten Ovals liegen 
auf einer Ellipse. 

Dabei heiBt eine (analytische) Kurve in einem Punkte elliptisch, 
parabolisch oder hyperbolisch gekriimmt, je nachdem der in dem Punkte 
die Kurve von der vierten Ordnung beriihrende Kegelschnitt, der ,,Schmie- 
gungs-Kegelschnitt“, eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. 

Bei sorgfiltiger Lektiire des Béhmerschen Aufsatzes bemerkte ich, 
daB sich das genannte Theorem (und zwar mit Hilfe der Béhmer- 
Minkowskischen Beweismittel selbst) verallgemeinern und in einer Form 
aussprechen laiBt, die auch iiberall hyperbolisch gekriimmte Kurven ein- 
bezieht. Diese Verallgemeinerung zeigt zugleich, daB der Béhmersche 
Satz, wenn ich so sagen darf, nur in einem zufilligen Zusammenhang 
mit der Theorie der Ovale steht, insofern die Ovale nicht die einzigen 
monotropen**) Kurven sind, welche die euklidische Ebene in zwei (und 
nur zwei) Gebiete zerlegen. Vielleicht wirft daher die vorliegende Note 
auch auf das Béhmersche Theorem selbst neues Licht. 





*) S. 256—262: Uber elliptisch-konvexe Ovale. 
*) Diesen Terminus verdanke ich Herrn Stiickel; die genauere Erklirung findet 
sich in der Definition am Anfang von § 1. 
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§ 1. 
Beschrinkt monotrope Kurven. 


Definition: Einen singularitiitenfreien (sich nicht selbst durchsetzen- 
den) reellen Zug einer analytischen Kurve, welcher die euklidische Ebene 
in zwei (und nur zwei) Gebiete zerlegt, und fiir welchen in jedem eigent- 
lichen Punkte die Kriimmung endlich und von Null verschieden ist, will 
ich eine beschriinkt*) monotrope Kurve oder kurz eine M-Kurve nennen. 

Satz 1. Hat eine M-Kurve mit einer Parabel (wenigstens) fiinf eigent- 
liche Punkte gemein, von denen nicht mehr als drei an einer Stelle zusam- 
mengeriickt sind, so gibt es immer sowohl eine Parabel (mit derselben 
Achsenrichtung), welche von der M-Kurve zweimal auf der Aufenseite, als 
auch eine Parabel (mit derselben Achsenrichtung), welche zweimal auf der 
Innenseite beriihrt wird. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich mit Hilfe der von Herrn Béhmer 
dargelegten Methode der Betrachtung von linearen Parabelsystemen, welche 
zugleich Biischel und Scharen sind, d. h. von Parabeln, welche die Achsen- 
richtang und auBerdem einen Punkt und die Tangente in ihm miteinander 
gemein haben. Dabei ist zu beachten, daB eine Parabel eines solchen 
Biischels mit kleinerem (gréBeren) positiven Parameter ganz im Innern 
(AuBeren) der urspriinglichen Parabel liegt, und daB der Kriimmungsradius 
im Beriihrungspunkte mit der gemeinsamen Tangente dem Parameter der 
Parabel direkt proportional ist. 

Hat eine Parabel mit einer M-Kurve fiinf eigentliche tankte gemein, 
so gibt es (wenigstens) noch einen sechsten Schnittpunkt, der jedoch kein 
eigentlicher Punkt zu sein braucht. Ist letzteres der Fall, so kann man 
die fiinf eigentlichen Punkte immer so numerieren, dab man sowohl auf 
der Parabel als auch auf der M-Kurve vom ersten bis zum fiinften ge- 
langen kann (ohne das Unendlichferne zu passieren). Im anderen Falle 
braucht das fiir die sechs Punkte nicht méglich zu sein. Da aber die 
M-Kurve entweder geschlossen ist oder der Winkel irgend zweier ihrer 
(orientierten) Tangenten in eigentlichen Punkten kleiner als 180° ist, so 
lassen sich immer fiinf unter ihnen so auswihlen. 

Diese Tatsache beruht auf den folgenden beiden Hilfssitzen, deren 
Beweise ohne besondere Schwierigkeit an den beigefiigten Figuren (1 und 2) 
abgelesen werden kénnen. 

1. Hilfssatz: Haben zwei nicht-geschlossene M-Kurven mehr als zwei 
Punkte miteinander gemein, so befinden sich unter ihnen mindestens zwei 


*) Fiir Spiralen oder sich selbst schneidende monotrope Kurven (ohne Riickkehr- 
oder Wendepunkte) gelten die Siitze dieser Note nicht. 
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Punkte P wnd Q von der Beschaffenheit, dap die von der Sehne PQ ab- 
geschnittenen endlichen Segmente PQ der Kurven auf einer und derselben 
Seite der Sehne PQ liegen (Fig. 1a und 1b). 


Ta ze 





Fig. 1a. Pig. 1b. 


2. Hilfssatz: Haben zwei nicht-geschlossene M-Kurven zwei Punkte P 
und Q von der Beschaffenheit miteinander gemein, daB die endlichen Segmente 


PQ der beiden Kurven auf einer und derselben Seite, der Sehne PQ liegen, 
so kimnen die Kurven héchstens einen Punkt R miteinander gemein haben, 
derart, dap man von P iiber Q (bez. von 
Q iiber P) nach R nur auf einer der beiden 
M-Kurven auf endlichem Wege gelangen 
kann (Fig. 2). 
Ist die Auswahl der fiinf Punkte ge- 
j troffen, so sind im ganzen 13 Systeme 
von fiinf eigentlichen Schnittpunkten der 
verlangten Beschaffenheit einer Parabel mit 
einer M-Kurve denkbar. Sie sind durch die 
folgenden unmittelbar verstiindlichen Sym- 
bole charakterisiert: 


11111 (2111) (1211) (221) 





212 (311) 131 (32), 
wobei eine Klammer bedeutet, daB das 
) Symbol zwei Fille vertritt, insofern man 


(bei der Parabel) zwischen Innen und 
AuBen zu unterscheiden hat. So bedeutet 
z. B. das Symbol (2111), daB die Parabel 
die M-Kurve an einer Stelle beriihrt und 
daB die drei tibrigen Schnittpunkte auf einer und derselben Seite des (im 
Endlichen verlaufenden) Parabelzuges liegen. Die Beriihrung kann aber so- 
wohl auf der Innen-, als auch auf der AuBenseite der Parabel stattfinden. 





Fig. 2. 
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Es sei gestattet, fiir einen Fall hier die Betrachtung wirklich durch- 
zufiihren. Ich wihle den (komplizierteren) Fall (1211) und zwar den- 
jenigen, in welchem die M-Kurve die Parabel auf der AuBenseite beriihrt. 
Ich will zeigen, daB es dann sowohl eine Parabel gibt, welche von M 
zweimal auf der Aufenseite, als auch eine Parabel, welche zweimal auf 
der Innenseite beriihrt wird. Zu diesem Zwecke halte ich zunichst den Be- 
riihrungspunkt (und die Tangente in ihm) fest. Dann gibt es sicher eine 
Parabel (mit kleinerem Parameter), welche von M zweimal auf der AuBex- 
seite beriihrt wird. 

Um zu zeigen, daB auch eine Parabel existiert, welche zweimal auf 
der Innenseite beriihrt wird, verfahre ich folgendermaBen: ich halte zu- 
nichst den letzten der fiinf gegebenen Schnittpunkte (in der Reihenfolge 
1211) (und die Parabeltangente in ihm) fest. Dann gibt es sicher ein 
zu einer Parabel (mit gréBerem Parameter) gehdriges Schnittpunktssystem 


2111 oder 1121 oder 221 


von der Beschaffenheit, daB M die Parabel auf der Innenseite beriihrt. 
Tritt der letzte Fall ein, so ist die Aufgabe erledigt. Nehmen wir hin- 
gegen den ersten oder zweiten Fall an, und halten den Beriihrungspunkt 
(und die Tangente in ihm) fest, so gibt es sicher eine Parabel (mit 
gréBerem Parameter), welche von der M-Kurve zweimal auf der Innen- 
seite beriihrt wird. q. e. d. 


Satz 2. Hat eine M-Kurve mit einer Parabel eine Beriihrung von der 
dritten Ordnung und noch (wenigstens) einen weiteren (eigentlichen) Punkt 
gemein (Fall (41)), so existiert, wenn die Beriihrung auf der Innen-(Aufen-) 
Seite der Parabel stattfindet, immer eine Parabel mit (derselben Achsen- 
richtung und) kleinerem (griferen) Parameter, welche von der M-Kurve 
zweimal auf der AuBen-(Innen-)Seite (der Parabel) beriihrt wird. 


§ 2. 
Das Minkowskische Kriimmungsbild. 


Der Beweis des Béhmerschen Theorems sowie seines (an spiterer 
Stelle genauer formulierten) Analogons beruht jetzt darauf, daB eine iiberall 
elliptisch (hyperbolisch) gekriimmte M-Kurve eine Parabel nicht zweimal 
auf der AuBen-(Innen)-Seite (der Parabel) beriihren kann. Diese Tatsache 
aber folgt, wie bei Herrn Béhmer, aus der Betrachtung des Minkowskischen 
Kriimmungsbildes, dessen Theorie nur noch in einem Punkt zu erginzen 
ist. Ich nehme zu diesem Zwecke der besseren Verstiindlichkeit halber die 
Untersuchung von vorne an nochmals auf. 





| 
| 
| 
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Wahlt man als Anfangspunkt eines rechtwinkligen kartesischen Koordi- 
natensystems (x, y) einen Punkt, der auf der konkaven Seite der M-Kurve 
liegt, und ist in bezug auf dieses Koordinatensystem 


x cos p + y sin p = p(y) (Pi <P Sa) 
die Tangentengleichung der Kurve in der Hesseschen Normalform, so sind 
p(y) und e(y) = p(y) + vp’) 

fir jeden Punkt von M positiv. 
Die Gleichung 
1 
ceoosp+ysng=q(y)—e *(9) (Pa< PS Po) 
stellt alsdann das Minkowskische Kriimmungsbild von M in bezug auf den 


Koordinatenanfang als ,,Aufpunkt“ dar. Nun ist aber der Kriimmungs- 
radius + dieses Kriimmungsbildes 


1 =a 
im a? 3 902 + 40'2— B00” 
r(o) =e 3(p) + ee, “ a ~£e 
9e° 


? 


wihrend andererseits 
P= 90’ + 49° — 3009" 50 

das Kriterium dafiir bildet*), daB eine Stelle der gegebenen monotropen 
Kurve (fiir welche 9 den Kriimmungsradius bedeutet) elliptisch, parabolisch 
oder hyperbolisch gekriimmt ist. Hieraus folgt 

Satz 3. Das Minkowskische Kriimmungsbild einer iiberall elliptisch 
(hyperbolisch) gekriimmten M-Kurve ist eine in bezug auf den —" 
konkave (konvexe) M-Kurve. 

Korollar: Das Kriimmungsbild einer Parabel ist ein Punkt.**) 


g 3. 
Die Theoreme. 
Satz 4. Es gibt kein iiberall hyperbolisch gekriimmtes Oval.***) 


*) Siehe Béhmer, a. a. O., S. 257. 
**) Siebe Béhmer, a. a. O., 8. 258. 
***) Ein von der Ellipse verschiedenes in jedem Punkte elliptisch gekriimmtes 
Oval ist z. B. die Kurve ,,konstanter Breite‘‘ mit der Tangentengleichung 





. 1 

x cos + ysing = 1+ — cos 3p (0<a<-+): 
Fiir sie ist . 
e=1—acos 3 
und 

P=9-+ 36a’ — 45a cos 3g. 
(Fiir a =1 erhilt man, nebenbei bemerkt, einen sehr merkwiirdigen Grenzfall: das 
Mathematische Annalen. LXXII. 19 














290 H. Monemann. 


Satz 5. Es gibt keine ins Unendliche gehende in jedem eigentlichen 
Punkte elliptisch gekriimmte M-Kurve.*) 

Satz 6. Line iiberall elliptisch (hyperbolisch) gekriimmte M-Kurve kann 
eine Purabel nicht zweimal auf der Aufen-( Innen)Seite (der Parabel) beriihren. 

Wegen des Beweises dieses Satzes verweise ich auf die Ausfiihrungen 
des Herrn Béhmer**). Zwar hat Herr Béhmer den Beweis nur fiir elliptisch 
gekriimmte Kurven gefiihrt. Durch sinngemiibe Vertauschung der Worte 
auBen und innen, konvex und konkav, gréBer und kleiner geht dieser Be- 
weis jedoch unmittelbar in einen Beweis des Satzes fiir hyperbolisch ge- 
kriimmte M-Kurven iiber. 

Satz 7. Eine iiberall elliptisch (hyperbolisch) gekriimmte M-Kurve kann 
mit einer Parabel eine Beriihrung von der dritten Ordnung nur auf der 
Innen-(Aufen)-Seite der Parabel haben***). 

Aus den Siitzen 1, 2,6 und 7 folgt nunmehr: 

Satz 8. Kine nirgends parabolisch gekriimmte M-Kurve kann mit einer 
Parabel nicht mehr als vier Punkte gemein haben. 

Theorem I. Irgend fiinf Punkte einer iiberall elliptisch (hyperbolisch) 
gekriimmten M-Kurve liegen auf einer Ellipse+) (Hyperbel). 

Theorem Il. Aufer der Parabel gibt es keine iiberall parabolisch ge- 
kriimmte analytische Kurve. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch Integration der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 


90? + 49°*— 300" =0. 


Sehen wir von der trivialen (fiir unsere Aufgabe iiberdies nicht in Frage 
kommenden) Lésung 
: eo" 


ab, so ist (wie man geometrisch leicht erkennt) 


1 
ome (a sin ~ + b cos g)*® 


Oval ist in allen Punkten bis auf drei wieder elliptisch gekriimmt. In den drei Aus- 
nahmepunkten .aber (9, =0°, gp, = 120°, m, = 240°) ist der Kriimmungsradius = 0. 
Fiir ein solches Oval gilt der Béhmersche Satz (wie man leicht verifiziert) natiir- 
lich nicht). 

*) Ein Beispiel fiir eine von einem Hyperbelast verschiedene iiberall hyperbolisch 
gekriimmte M-Kurve ist die Exponentiallinie y= e*. Fiir sie ist: 


a und P= == 
sin @ sin 2@ 

**) a. a. O., S. 260. 

“*) Vgl. Bohmer, a. a. 0., S. 261. 

+) Vgl. Bobmer, a. a. O., S. 262. 


3 
e “sin® @ cos* @ (, *<9<2z)- 





eee 
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die vollstiindige Lésung. Setzt man 


a = COS a, b=csin a, 
so erhalt man 


a 
@™ sin’ (e+ 9)’ 
und das ist (wie geometrisch tibrigens unmittelbar klar) die Gleichung 
einer Parabel mit dem Parameter p = - , deren Achse (als orientierte 


Normale) mit der X-Achse (g=0) einen Winkel ; — a bez. a 
bildet. gq. e. d. 


Karlsruhe i. B., den 11. Nov. 1911. 


19° 
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Note on the Expansion of the Green’s Function. 
By 


Georce D. Birxuorr of Princeton (U.S. A.). 


In a recent paper in the Mathematische Annalen (Vol. 71, p. 76—87) 
Hilb has proved (p. 80—87) that the Green’s function G(A*; &, &,) associated 
with the differential equation and boundary conditions 
av 
azz + (P+Y)V =, V(0)=V(1)=0, 


(4 a complex parameter and / a function of the real variable x which 
has continuous first and second derivatives) may be expanded into the 
infinite series 
;(€) ; (5) 
Aj — a? 


even if the fonction | is not restricted to be real.*) The numbers 1,7 and 
the fonctions g, which appear in the series are the characteristic numbers 
and the normalized characteristic fonctions respectively, associated with 
the given equation and conditions. 

Hilb’s method consists in a consideration of the asymptotic properties 
of the characteristic numbers, the characteristic functions and the Green's 
function, together with the use of a contour integral. 

This expansion of the Green’s function in products of characteristic 
functions is implicitly contained in a paper which I published in the 
Transactions of the American Mathematical Society over three years 
ago.**) An adequate account of the methods and results of this paper 


*) A slight modification of the series must be made in certain cases; see Hilb, 
loc. cit. p. 87. If 2 is real, the theorems of Hilbert (Gétt. Nachr. 1904, p. 49—91 and 
p. 213—259) and E. Schmidt (Géttingen dissertation 1905; in particular p. 12) ensure 
the validity of the expansion provided its uniform convergence is taken for granted. 

**) Boundary Value and Expansion Problems of Ordinary Linear Differential 
Equations, Trans. Am. Math. Soc. 9 (1908), p. 373—395. See also Bull. Am. Math. Soc., 
12 (1906—1907), p. 439. Strictly speaking, it is only when / is unlimitedly differentiable 
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may be found in the Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 1908. 
Hilb’s method does not differ markedly from my own. 

Hilb has devoted a second paper (J. f. Math. 140, p. 205—229) to a more 
general discussion of expansion theorems, which is decidedly interesting 
in that non-homogeneous equations are also treated. However, in so far 
as the homogeneous case is concerned, the results are contained in the 
cases m= 1 and »=2 of my paper, and the method is essentially the 
same aS my own. 

On learning of my priority, Hilb has very courteously made acknow- 
ledgement of it.*) 

In this note I wish to indicate explicitly the application of the ex- 
pansion theorem of my paper**) to the Green’s function. Let there be 
given a linear differential equation 

d*u iin 


L(u) + dus ot Ps ams +-:--+p,u+iu=0 

where p,, ---,p, are continuous functions of x, together with their deri- 
vatives of all orders, but are not restricted to be real, and where / is a 
complex parameter. Also let there be given any set of » linearly inde- 
pendent boundary conditions 


a-1 P 
W,(u) => [a au + B,; eu = (t=1,2,---,0), 
j=0 
where the constants «,, and B,, are not restricted to be real, but where 
certain ineyualities obtain, so that these boundary conditions are regular.***) 
The expansion theorem referred to states that any function f of x 
which is made up of a finite number of pieces, each continuous and having 
a continuous first derivative, may be expanded in a convergent series 


b 
f f(a) vo; (a) dx 
a a (@) 
: f uz) v;(x) dx 


that the above expansion comes directly as a special case of my theorems; nevertheless 
this stronger assumption on 7 was not used by me in this connection, but only in 
discussing certain asymptotic series to terms of all orders. 

*) Sitzungsberichte der Physikalisch-Medizinischen Sozietit zu Erlangen 43 
(1911), p. 68—71; see p. 70—71. I may note in passing that in Bounitzky’s paper, 
Sur la fonction de Green des équations différentielles linéaires ordinaires, J. de Math. 
(6) 5 (1909), p. 65—125, appear a number of theorems also to be found in my paper. In 
particular, the notion of adjoint boundary conditions which is central in his paper is 
carefully developed by me (loc. cit. p. 375—877). 

**) Loc. cit. p. 390. ***) Loc. cit. p. 382—383, 
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where , and v, are the characteristic functions belonging to the given 
equation and conditions, and to the adjoint equation and conditions, re- 
spectively.*) This series converges to the value - [f(a—0) + f(@+0)] at 
points « between a and b but to certain two fixed linear combinations 
af(a+0) + Bf(b—0) at =a and «=b, where the two pairs of con- 
stants « and # may be explicitly determined. 

Let us now take f to be the Green’s function G(x, &; 2) of the given 
equation and conditions. In this case one has 


b 


v,(8) = (4,—A) f G(a, &5 2) v(x) dx 


so that the above expansion may be written 


u; (x) v,(§) 
4;—4 


provided we normalize u, and v, so that | ‘u,(@) v,(z)dxz = 1. 


If n> 1 the theorem stated above shows that this series converges 
to G(a,&; 4) for either a<a2<b or likewise for a<&<b since the 
Green’s function is continuous in x and —&. Moreover the series will con- 
verge uniformly on account of the asymptotic form of w,,v, and 4,**), 
and hence the expansion holds for all «x and &. 

If n=1 and a<a<b or a<&<b, while x +&, the series will 
converge to G(, &; 4) since the Green’s function is continuous for such values 
of « and &; for «= it will converge to + [G(E—0,&; 4)-+ G(E+0,§; 4)]. 
There remain the possibilities e = § = 0 and x = = 1 when it is necessary 
to consider certain additional terms***) which here reduce to zero. 

Therefore we have: For a given differential equation L(u) + du = 0 
and regular boundary conditions W,(u) = 0 (i=1,2,---,n) the associated 
Green’s function G (x, &; 4) may be expanded in the above series. If n> 1 the 
series converges uniformly to the Green's function. If n=1 the series converges 
to the Green’s function for x+£€ and to . [G(E—0, &; 4) + G@(E+0,€; 2)| 
for x = §.7) 


*) For definition of adjoint equation and boundary conditions see p. 375—377. 
A suitable modification in the series must be made if Su (x) v;(x)dx=0; see p. 380. 


**) Loc. cit. p. 383 and p. 388. m=) Loe. cit. p. 394—395. 
+) In the case which Hilb treats, the adjoint equation and conditions coincide 
with the given equation and conditions so that one may take u; = 1;. 
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Bemerkungen zur Theorie der sikularen Stérungen. 
Von 


P. Bout in Riga. 


In den Math. Annalen hat kiirzlich F. Bernstein eine Arbeit*) ver- 
iffentlicht, die auf eine meiner Abhandlungen**) Bezug nimmt und eine 
wertvolle Weiterfiihrung der betreffenden Untersuchungen enthilt. Dem 
mathematischen Teil seiner Arbeit hat F. Bernstein Erérterungen voraus- 
geschickt, zu denen ich einige Bemerkungen machen michte. 

Indem F. Bernstein sich auf die von ihm gefundenen mathematischen 
Resultate und ein von ihm eingefiihrtes Axiom stiitzt, gelangt er zum 
Satz, daB im Sinne seines Axioms im betrachteten Fall keine mittlere 
Bewegung existiert. Ich hatte in meiner Arbeit eine Entscheidung als 
unméglich hingestellt. Zwischen diesen beiden Ergebnissen besteht in- 
sofern kein Widerspruch, als ich meine Behauptung in Hinblick auf einen 
Kreis von Daten aufgestellt hatte, zu denen das Bernsteinsche Axiom 
nicht gehért. 

Was nun das genannte Axiom anbetrifft, so diirften hinsichtlich des- 
selben wohl noch Zweifel méglich sein. Das vorliegende Problem ent- 
steht auf dem Boden der gewéhnlichen Mechanik. In dieser letzteren 
kommen Fille vor, in denen gewisse mit der Bewegung des Systems zu- 
sammenhiangende GréBen Spezialwerte erreichen und behalten, ohne dab 
in den Anfangsbedingungen eine entsprechende Spezialisierung stattgefunden 
hatte. Man denke etwa an den Fall, wo zwei Kérper unter dem Einflub 
der Reibung zu relativer Ruhe gelangen. Es diirfte daher wohl schwierig 
sein, die Méglichkeit auszuschlieBen, daB bei der Entstehung des Planeten- 
systems Verhiltnisse vorlagen, welche zur Folge hatten, dab gewisse mit 
der Bewegung des sich schlieBlich herausbildenden Systems zusammen- 


*) F. Bernstein, Uber eine Anwendung der Mengenlehre usw. Math. Ann. 71, 
8. 417—439. 


**) P. Bohl, Uber ein in der Theorie der sikuleren Stérungen vorkommendes 
Problem. J. f. Math. 135. 
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hiingende GréBen Spezialwerte annahmen. Dann miiBte aber wohl auch 
mit der Méglichkeit gerechnet werden, daf die genannten Umstiinde die 
Existenz einer mittleren Bewegung zur Folge hatten. 

Eine Klirung der Frage wiire erwiinscht, weil Bewegungen, denen in 
gewissem Sinn die Wahrscheinlichkeit Null zukommt, auch in anderen 
Untersuchungen vorkommen, wie bereits die Arbeiten von Poincaré zeigen. 

Ich méchte noch einige Worte hinsichtlich der Tragweite der be- 
trachteten Untersuchungen hinzufiigen, um damit vielleicht gewissen nahe- 
liegenden Einwendungen zuvorzukommen. Die genannten Untersuchungen 
beziehen sich auf ein System von Gleichungen, die blob eine Niherung 
darstellen. Es ist auch nicht einmal bekannt, ob die genannten Gleichungen 
ihren Niherungscharakter dauernd behalten. Sieht man daher von dem 
mathematischen Interesse ab und richtet seine Aufmerksamkeit auf die 
Astronomie, soweit sie mit realen Verhiltnissen rechnet, so diirfte die Be- 
deutung der hier besprochenen Ergebnisse wohl nur darin bestehen, dab 
gewissen Vermutungen der Boden entzogen wird. Um mehr zu erreichen, 
miiBte das Problem von einer neuen Seite betrachtet werden. Ahnliches 
gilt tibrigens auch von anderen Problemen der Mechanik des Himmels. 
Hierher gehért z. B. die beriihmte Frage, ob die gegenseitigen Entfernungen 
der Kérper des Sonnensystems dauernd unterhalb gewisser Grenzen bleiben. 
Hiitte man auf diese Frage unter den gewdhnlichen vereinfachenden Vor- 
aussetzungen eine positive Antwort gefunden, so kénnte dieses Resultat 
nicht ohne weiteres auf die Wirklichkeit angewendet werden. 
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Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahlk6rpern. II.*) 


Von 


Ernst Srermrrz in Breslau. 


§ 6. 
Grundmoduln. 

35. Kleinstes gemeinsames Vielfaches und gréBSter gemeinsamer 
Teiler. — Es bezeichne S ein System von endlich- oder unendlichvielen 
Moduln desselben Grades n. Diejenigen Zeilen, welche in jedem dieser 
Moduln vorkommen — und es gibt wenigstens eine solche Zeile, die 
Zeile 0 — bilden dann einen Modul &%, wie aus der Definition der 


Moduln ‘Nr. 23) unmittelbar hervorgeht. B ist ein gemeinsames Viel- 
faches aller Moduln aus S, und zwar das kleinste gemeinsame Viel- 
fache; denn jedes gemeinsame Vielfache &’ der Moduln aus S muB, da 
es nur solche Zeilen enthalten darf, die in allen Moduln aus S und 
also auch in & auftreten, ein Vielfaches von ¥B sein. Die Moduln des 
Systems S besitzen wenigstens einen gemeinsamen Teiler, nimlich den 
»Hinheitsmodul €,“, welcher alle Zeilen n‘ Grades umfaBt, also in allen 
Moduln n*" Grades aufgeht. Es sei nun S’ das System aller gemeinsamen 
Teiler der Moduln aus S, T das kleinste gemeinsame Vielfache der Moduln 
aus S’. Dann besitzt T nicht nur die Eigenschaft, durch alle gemeinsamen 
Teiler der Moduln aus S teilbar zu sein, sondern Z selbst gehért zu den 
gemeinsamen Teilern. Denn, wenn % irgend ein Modul aus S ist, so ist 
% gemeinsames Vielfaches aller Moduln aus 8’, also durch das kleinste 
gemeinsame Vielfache Z dieser Moduln teilbar. Wir werden daher T als 
den gréBten gemeinsamen Teiler der Moduln des Systems S bezeichnen. 

Besteht S aus endlichvielen Moduln &, WY, .--, YU, so bezeichnen 
wir den gréBten gemeinsamen Teiler mit 


(MD, AM, .-., AM, 
Ist LU — Md. A, (i=1,2,---,k), so erhilt man, wie sofort zu sehen, eine 
Basis des gréBten gemeinsamen Teilers, indem man die Zeilen der Recht- 


*) Fortsetzung der Arbeit gleichen Titels in Math. Ann. 71. 8. 328—354. 
Mathematische Annalen. LXXII. 20 
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ecke A, zu einem Rechteck zusammenfiigt. Jede Zeile dieses Moduls kann 
in der Form a, + a, +--- + «, dargestellt werden, wo a, (¢=1,---,k) dem 
Modul & entnommen ist. 
Hat man zwei Moduln & und &, so ist die Gleichung 
(A,B) = 4 

offenbar der Ausdruck dafiir, daB & in B aufgeht. Stellt A eine Basis 
von &, B eine Basis von 8 dar, und ist r der Rang, b, der r® Deter- 
minantenteiler von A, so folgt aus Nr. 21 bzw. Nr. 28d), daB 8 dann und 
nur dann durch & teilbar ist, wenn auch das aus allen Zeilen von A und 
B gebildete Rechteck den Rang r und den r" Determinantenteiler }, hat. 
Sind diese Bedingungen erfiillt, und ist auch Rg. 8 =r, bd, der r* Deter- 
minantenteiler von 8, so ist ebenso & durch $ teilbar, also U=— B. Es 
gilt also der Satz: 

Haben die Moduln U, B denselben Rang r und denselben r*" Deter- 
minantenteiler, und ist B durch XU teilbar, so ist U= B. 

Fiigt man zur Basis eines Moduls % noch weitere Zeilen 6,, 6,,---, 6, 
hinzu, so hat man eine Basis des Moduls Yt’, der den gréBten gemeinsamen 
Teiler von 2 und Md. (6,, 6,,---, 6,) darstellt. Wir setzen: 

M’ = (M, 6,, 6, +++, 6). 
Offenbar erfiihrt dieser Modul keine Veriinderung, wenn man die Zeilen 
6, (i=1,---,k) durch modulo Jt kongruente Zeilen ersetzt. 

36. Grundmoduln. — Es sei C ein Rechteck n* Grades, r*® Ranges, 
bestehend aus m Zeilen 6,,---,6,, von ganzen oder gebrochenen Zahlen 
aus &. Es sei & das System aller Zeilen 6 von der Form 

6 = 6,6,+---+6,6,, 
wobei aber fiir die Koeffizienten ¢ beliebige ganze oder gebrochene Zahlen 
aus ® zugelassen werden. Aus den Elementen der Determinantentheorie 
ist bekannt, daB eine Zeile dann und nur dann dem System Z angehdrt, 
wenn man sie zu dem Rechteck C hinzufiigen kann, ohne seinen Rang 
zu erhéhen. Aus den Zeilen des Systems Z lassen sich unendlichviele 
Rechtecke A vom Range r bilden, und wie durch C, so ist auch durch 
jedes solche’ Rechteck A das ganze System 2 bestimmt. Ist das Recht- 
eck A ganzzahlig, so stellt es eine Basis eines (ganzzahligen) Moduls & 
vom Range r dar. Wir erhalten so ein System S von unendlichvielen 
Moduln r* Ranges. Durch jeden Modul & aus S ist das System 2 und 
somit auch S bestimmt. Damit der Modul r® Ranges 8 dem durch & 
bestimmten System angehére, ist notwendig und hinreichend, dab 
Rg. (4, B) =r, also = Rg. UW ist. Unter allen diesen Moduln ist einer, 
welcher alle ganzzahligen Zeilen aus 2 umfaBt und daher in allen Moduln 
aus S aufgeht. Wir nennen ihn den zu S oder auch zu jedem Modul 
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aus S gehérigen Grundmodul, wie wir auch umgekehrt von jedem Modul 
aus S sagen, daB er zu eben diesem Grundmodul gehért. Ist & ein be- 
liebiger Modul, so soll hinfort unter YU stets der zugehérige Grundmodul 
zu verstehen sein. Nach dem Vorangehenden ist dann die Gleichung 
WU — B fiquivalent den Gleichungen Rg. A = Rg. B = Rg. (A, B). Ferner 
ist zu ersehen, dab der zu & gehérige Grundmodul sich durch irgend 
eine der folgenden Eigenschaften charakterisieren laBt: 


a) & besteht aus allen (ganzzahligen) Zeilen 6, die der Bedingung 
Rg. (2, «) = Rg. U 
geniigen, 
b) & besteht aus allen ganzzahligen Zeilen, die sich aus einer Basis 
von & mittels ganzer oder gebrochener Koeffizienten komponieren lassen. 


Beachtet man ferner, daB jedes gebrochene Koeffizientensystem einem 
ganzzahligen proportional ist, so folgt aus b): 


c) U besteht aus der Zeile 0 und allen Zeilen, die zu irgend einer 
Zeile aus & proportional sind. 


Ist & Grundmodul, so ist U=—°. Aus a), b), c) folgt daher, daB 
zur Charakterisierung eines Grundmoduls %& jede der folgenden EHigen- 
schaften herbeigezogen werden kann: 

1) daB jede der Bedingung Rg. (YU, o)— Rg. UM geniigende Zeile zu 
YU gehért, 

2) daB jede aus einer Basis von Y& mittels gebrochener Zahlen kom- 


ponierbare (ganzzahlige) Zeile auch mittels ganzer Zahlen komponiert 
werden kann, 


3) daB jede zu irgend einer Zeile von & proportionale Zeile selbst 
zu UM gehért. 
Ist e, der r® Elementarteiler eines Moduls & vom Range r und 6,,---,6,, 6, 
eine normale Basis von Y, so ist, weil o,,---,o6, linear unabhingig sind, 
jede zu 6, proportionale Zeile aus & in der Form c.6, + ¢,’6, darstellbar, 
besitzt also den Faktor e.. Soll daher 2% Grundmodul sein, so muf zu- 
folge 3) ¢.—1 sein. Wird andererseits ¢., also auch der r* Determinanten- 
teiler = 1 vorausgesetzt, so gehért jede der Bedingung Rg. (U, o) — Rg. U 
geniigende Zeile 6 zu YU, weil durch Hinzufiigung von o zu einer Basis von 
%& der r* Determinantenteiler nicht veriindert werden kann. Y ist also 


Grundmodul. Somit ergibt sich: 

4) Ein Modul ist dann und nur dann Grundmodul, wenn er keinen 
von 0 und 1 verschiedenen Elementarteiler besitzt. 
Es seien & und 8 Moduln gleichen Ranges, WM teilbar durch %, also 
(4%, B) = B. Dann folgt aus Rg. (U, B) = Rg A — Rg. B, daB 
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(45) A—B 
ist. Wird daher 8 als Grundmodul vorausgesetzt, so folgt 8 — YU, d. h. 

W ist der einzige Grundmodul r™ Ranges, der in U aufgeht. 
Wird hingegen & als Grundmodul vorausgesetzt, so wird zufolge (45) 
U—B; und da A durch B, B durch H teilbar ist, so ergibt sich A=W. 
Dies besagt: 

5) Ein Grundmodul ist dadurch charakterisiert, daB er auBer sich 
selbst keinen Teiler gleichen Ranges besitzt. 

Ist & ein Grundmodul, m ein Ideal, so bezeichnen wir mit m - W 
den Modul, welcher alle Zeilen aus & umfaSt, die m als Faktor enthalten. 
Ist m = 0, so ist unter m-% der Modul 0 zu verstehen; anderenfalls ist 
m-% ein zum Grundmodul & gebériger Modul. 

37. Grundmoduln vom Range 1. — Ein Grundmodul vom Range 1 
besteht aus allen zu einer von 0 verschiedenen Zeile 6 proportionalen 
Zeilen und der Zeile 0. Wir bezeichnen ihn mit 6. Ist & ein Modul 
vom Range 1, e, sein erster Elementarteiler, 6 +0 irgend eine Zeile aus 
U, so wird U—G@; jede Zeile aus UM gehért dem Grundmodul 6 an und 
hat den Faktor e,. Es gehért aber auch jede Zeile r aus 6, welche den 
Faktor e, enthilt, zu Y&, weil fiir eine solche Zeile Rg. (A,r) =1—Rg. A 
und der erste Determinantenteiler von (Y%,r) gleich e, wird. Nach der 
am Ende von Nr. 36 eingefiihrten Schreibweise haben wir A—e,¢ zu 
setzen. Wir erhalten so eine eindeutige Beziehung zwischen den simt- 
lichen von © verschiedenen Idealen e und den simtlichen zu demselben 
Grundmodul 6 gehérigen Moduln e6. Offenbar gilt hier die Relation 
(46) (a6, bG) = (a, b)- 6. 

38. Es seien 6,,---, 6, 7 linear unabhiingige Zeilen vom Grade n, 
es bezeichne (fiir i=1,---,r) q, den gréBten Faktor von 6,, 6; eine zu 6, 
proportionale Zeile, q; den gréBten Faktor von o,, und es werde 


(47) (G4; 4%) = @, 
gesetzt. Dapn wird 
(48) Md. (6,, 6;') = 4,6. 


Der r* Determinantenteiler des Moduls Md. (6,,---,6,) ist durch q, - q,---4q, 
teilbar. Setzen wir ihn gleich q,-q,---q,-d, so ist der r* Determinanten- 
teiler eines jeden der 2” Rechtecke, zu deren Bildung man aus jedem 
Paare 6,, 6; eine Zeile auswihlt, offenbar gleich dem Produkt aus } und 
den gréBten Faktoren der Zeilen dieses Rechtecks, Der gréBSte gemein- 
same Teiler der so erhaltenen 2” Produkte ist (nach Gleichung (2)) 


(4, q,') . (Ms, qe ) ili (4,5 q, ) : d _ a, ay apa a,-d, 
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und dies ist also auch der r* Determinantenteiler des Moduls 
(49) M = Md. (6,, 6,', dy, 0,', -- +, 6,, 6,). 
Dieser Modul stellt nach (48) den gréBten gemeinsamen Teiler der Moduln 
a,6, dar; es ist also 
(50) M = (0,6,, Ay, ---, a,6,). 
Betrachten wir nur die Zeilen 6; als gegeben, so kénnen wir die pro- 
portionalen Zeilen 6, so wihlen, daB alle a; gleich 1 werden. Dann wird 
M — (6,, G,,---,6,) und hat Dd zum r*™ Determinantenteiler. Soll Pt Grund- 
modul sein, so ist notwendig und hinreichend, daB } = 1, daB also der 
r® Determinantenteiler von Md. (6,, 6,,---,6,) gleich q,-Q,---q, wird. 
Dies gibt den Satz: 

a) Ist U = Md. (6,,---,6,) ein Modul vom Range r, so stellt 

(6,, ie 6,) 

dann und nur dann einen Grundmodul dar, wenn der r* Determinanten- 
teiler von XU gleich dem Produkt aus den griften Faktoren der Zeilen 
6,, +++, 6, ist; und zwar ist in diesem Falle (6,,---,6,) der zu U gehirige 
Grundmodul XM. 
(Das letztere folgt nach Nr. 36 daraus, daB der bezeichnete Grundmodul 
in & aufgeht und von gleichem Range wie & ist.) Ist die Voraussetzung 
D= 1 erfiillt, so ergibt sich aus bekannten Determinantensiitzen, daB der s® 
Determinantenteiler eines aus s der Zeilen 6,, ---, 6, gebildeten Rechtecks 
wieder gleich dem Produkt der gréBten Faktoren dieser s Zeilen wird. 
Daraus folgt: 

b) Ist (6,,-++,6,) eim Grundmodul vom Range r, so ergeben irgend 
welche s der Moduln 6, als gripten gemeinsamen Teiler einen Grundmodul 
vom Range s. 

39. Wir behalten die Bezeichnungen der vorigen Nr. bei, setzen weiter 
voraus, daB } = 1 oder, was dasselbe besagt, daB (6,,---, 6,) Grundmodul 
ist, lassen aber die Voraussetzung, dab die Ideale a, in Gleichung (47) 
gleich 1 sein sollen, fallen. Der unter (49) und (50) bezeichnete Modul 
hat dann den r*" Determinantenteiler a,-a,---a,. Es ergibt sich also: 

a) Ist (6,,--+,6,) eim Grundmodul vom Range r, so hat der Modul 

U = (a,G,,---, a,6,) 
den r* Determinantenteiler a,-0,---a,, und es wird, falls alle a,+0 sind, 
U = (G,, +++, G,). 
Hieraus und aus Nr. 38b) folgt weiter: 

b) Sind e,,--+,e, r Ideale, deren jedes im folgenden aufgeht, und ist 
(G,,--+,6,) ein Grundmodul vom Range r, so hat der Modul (¢,6,,---, ¢,6,) 
die Elementarteiler e,, -- +, € 
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Dies gilt natiirlich auch dann, wenn nicht alle e,+0 sind. Es gilt 
aber auch 


c) Ist U ein Modul vom Range r mit den Elementarteilern e,, ---, ¢ 
so lipt sich U in der Form 
W — (¢,6,,---,¢ 


r? 


6,) 
darstellen , wobei ae 
X= (G,, +++, 6,) 
wird. 
Ist nimlich 6,,---,6,, 6,’ eine normale Basis von &, so sind (Nr. 29, 30, 31) 
die Zeilen o,,---, 6, linear unabhingig, und der r® Determinantenteiler 
des aus ihnen gebildeten Rechtecks ist gleich dem Produkt ihrer gréBten 
Faktoren. Der Modul (6,,---,6,) ist also ein Grundmodul vom Range r 
und, da er Teiler von & ist, = YM. Ferner wird 
Md. (6,, 6,) = ¢,6,, Md. (4,) = ¢,6, (é _ 1, “4 »r—1), 

also WU = (e,6,,---,¢,6,). Bei dieser von der Normalbasis ausgehenden 
Darstellung von U, gehdren die Moduln ¢,6,,---, ¢,_,6,_,, da sie eine 
einzeilige Basis besitzen, zur Hauptklasse, wihrend e.6, zur selben Klasse 
wie & gehért. Ganz allgemein aber kénnen wir zeigen: 

d) Bei jeder Darstellung des Moduls X% in der unter ce) angegebenen 
Form besteht die Beziehung: 


KL. & -[]™ ¢,6;. 
i=1 


Ist nimlich 8 irgend ein zum Grundmodul & gehériger Modul, also 
B= A, und ist M — Md. A, B = Md. B, so besteht eine Relation von der 
Form B= PA, und da Rg. B= Rg. A ist, so haben M% und B dieselbe 
Zeilenklasse (Nr. 13). Somit ergibt sich zunichst: 

e) Alle Moduln, die zu demselben Grundmodul gehiren, haben dieselbe 
Zeilenklasse, 
und hieraus in Verbindung mit dem Satz in Nr. 12: 

f) Die (Kolonnen-)Klassen zweier Moduln vom Range r, die zu dem- 
selben Grundmodul gehiren, verhalten sich wie die Klassen ihrer r*" Deter- 
minantenteiler. 

Einen zum Grandmodul & gehérigen Modul 8 erhalten wir nun, indem 
wir aus jedem der Moduln 6, (i=1,---,7) eine von 0 verschiedene Zeile 
6; herausgreifen und 

B = Md. (6,’, ---, 6,) 
setzen. Ist 6, der gréBte Faktor von o;, so folgt aus Nr. 38, a), daB der 


r* Determinantenteiler von 8 gleich 6, -6,---6, wird. Nach Satz f) ist 
daher 
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KL & 
(61) cy ~ SL €-1™¢ 


Es wird ferner Md. (6;) = 6,6,, und dieser Modul gehért ebenso wie ¢,6, 
zum Grundmodul 6,;, woraus 





also nach (51) 


folgt. Da aber 8 eine Basis von nur r Zeilen, jeder der Moduln 6,6, eine 
Basis von nur einer Zeile besitzt, so gehéren alle diese Moduln der Haupt- 
klasse an (Nr. 27). Die letzte Gleichung geht daher iiber in 


(52) KL & =] JK. ¢,6,, 
é=1 


womit d) bewiesen ist. 
40. Der einzige Grundmodul vom Grade und Range » ist der alle 
Zeilen nv” Grades umfassende Einheitsmodul €,. Wird derselbe in der 





Form 
€, = (,,--+, 6,) 
dargestellt, und wird mit 6, (i=1,---,m) eine von 0 verschiedene Zeile 
: aus 6;, mit q,; ihr gréBter Faktor bezeichnet, so ist (Nr. 38, a)) q,-q.---4, 


der n® Determinantenteiler des von 6,, 6,,---, 6, gebildeten quadratischen 
Systems, also das Hauptideal, welches durch die Determinante dieses 
Systems repriisentiert wird. 

Denken wir uns andererseits » von 0 verschiedene Ideale q,, ---, q,, 
gegeben, so kénnen wir zunichst nach dem in Nr. 16 angegebenen Ver- 
fahren » —1 Zeilen n*™ Grades 6,,--*, 6,_, mit den gréBten Faktoren 
41> °**) G_—; 80 bestimmen, daB der (n—1)* Determinantenteiler des aus 
diesen Zeilen gebildeten Rechtecks gleich q,-q,---9,_, wird. Fiigen wir 
noch eine n“ Zeile 6, hinzu, bestehend aus » Variabeln z,,---, 7,, 80 
nimmt die Determinante des so entstandenen Quadrats die Form 
(53) GO, too + Oty 
an, und es wird 

(C,, ++, C,) = My *Q2°°* Ga—1: 

Lassen wir fiir z,,---, 2, nur Zahlen zu, die durch q, teilbar sind, so 
wird in der Form ¢,x,; jede durch ¢,q,, mithin in der Form (53) jede durch 
(C,%n2 "7 Onn) = 4° M2 
teilbare Zahl dargestellt. Ist nun q,-q, --- 4, ein Hauptideal und d eine 
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Zahl, welche dieses Hauptideal repriisentiert, so kénnen wir 6, so be- 
stimmen, daB die Determinante den Wert d annimmt, also q, ---q, der 
n® Determinantenteiler des quadratischen Systems wird. Nach Nr. 38, a) 
wird dann (6,,---,6,) = €,. Also: 

Ist das Produkt der n Ideale q,, ---, 9,, ein Hauptideal, so kann man 
n Zeilen 6,,--+, 6, mit den gripten Faktoren q,,--+, 4, 80 bestimmen, dap 

(6,, 7 6,) _ g, 
wird. 

Es sei U=(6,---,6,) ein Grundmodul vom “rade n und Range r, 
r<m. Entnimmt man den Moduln 6,,---, 6, die von O verschiedenen 
Zeilen 6,,-+-, 6,, und sind q,,---, q, die gréBten in o,,---, 6, enthaltenen 
Faktoren, so ist q, -q,---q, der r* Determinantenteiler des Rechtecks aus 
den Zeilen 6,,---,6,. Wiahlt man dann n—r weitere Ideale q,,,,---, 4,, 
so, daB gq, - q,---4, ein Hauptideal wird, so kann man n—r Zeilen 
6,41,°**, 6, mit den gréBten Faktoren g,,,,---, 4, so bestimmen, daB 
(6,,--+,6,) = €, wird. Dann ist 8 = (6,,,,---,6,) eim Grundmodul vom 
Range n—r und (&, 8) = €,. Es lassen sich also zu jedem Grundmodul U 
vom Grade n und Range r Grundmoduln 8 vom Grade n und Range n—r 
so angeben, dab (A,B) — €, wird. Wir fiigen hinzu: Die Klassen der 
Moduln XU, B sind stets zueinander reziprok. Denn setzen wir 


A = (G,, °°, 6,); B= (Geary ts 6.) 
so folgt aus Nr. 39, d) 


KL&. KL -] ]*. 6, = Kl. (6, --+, 6,) = Kl &,. 
f=1 


Das ist aber die Hauptklasse. 


41. Ein Modul vom Grade n mit den Elementarteilern e, kann stets 
in der Form 


(54) A = (e 6;, — ¢,5,) 
so dargestellt werden, dap (6,,---, 6,) = €, wird. 

Ist nimlich Rg. & =r, so kénnen wir zuniichst (Nr. 39, c)) 
(55) A = (e Gyyrr'y ¢,6,) 
setzen, wo (6,,---,6,) = ist. Im Faller =n ist nun A= E,. Ist aber 
r<~m, so kénnen wir einen Grundmodul 8 = (6, y19'**, 6,) vom Range 
n—~r so bestimmen, dab 

(a, ¥) = (4, = 6,) sod , 

wird. Da nun ¢,,,—¢,,,=-:-=0 ist, so kénnen wir die Gleichung (55) 
auch in der Form (54) schreiben. 
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Es sei nun m irgend ein von 0 verschiedenes Ideal. Dann sind die 
n ersten Elementarteiler des Moduls 


(mM6,, MG, ---, mG,) 


gleich m, jede Zeile dieses Moduls enthilt den Faktor m, es umfaBt aber, 
wie aus Nr. 28d) folgt, dieser Modul auch alle Zeilen n” Grades, die den 
Faktor m enthalten. Es ist also 


(m6,, m6,,---, mé,) = mE,. 
Beriicksichtigt man daher die (auch im Falle e,=0 giiltige) Gleichung 
(¢,6,, m6,) = (¢, m) - 6, 
so folgt 
(a, m€,) = ((¢, M)G,, (Cy, MG, +--+, (C,, m)6,,). 
Somit ist gezeigt: 

Hat der Modul n*" Grades % die Elementarteiler e,, so hat (XU, mE,) 
die Elementarteiler (e,, m) (k=1, ---, »). 

42. Relativbasis. — Die Begriffe Basis und Rang eines Moduls 
lassen eine sehr einfache Verallgemeinerung zu. Sind & und Yt Moduln 
von gleichem Grade, so sagen wir, dab die zu & gehérigen Zeilen 
(56) e,°* m 
eine (Relativ-)Basis von ,,%|M* — zu lesen: ,% in bezug auf Mt“ — 
bilden, wenn fiir jede Zeile « aus & eine Kongruenz von der Form 


"5 & 


&@=C,0,+---+¢,«, mod. M 

besteht, oder, was offenbar dasselbe besagt, wenn % durch den Modul 
(57) Wi = (Me, oy, +++, %q) 
teilbar ist. Da nun in jedem Falle & Teiler von M ist, so wird, wenn 
(56) eine Basis von M|M darstellt, auch (A, Mt) durch A’ teilbar sein. 
Gleichung (57) laBt aber erkennen, daB YX’ durch (WU, Mt) teilbar ist. So- 
mit findet die Angabe, daB die zu & gehdrigen Zeilen a@,,---, a, eine 
Basis von % M darstellen, ihren genauen Ausdruck in der Gleichung 
(58) (Me, a, +++, @%,) = (A, M). 

Setzen wir wieder «,,---, «,, als Basis von &|Mt voraus. Diese 


m 


Zeilen gehéren dann auch dem Modul (%, Mt) an, und es wird, da (YA, Me) 
Teiler von QM ist, 

(M, @yy °°" Cn) one (a, M) or (a, M), M), 
was besagt, daB die Zeilen «,,---, «,, auch eine Basis von (Y%, M)| M 
bilden. Ist andererseits w{,---, «,” irgend eine Basis von (YU, Mt)| Mt, also 


(59) (M, a5, +++, @,) = (A, M), 
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so kann jede der Zeilen a, in der Form a; = a,+ u, geschrieben werden, 

wo «, zu A, wu, zu M gehdrt. Es ist dann «,=«,' mod. M, und es wird 
(M, a, +++, &y) = (M, ai, ---, a) = (A, M), 

d. h. die Zeilen a,,---, «,, bilden eine Basis von %| M. 

Fiir manche Untersuchungen ist von Interesse die Minimalzahl von 
Zeilen eines Moduls A, die man einem Modul 9 adjungieren muB, um 
zu (M, MM) zu gelangen. Diese Zahl ist 0, wenn AW durch M teilbar ist, 
anderenfalls gibt sie an, wie viele Zeilen eine Basis von &| Mt wenigstens 
enthalten mu. Nach den obigen Ausfiihrungen ist klar, daB diese Minimal- 
zahl keine Anderung erfahrt, wenn man den Modul M durch (W, M) ersetzt. 

43. Relativrang. — Was wir soeben als Basis von A&|M definiert 
haben, ist eine Basis von & im gewdhnlichen Sinne, wenn wir fir M 
den Modul 0 nehmen. In ihnlicher Weise definieren wir nun den Begriff 
(Relativ-)Rang von U|M so, dab er sich im Falle M—O mit dem ge- 
wohnlichen Rangbegriff deckt. Wir setzen nimlich 


Rg. UM —r, 

wenn r die kleinste Zahl von der Beschaffenheit ist, daB zwischen irgend 
r+ 1 Zeilen a,,---,@,,, aus & allemal eine Kongruenz 
(60) 40,+-°*-+6,,,¢,,,=0 mod. M 
besteht, in der nicht alle Koeffizienten verschwinden. Fiir jeden Teiler 
ZT von W gilt offenbar die Ungleichung 

Rg. T|M > Rg. A} M, 
so also auch fiir T = (WU, M). Ist andererseits Rg. A) Mt —-r, und sind 


a,,--+,@,,, Zeilen aus (YW, Mt), so kann man innerhalb Y die Zeilen 
@,°**, @,,, 80 bestimmen, dab 

(61) e,=a; mod. M (¢(=1,---,r+1) 
wird. Nun besteht zwischen «,,---,«,,, eine Relation von der Form (60), 


und diese bleibt zufolge (61) richtig, wenn man a, durch a; ersetzt. Mit- 
hin kann Rg. (%, Mt)! M auch nicht >~, sein, und es ist also 
(62) Rg. U| M — Rg. (A, M) | M. 

Es sei & ein Teiler von M, Rg. A|\M—r, Rg. M—s. Nehmen 
wir r>0, s>0 an. Dann kénnen wir r Zeilen a,,---, @, aus & und 
s Zeilen u,,---, u, aus Mt so bestimmen, daB zwischen den Zeilen « keine 
lineare Kongruenz modulo Yt, zwischen den Zeilen wu keine lineare Glei- 
chung besteht. Dann besteht auch zwischen den r +s Zeilen «,,---, «,, 
Hy, °°", #,, die samtlich zu & gehéren, keine lineare Gleichung. Denn aus 
einer solchen Gleichung 


(63) QG +--+ +60,+6,,, +--+ +¢,,,4,=9 
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wiirde zunichst die Kongruenz 
,0,++--+¢0,=0 mod. M, 
aus dieser 
6m Ggan-- ae nO, 
hieraus und aus (63) 
Chil + Gime + C434, = 0 


und damit 

6249S." ***= C4,=9 
folgen. Hiermit ist gezeigt, dab 
(64) Rg. U>r+s 


ist. Ist ferner @ eine beliebige Zeile aus UA, so besteht, da Rg. AM =—r 


ist, zwischen @, «,,---, @,,, eime lineare Kongruenz mod. M, die wir in 
der Form 


(65) ca =Gq,e,+---+ 9,0, mod. M 

schreiben kénnen. Hier kann c nicht 0 sein, weil sonst auch die Koeffi- 
zienten auf der rechten Seite siimtlich verschwinden miBten. Setzen wir 
(66) ca = qm +++ + 4,0, +m, 


so gehért « dem Modul Yt an, und es besteht zwischen uw, u,,---, u, 
eine lineare Gleichung 


(67) Cu = C41 + a pee + C4 hte, 
in der wiederum c+ 0 ist. Aus (65), (66), (67) folgt, wenn wir 
"0, = (¢=1,--+,1r) 
setzen, 
(68) CO = Cy + + +60, +6, yt +64, 


und diese Gleichung zeigt, daB jede Zeile des Moduls & sich mittels ganzer 
oder gebrochener Zahlen aus «,,---,@,, “,,+++, #, komponieren laBt. Mit- 
hin ist Rg. U<r +s, also zufolge (64) 
Rg. U=r+s—Rg. AU M+ Rg. M. 
Man sieht sofort, daB diese Beweismethode auch anwendbar ist, wenn r 
oder s gleich 0 ist. Die Gleichung Rg. A = Rg. A| M + Rg. M gilt also 
stets, wenn Y Teiler von M ist. Sind A und M beliebige Moduln gleichen 
Grades, so ist doch (%, M) Teiler von M, also wird unter Benutzung 
von (62) 
Rg. (A, M) = Rg. (A, Mt) | Mt + Rg. M — Rg. A) M + Rg. M 

oder 
(69) Rg. U M = Rg. (A, M) — Rg. M. 

Es seien wieder & und M beliebige Moduln gleichen Grades, und es 
werde (%, M) = X gesetzt. Jede dem Grundmodul M angehérige Zeile ist 
aus den Zeilen einer Basis von & und, da & Teiler von & ist, auch aus 
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den Zeilen einer Basis von Z mittels ganzer oder gebrochener Koeffizienten 
komponierbar, gebért also auch Z an. Somit ist & und aus gleichem 
Grund M durch & teilbar, daher ZT Teiler von (Y, M2), 
Rg. E> Rg. (A, M) 
und, da (&, M) Teiler von (A, M) ist, 
Rg. (U, M) > Rg. (A, M). 
Da (A, M) = T, Rg. FT — Rg. TF ist, so ergibt sich 
Rg. (U, M) > Rg. (U, M) = Rg. T = Rg. TF > Rg. (A, M) 
also 
Rg. (A, M) = Rg. (A, M). 
Hieraus und aus (69) folgt weiter 
Rg. UM — Rg. (A, M) — Rg. M = Rg. (A, M) — Rg. M — Rg. A) M, 
also 
(70) Rg. U|M — Rg. A M. 
Diese Gleichung zeigt, daB der Relativrang Rg. &| IM keine Anderung er- 
faihrt, wenn man jeden der Moduln &, 2 durch einen zu demselben Grund- 
modul gehérigen Modul ersetzt. 
Eine Gleichung von der Form 
Rg. XM = 0 

driickt aus, daB fiir jede Zeile « aus UM eine Kongruenz 

ca=0 mod. M (e+0) 
besteht. Diese Kongruenz besagt aber, da « und ce proportionale Zeilen 
sind, daB « dem Modul I angehéren muf (Nr. 36c)). Somit stellt die 
Gleichung Rg. U| M =O, ebenso wie (M, M) — M, die Bedingung dafur dar, 
daB & Vielfaches von Yt ist. Aus der allgemein giiltigen Gleichung 
Rg. (M| M) — Rg. (W| M) -folgt, daB dann auch WM durch M teilbar ist. 


§ 7. 
Die Teilbarkeitsbedingungen. 


44. In Nr. 27 wurde gezeigt, dab ein Modul vom Range r stets eine 
Basis von r + 1 Zeilen besitzt. Gehért der Modul der Hauptklasse an, so 
besteht eine irreduzible Basis sogar nur aus ry Zeilen, und man kann da- 
her bei der Bildung einer (r+ 1)-zeiligen Basis eine Zeile innerhalb des 
Moduls ganz willkiirlich annehmen Wir wollen nun allgemein zeigen: 
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Bei der Bildung einer (r + 1)-zeiligen Basis eines Moduls UX vom Range r 
kann eine Zeile innerhalb XU willkiirlich gewihlt werden; nur muB sie, falls 
YU nicht der Hauptklasse angehirt, von 0 verschieden angenommen werden. 

DaB die letzte Einschrinkung notwendig ist, ist klar. Denn wenn 
eine Zeile der Basis 0 ist, so ist die Basis reduzibel; andererseits aber ist 
eine (r+ 1)-zeilige Basis eines nicht der Hauptklasse angehérigen Moduls 
vom Range r irreduzibel. Es sei nun 


sy *”*s Oa 
eine Basis von U, «+0 eine Zeile aus MU. Dann besteht eine Gleichung 
von der Form 


(71) =A +e + O51041, 
ferner eine Gleichung 
(72) O = dm tee +O ea, 


in der nicht alle Koeffizienten b verschwinden. Diese Koeffizienten kénnen, 
da sie nur ihren Verhiiltnissen nach in Betracht kommen, so angenommen 
werden, daB ihr gréBter gemeinsamer Teiler zum gréBten gemeinsamen 
Teiler der Koeffizienten a in (71) relativ prim ist. Dann ist das Koeffi- 
zientensystem in den Linearformen 


a,% + by; ty Oy ET bei 
teilerfremd, sein Rang (weil « +0 ist) gleich 2, und man kann daher 
(Nr. 15) fiir 2, y solche Werte 2, y, setzen, dab die Zahlen 
(73) Cy = Ay Ly + DY oy > *y C41 = Uy 41% + 41M 
teilerfremd sind. Daraus folgt (Nr. 28a)), daB % eine Basis besitzt, welche 
aus ¢,¢,+---+c¢,,,@,,, und noch r Zeilen £,,---, 8, aus U besteht. 
Nach (71), (72), (73) wird aber 
Cy Poe FOO 41 = Moe, 
und da somit die Zeilen 
Lye, B,, oo B 
eine Basis von % darstellen, so gilt dasselbe fiir die Zeilen 
a, Byy-**, B,. 
45. Stufe eines Moduls in bezug auf einen andern. — Die Bezeichnung 
St. W| Me 
(Stufe von &| M) verwenden wir nur, wenn 
Rg. XM = 0, 
also & durch Mt teilbar ist (Nr. 43). Wir verstehen dann unter St. UW) M 
die Minimalzahl von Zeilen, die man Yt adjungieren mub, um (YL, Mt) zu 
erhalten. Nach (62) folgt aus der Voraussetzung Rg. &| Mt — 0, daB auch 
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Rg. (A, M)| M —O ist; und nach den letzten Ausftihrungen in Nr. 42 
bleibt die hier mit St. &|M bezeichnete Zahl ungeindert, wenn man AW 
durch (Y, Mt) ersetzt. Es ist also 
(74) St. W| Mt — St. (A, Me) | M. 
Ist St. M|M —O, so ist WM durch M teilbar, und umgekehrt. 

Es gilt allgemein 
(75) St. A) M < Rg. A. 
Setzen wir nimlich Rg. &—r, so ist im Falle r=0O auch A =O, also 
durch M teilbar, mithin auch St. W%/M—O0. Es sei nun r>0, a eine 
von © verschiedene Zeile aus YU. « gehdrt, da der Grundmodul M als 
Teiler von & vorausgesetzt ist, auch Yt an. Man kann daher eine Zahl 
e+ 0 so bestimmen, dab ca zu YW gehdrt, ferner eine Basis von A, be- 
stehend aus ca und noch r Zeilen «,,---, «, (Nr. 44). Dann wird aber 

(M, co) = M, (M, a,, ---, «,) = (M, ca, a, ---, @,) = (M, A), 

und die Minimalzahl von Zeilen, durch deren Adjunktion zu Yt man 
(M, W) erhalten kann, ist also <r; w. z. b. w. 

46. Es sei Rg. U PM =—O0, Kg B)/ PM —O0. Dann beweisen wir: 

Ist U Teiler von B, so ist 
(76) St. B| M < St. A) M. 
Das ist selbstverstindlich im Falle St. 8| 2 —0; wir nehmen also jetzt 
St.B/M>O an. Dann ist M nicht Teiler von B, also auch nicht Teiler 
von U, mithin St. &| Mt > 0. Setzen wir nun 


St.U/M—s, St. Bl/M—e, 


(7) (Um), (BM) —B, 
so wird 
an jRg. U'|M =O, Rg. B’|M =O, 


| St. YU |M—s, St. BiM—z 
und & Teiler von B. Es sei nun (Nr. 42) 


Oy, * 7 a, 


‘ By’, 7 B; 
eine Basis von 8’|M. Dann bestehen, da die Zeilen £,’,---, 8B; auch 
dem Modul &’ angehéren, ¢ Kongruenzen 


eine Basis von &' | M, 


Bi = >" cine, mod, MM (¢=1,---, #); 
k=1 


und wenn wir 
a 


(79) in % = Bi (i=1,--,8) 


k=1 
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setzen, so folgt aus den Kongruenzen §,;= 8; mod. I und dem Umstande, 
daB 8’ Teiler von M ist, daB auch die Zeilen 


A, 7. B, 
dem Modul 8 angehdren, und daf sie eine Basis von %'|M bilden. 
Setzen wir daher 
Md. (A; +56) = B", 


so wird 
(80) (M, B") = (M, B,, ---, B,) = B, 
und es ist 8” durch 8’, somit auch durch M teilbar. Aus (80), (78) 


folgt weiter 
St. B’ | M — St. VB M —7t, 


t< Rg. B”. 
Da nun aber die Basiszeilen f,,---, 8, von 8” nach (79) aus den s Zeilen 


@,,°-+, @, komponierbar sind, so kann Rg. 8” nicht >s sein, und wir 
erhalten 


also wegen (75) 


t<s, 
w. z. b. w. 

47. Es sei & ein Modul vom Grade », m ein von O verschiedenes 
Ideal. Dann ist n = Rg. mE, = Rg. (U, mE,), also nach (69) Rg. U| mE, = 0. 
Wir wollen jetzt die Zahl s = St. &|m€, bestimmen. Zu diesem Zweck 
bezeichnen wir mit e, (k=1,---) die Elementarteiler von &, mit r die 
Anzahl derjenigen unter ihnen, die nicht durch m teilbar sind, stellen 
in der Form 

U (GG, °° ¢,6,) 
so dar, daB (6,,---,6,) = €, wird und setzen 

(A, mE,) = A’, (e,,m) =e; (k=1,--+, m). 

Dann ist &’ = (e/6,,---,e26,) und hat die Elementarteiler e;. Ist r = 0, 
also schon e, durch m teilbar, so wird Y= m€,, U ein Vielfaches von 
m€,, also s=St.&|mE,—0. Ist aber r >0, so sind die ersten r Ele- 
mentarteiler von %’ echte Teiler von m, die folgenden »—yr gleich m. 
Setzt man in diesem Falle 

(0/5 +++, 4) =H", 
so wird Rg. A’=r, (A, mE,) = A = (A, mE,), mithin nach (74), (75) 

s= St. U/ mE, — St. A” | mE, < Rg. W’—r, 
also s<r. 
Ist andererseits «,,---, @, eine Basis von U|mE,, und wird 

Md. («,, +++, @,) = WU” 
gesetzt, so folgt (W”, mE,) = (A, mE,) = W. Nun ist aber Rg A’ <s, 
von den Elementarteilern von %” sind also héchstens s von 0 verschieden, 


i 
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mithin von den Elementarteilern von YU’ = (YM, m€,) héchstens s echte 
Teiler von m. Da aber die Anzahl dieser Elementarteiler gleich r ist, so 
folgt jetzt r<s. Somit ist s=r, dh. 

Es ist St.4% m€, gleich der Anzahl der nicht durch m teilbaren Ele- 
mentarteiler von . 

48. Es seien A, 8B Moduln vom Grade n, & Teiler von B. Es habe 
U die Elementarteiler a,, 8 die Elementarteiler 6, (k=1,---). Dann ist 
Rg. 8 < Rg. M und mithin, wenn a, = 0 ist, auch 6,=0. Ist a,+0, so 
hat man (Nr. 46) 
(81) St. B/a,€, < St. WH) a,€. 


Da nun von den Elementarteilern von & héchstens die k — 1 ersten nicht 
durch a, teilbar sind, so ist nach Nr. 47 St.&% a,€,<k—1, und somit 
nach (81) die Anzahl der Elementarteiler von 8, welche nicht durch a, 
teilbar sind, ebenfalls héchstens k —1. Mithin ist 6, durch a, teilbar. Also: 

Ist der Modul 8 durch den Modul & teilbar, so ist jeder Elementar- 
teiler von B durch den entsprechenden von X teilbar. 

49. Die Teilbarkeitsbedingungen. 

Fiir die Teilbarkeit des Rechtecks B durch das Rechteck A ist not- 
wendig, daB jeder Elementarteiler von B durch den entsprechenden von U 
teilbar ist. Diese Bedingung ist auch hinreichend, falls Rg. A + Rg. B, also 
Rg. A> Rg. B ist. Ist aber Rg. A= Rg. B=r, so kommt noch eine Be- 
dingung als notwendig und hinreichend hinzu: Es mup, wenn 0, und d; die 
r*™ Determinantenteiler von A und B bezeichnen, das (ganze) Ideal 0d; : d, 
(wenigstens) einen Teiler besitzen, welcher der Klasse Kkl. B: Kkl. A an- 
gehort. 

Beweis fiir die Notwendigkeit der angegebenen Bedin- 
gungen. Es wird B als durch A teilbar, also das Bestehen einer 
Gleichung 
(82) B=PAQ 


vorausgesetzt. Bezeichnen wir allgemein das aus einem Rechteck durch 
Vertauschung von Zeilen und Kolonnen hervorgehende Rechteck durch 
einen Stern, so folgt aus (82) 

Bt = Q*(PA)*. 

Es ist Md. PA durch Md. A, Md. B* durch Md.(PA)* und daher 
jeder Elementarteiler von PA durch den entsprechenden von A, jeder 
Elementarteiler von B* durch den entsprechenden von (PA)* teilbar. Da 
nun B* dieselben Elementarteiler wie B, (PA)* dieselben wie PA hat, 


so folgt: Jeder Elementarteiler von B ist durch den entsprecben- 
den von A teilbar. 
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Es ist ferner 
Rg. A > Rg. PA > Rg. B. 


Setzen wir also jetzt Rg. A = Rg. B=, voraus, so wird auch Rg. PA =r. 
Daraus folgt 


(83) Zk), A = Zkl. PA, Kkl. PA = KkL B. 
Werden die r*" Determinantenteiler von A, PA, B mit d, d”, d' bezeichnet, 


so ist 0’ durch bd”, dD” durch 0D teilbar, b” ein Teiler von a und es wird 


d d 
(Nr. 12) 
Zkl. A -Kkl. A =K1L»d 
(84) Zkl. PA - Kkl. PA = Kl. 0” 


Zk B - Kk B =KLYD. 
Aus (83), (84) folgt 


Kl. >- = Kkl. B: KK. A, 


d. h. + besitzt innerhalb der Klasse Kkl. B: Kkl. A den Teiler * - Damit 


ist gezeigt, daB die angegebenen Bedingungen notwendig sind. 
Beweis, daB die angegebenen Bedingungen hinreichend sind. 
Es seien a,, 0, die Elementar- und Determinantenteiler von A, b,, d; 
die Elementar- und Determinantenteiler von B (k = 1, 2,---). Es sei ferner 


Rg. A=r, Rg. B=r, 
Kk. A=x, Kkl B=x’. 


Jetzt wird vorausgesetzt, daf a, in b, aufgeht, woraus zuniichst folgt, dab 


r>r' und oe ein ganzes Ideal ist. Es wird ferner vorausgesetzt, daB ent- 


weder ry >?’ ist, oder dab r=r’ ist und ce innerhalb der Klasse x’: x 


einen Teiler besitzt. Unter diesen Voraussetzungen ist nachzuweisen, dab 
B durch A teilbar ist. 

Erster Fall: r>~7’. 

Wir wihlen r Ideale q,,---, q, so aus, dab 


(85) Kl. q,-Q.°--q,.—= KL 0,:%', Kl q,-a,---9,—KL0d,:x 

wird. Sodann nehmen wir eine natiirliche Zahl »>r und r Zeilen 
n™ Grades 6,,---, 6, so an, daB q, der gréBte Faktor von 6, (k =1,--+, 17) 
und q,-q,--*q, der r* Determinantenteiler des aus den Zeilen 6,, ---, 6, 
gebildeten Rechtecks wird. Dann gehéren die Moduln 


M = Md. (6,,---,6,), N= Md. (6,,---, 6,) 
der Hauptklasse an, und es ist (Nr. 38) 
M = Ma. (G,,°+*, 9,); N= (G,, +--+, 6), 
M = Md. (q,4,,---,9,6,), N= (4,4, +++, 4,G,). 
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Setzen wir jetzt 
(86) W' = (4,6,,---,0,6,), B= (6,6,,---, 6), 
und bezeichnen wir mit A’ eine Basis von YW’, mit B’ eine Basis von B, 
so findet (Nr. 39b)) zwischen A und A’ sowie zwischen B und PB Uber- 
einstimmung in den Elementarteilern statt. Es wird ferner (Nr. 39a)) 
W — M, B'— MN, daher (Nr. 39f) und Gi. (85)) 

Kkl. A’ = Kl. & = Kl. W’: Kl. Mt = Kl. D,: Kl. g,- g,---q,—% = Kkl A 


und ebenso Kkl. B= x’= Kkl. B. Da somit zwischen A und A’ sowie 
zwischen B und B auch Ubereinstimmung in der Kolonnenklasse statt- 
findet, so ist A mit A’, B mit B’ aquivalent, und da, wie die Gleichungen (86) 
erkennen lassen, 8’= Md. B durch A’ = Md. A’ und mithin B durch A’ 
teilbar ist, so ist B teilbar durch A, w. z. b. w. 

Zweiter Fall. 

Es sei jetzt r =r’, t ein Teiler von =, Kl. t = = 

Wir bezeichnen mit S jedes System von r Idealen 

Cyst € 
welches folgenden Bedingungen geniigt: 

1. ¢, (k=1,---,r) ist durch a, teilbar und geht in b, auf, 

2. ¢, (k=1,---,r—1) geht in ¢,,, auf, 

3B. Cg: --¢, geht im D,-t auf. 

Diesen Bedingungen wird geniigt, wenn man ¢, = Q,, (, =@,,-++,¢,=a, 
setzt; es existieren also solche Systeme S. Hat man nun irgend ein 
System S, und ist das Produkt ¢,-c,---¢c, ein echter Teiler von },-t, 
p ein Primideal, welches in 0,-t dfter als in jenem Produkt enthalten ist, 


so geht p wenigstens in einem der Quotienten a, reey zr auf. Ist dann 
1 r 


r? 


bm der letzte durch p teilbare unter diesen Quotienten, so erhilt man, wie 


m 


leicht zu sehen, aus dem vorliegenden System S ein neues, indem man ¢,, 
durch ¢,,-p ersetzt. Ist auch in diesem neuen System S das Produkt ein 
echter Teiler von D,-t, so kann man das Verfahren wiederholen. Man 
gelangt so schlieBlich zu einem System von r Idealen, welche den Bedin- 
gungen 1., 2. und der Gleichung 


Cy Cg: C= Dt 


geniigen. : 
Wir stellen jetzt die beiden Moduln & = Md. A und B = Md. B* in 
der Form 
A= (0,6, te a,6,), B= (6,7, sh 6,7, 
dar, setzen 
© = (¢,6,,---, ¢,6,), D = ((,7,,-*, ,t, 
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und bezeichnen mit C eine Basis von ©, mit D eine Basis von D. Dann 
ist © Vielfaches von U, D Teiler von B, also C durch A, B* durch D 
und mithin B durch D* teilbar. Es bestehen ferner die Beziehungen 


Kl &= Kkl. A=x, Zk. 8 = Zkl. B*=— Kkl B=x’ 
C—A—(G,-.-,6), D—B—(z,---,z,). 
Nach Nr. 39e) und f) wird daher 
ery 7 KL Sy KL ty KL tee, 


Kkl. D* = Zkl. D = Zkl. D = Zkl. B = Zkl. B* = Kkl. B= x’. 


Die Rechtecke C und D* stimmen also in der Kolonnenklasse x’ und in 
ihren Elementarteilern ¢,, ---, ¢,, 0, 0,*--+ tiberein, sie sind daher aqui- 
valent; und da B durch D*, C durch A teilbar ist, so folgt: B ist teilbar 
durch A, w. z. b. w. 


Kkl. C= Kl. © = KL &- 


§ 8. 
Ideale Systeme. 


50. Ideale Systeme. — In Nr. 22 wurde die Addition zweier Zeilen 
n=" Grades und die Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl definiert. 
Auf Grund der dortigen Festsetzungen konstituieren die simtlichen Zeilen 
n*" Grades ein System © mit zwei Kompositionsarten, deren charakte- 
ristische Merkmale wir hier noch einmal zusammenstellen: 

1. Irgend zwei gleiche oder verschiedene Elemente «, 6 aus © be- 
stimmen allemal wieder ein Element aus ©, das mit a + bezeichnet 
und die ,Summe von « und 6“ genannt wird. Fiir diese Addition gelten 
das assoziative und das kommutative Gesetz. Es existiert ferner zu jedem 
Paare «, 6 aus © ein und nur ein Element y in ©, welches der Be- 
dingung 6 + y= a geniigt. Fiir y wird auch « — # geschrieben. 

2. Irgend ein Element « aus © bestimmt in Verbindung mit irgend 
einer ganzen Zahl a aus & ein Element aus ©, das mit a-« bezeichnet 
und das ,,Produkt von a und e“ genannt wird. Dabei gelten die allgemeinen 
Gleichungen 

l-a@=a, a-(b-a)=(a-b)-«a 
a-(a+fB)=a-a+a-B, (a+b)-a=—a-a+b-a, 
wo die griechischen Buchstaben Elemente aus ©, die lateinischen, wie auch 
stets im folgenden ganze Zahlen aus & bezeichnen. 

Wir nennen fortan ,,ideales (zum Kérper 8 gehiriges) System“ jedes 
System, fiir dessen Elemente zwei Kompositionsarten (Addition, Multi- 
plikation mit einer ganzen Zahl aus &) festgesetzt sind, welche die unter 
1. und 2. angegebenen Merkmale besitzen. 


21° 
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Aus 1. folgt fiir jedes ideale System 3 die Existenz eines Elementes 
70%, fiir welches die allgemeine Gleichung « + 0—0 gilt. Besteht 3 nur 
aus dem Element 0, so schreiben wir auch J = 0. 

Aus Nr. 23 ist ersichtlich, dab jeder Modul ein ideales System ist, 
und daB die Moduln nm" Grades die einzigen idealen Systeme sind, die 
man aus den Zeilen n*® Grades bilden kann (sofern man die in Nr. 22 
gegebenen Kompositionsregeln zugrunde legt). Im Falle » = 1 treten an 
die Stelle der Zeilen die einzelnen ganzen Zahlen aus &; ein System 
ganzer Zablen aus & ist in unserem Sinne ein ideales System, wenn es 
in dem gebriiuchlichen Dedekindschen Sinne ein Ideal konstituiert. 

51. lsomorphismus. — Zwei ideale Systeme J, 3, sollen ,,isomorph“ 
oder ,von gleichem Typus“ heiben, wenn eine eineindeutige Beziehung 
zwischen ihnen méglich ist, welche die beiden Forderungen erfiillt: 

1. Entsprechen den Elementen a, 6 aus 3 die Elemente «,, 6, aus 3,, 
so sollen auch «+ 6 und «, + A, einander zugeordnet sein. 

2. Sind «, a, entsprechende Elemente aus 3 und %,, und ist a@ eine 
beliebige ganze Zahl aus &, so sollen auch a-« und a- a, einander ent- 
sprechen. 

In den vorangehenden Paragraphen haben wir eine Reihe auf Moduln 
beziiglicher Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt, deren Erklarung sich 
naturgeméB so gestalten laBt, daB sie fiir beliebige ideale Systeme eine 
Bedeutung hat. Insbesondere handelt es sich dabei um solche Eigen- 
schaften eines idealen Systems, die dem Typus des Systems an sich zu- 
kommen, d. h. sich nicht andern, wenn das System durch ein isomorphes 
ersetzt wird. 

52. Ideale Teilsysteme. — Ein Teilsystem & eines idealen Systems J 
kann wieder ein ideales System sein. Es ist hierfiir erforderlich aber 
auch hinreichend, daB jedes ,,Vielfache‘ a-a eines Elementes a aus & 
(wo a irgend eine ganze Zahl aus & bezeichnet) und ebenso jede Summe 
von zwei Elementen aus Z wiederum zu Z gehért. Das System J rechnen 
wir mit zu seinen Teilsystemen. Ist 3 ein Modul, so sind die idealen 
Teilsysteme identisch mit den Vielfachen des Moduls. Durch eine iso- 
morphe Beziehung zwischen zwei idealen Systemen wird zugleich jedes 
ideale Teilsystem des einen auf ein ideales Teilsystem des andern iso- 
morph bezogen. 

Bezeichnet S ein System von endlich- oder unendlichvielen idealen 
Systemen, die alle Teilsysteme eines und desselben idealen Systems J sind, 
so stellt das System & aller den Systemen aus S gemeinsamen Elemente 
wieder ein ideales System dar. Sind die idealen Systeme aus S Moduln 
n*" Grades, also Teilsysteme von €,, so ist B ihr kleinstes gemeinsames 
Vielfaches. Ist GS ein ideales oder nicht ideales Teilsystem des idealen 
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Systems J, S das System aller derjenigen idealen Teilsysteme von 3, welche 
S als Teilsystem enthalten, I das System derjenigen Elemente, die allen 
Systemen aus S gemein sind, so stellt E das kleinste S enthaltende ideale 
Teilsystem von 3 dar. Besteht S aus endlichvielen Elementen 


Oy, a Ons 


so mu & alle Elemente von der Form 

(87) Cy Oy Ps Foy hy 

enthalten, wo fiir c,,---,¢,, alle ganzen Zahlen aus & zu setzen sind. 
Andererseits bilden, wie man sofort sieht, die simtlichen Elemente von 
der Form (87) ein ideales System, woraus folgt, daB Z mit diesen Ele- 
menten auch erschépft ist. Ist 3, also auch ZT, ein Modul, so stellen 
@,-***,@,, eine Basis von 3 dann und nur dann dar, wenn & mit 3 
identisch ist. Wir werden daher in Verallgemeinerung unserer friiheren 
Definition (Nr. 25) ein Teilsystem © eines idealen Systems 3 dann als 
eine Basis von 3 bezeichnen, wenn es kein ideales Teilsystem von 3 auBer 
S selbst gibt, das alle Elemente von © enthiilt. Enthilt das ideale 
System 3 die idealen Teilsysteme A, ---, A, und bezeichnet T das 
System aller Elemente von der Form 


ct, a eee bt Oy, 
wo a, (i=1,---,k) jedes Element aus XU bedeutet, so iiberzeugt man sich 
sofort, daB Z selbst ein ideales System ist, daB A, ---, A” Teilsysteme 
von & sind, und da jedes ideale Teilsystem von 3, welches A, ---, A“ 
enthilt, auch Z enthalten muB. TF ist also das kleinste YA), --., AM ent- 
haltende ideale Teilsystem von 3. Wir setzen 
EX — (A, ..., MM), ' 

wie wir dies fiir den Fall, daB &,---, Y® Moduln gleichen Grades 
sind, & also ihren gréBten gemeinsamen Teiler vorstellt, schon in Nr. 35 
getan haben. 

Ist 3 ein ideales System m ein Ideal, so verstehen wir unter m- 3 
das kleinste ideale Teilsystem von 3, welches alle Elemente von der Form 
me enthilt, wo fiir « jedes Element aus %, fiir m jede durch m teilbare 
Zahl zu setzen ist. Diese Bezeichnung haben wir schon friiher (Nr. 36) 
fiir den speziellen Fall, daB J einen Grundmodul vorstellt, eingefiihrt. 
Man erkennt leicht, daB die jetzt gegebene allgemeine Definition mit der 
friiheren im Einklang ist. 

53. Kongruenzen und Restklassensysteme. — Es sei Mt ein ideales 
Teilsystem des idealen Systems §. Dann nennen wir in Ubereinstimmung 
mit Nr. 23 zwei Elemente «, 6 aus 3 ,,kongruent modulo I“, wenn ihre 
Differenz dem System Yt angehdrt. Alle einem Elemente kongruenten 
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Elemente sind auch untereinander kongruent. Hieraus ergibt sich die 
Miglichkeit, die Elemente von J zu Klassen kongruenter Elemente sog. 
»Restklassen“ zusammenzufassen. Man iiberzeugt sich dann leicht von der 
Richtigkeit der folgenden Behauptungen: 

1) Durchliuft « alle Elemente einer Restklasse A, 6 alle Elemente 
einer Restklasse B, so gehért « + £ bestiindig einer und derselben Rest- 
klasse an; 

2) Durchliuft « alle Elemente einer Restklasse A, und bezeichnet a 
eine feste Zahl, so gehdrt a-a bestindig einer und derselben Restklasse an. 
Wir bezeichnen im ersten Falle die von «+ 8 durchlaufene Restklasse mit 
A+B, im zweiten die von a-a durchlaufene mit a- A. 

Nachdem wir so fiir das System der Restklassen die Addition und 
die Multiplikation mit einer Zahl festgesetzt haben, erkennen wir: 

3) Das System der mod. 9% genommenen Restklassen des idealen 
Systems J ist selbst ein ideales System. 

Wir bezeichnen dieses ideale System mit 3|M. 

Es sei weiter & ein ideales Teilsystem von 3; dann bilden diejenigen 
mod, M@ genommenen Restklassen, welche Elemente aus % enthalten, ein 
Teilsystem von 3| Mt und zwar, wie man sofort sieht, ein ideales. Wir 
bezeichnen dasselbe mit U| Mt. Ist B ein ideales System, welches in J 
enthalten ist und & enthiilt, so ist U|M Teilsystem von B| Mt. Dies trifft 
z. B. zu, wenn wir B = (%, Mt) nehmen. Da aber jedes Element von (YU, M) 
auf die Form « + mu gebracht werden kann, wo « zu YU, uw zu Mt gehért, 
und somit einer Restklasse angehért, welche auch das Element « aus W 
enthilt, so wird (UM, M)| Me mit W| Me identisch. 

54. Durch die letzten Festsetzungen hat das Symbol &|M, welches 
friiher bei Moduln nur in den Verbindungen ,,Basis von U | Mt“, ,,.Rg. W | M* 
und ,,St. %| M*“ vorgekommen war, eine selbstiindige Bedeutung erhalten, 
und zwar in allen Fallen, in denen & und Mt ideale Teilsysteme desselben 
idealen Systems % sind. 

Bezeichnet man mit R(o) die modulo Yt genommene Restklasse, zu 
welcher das Element o aus 3 gehért, so kann statt einer Kongruenz 
von der Form 

¢,6,+--++ 6,6, =0 mod. M 
auch die Gleichung 

¢,R(6,) +---+¢,R(6,) =0 
geschrieben werden, und umgekehrt. Sind a,,---, «,, Elemente von Y, also 
R(a,),--+, R(«,,) Elemente von &!M, und besteht fiir jedes Element « 
aus & eine Kongruenz 


a =C,0,+-+-+¢,«, mod. M, 
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so besteht fiir jedes Element R(«) aus UM) M eine Gleichung 
R(a) = ¢,R(a,) + +--+, R(a,,). 

Fiir den Fall, daB es sich um Moduln handelt, haben wir in Nr. 42 
@,°-*, @,, als eine Basis von &| Mt bezeichnet, wihrend nach der all- 
gemeinen in Nr. 52 gegebenen Definition nicht das System «,, ---, «,, 
sondern das System R(«,),---, R(«,,) als Basis von 2&|M anzusehen ist. 
Abgesehen von dieser geringfiigigen Modifikation aber finden sich beide 
Erklirungen in Ubereinstimmung. 

Um ferner den Rangbegriff im Einklang mit den friiheren Erklirungen 
(Nr. 24 und Nr. 43) auf beliebige ideale Systeme auszudehnen, setzen wir 
fest, daB Rg. 3—~r die kleinste Zahl von der Beschaffenheit bezeichnen 
soll, daB fiir irgend welche r + 1 Elemente «,,---, «,,, aus 3 allemal eine 
Gleichung 

OO, +-+-+6,,,0,,,=0 
besteht, in der nicht alle Koeffizienten verschwinden. Doch ist hierbei zu 
bemerken, daB eine solche Zahl nicht immer existiert; es kann sein, daB 
man in 3 Elemente in beliebig groBer Anzahl angeben kann, zwischen 
denen keine Gleichung stattfindet. Dann nennen wir 9 ein ideales System 
von unendlichem Range. 

Endlich ist fiir ideale Systeme vom Range 0 der Begriff der Stufe 
in Ubereinstimmung mit Nr. 45 zu definieren. Dies geschieht, indem wir 
St. J =s setzen, falls das ideale System 3, dessen Rang = 0 vorausge- 
setzt ist, eine Basis von s, aber keine von weniger als s Elementen besitzt. 
Dabei ist aber der Fall, daB 3 =O ist (d. h. nur aus dem Element 0 be- 
steht) auszunehmen. In diesem Falle ist auch St. § =0 zu setzen. Existiert 
keine Basis von endlichvielen Elementen, so werde 3 als ein System von 
unendlicher Basis bezeichnet. 

55. Ordnung eines Elementes. — Es liege ein ideales System 3 vor. 
Ist dann « ein Element aus 3, und wird die Gleichung z-« =O durch 
a und b befriedigt, so folgt (a+b)a=—aa+ba=—0+0=0; es ist also 
auch a+b eine Lésung der Gleichung z-a=—0. Ebenso folgt fiir jedes « 
(ca)-a—=—c-(ae)=c-0=0. Hieraus ist zu ersehen, dab die Lésungen 
der Gleichung x- «=O ein Ideal a konstituieren. a soll die ,,Ordnung* 
des Elementes « heiBen. Die Ordnung ist 0, wenn die Gleichung x-« =0 
nur durch « = 0 befriedigt wird. Das Element 0 ist das einzige von der 
Ordnung 1. 

Hat « die Ordnung 0, und ist ¢ von 0 verschieden, so ist 

x (ca) =(xe)-a 
nur 0 fir ze=0, d. h. fir =0; co hat also auch die Ordnung 0. 
Nehmen wir aber an, die Ordnung von a@ sei a+ 0 und ¢ beliebig. Dann 
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ist fir das Bestehen der Gleichung «-(c«)=0 notwendig und hinreichend, 
daB xe durch a, also x durch ae ; teilbar ist. Wir sehen also: 

a) Ist die Ordnung a des Elementes « von 0 verschieden, so ist die 
Ordnung von ca gleich aa also ein Teiler von a, und somit ebenfalls von 
0 verschieden. 

Sind die Ordnungen a, 6 zweier Elemente «, 8 von 0 verschieden, 
und bezeichnet ¢ das kleinste gemeinsame Vielfache von a und 5, ¢ irgend 
eine durch ¢ teilbare Zahl, so wird ca=0, c8 =O also auch c-(a+f)=0. 
Daraus folgt aber, daB die Ordnung von « + f ein Teiler von c¢ ist. Ist 
ferner x irgend eine Lisung der Gleichung z- («+ )=0, so folgt aus 
za ——2xB, daB xa und 26 gleiche Ordnung haben. Nach a) geht aber 
die Ordnung von za in a, die von xf in b auf. Werden daher jetzt a 
und 6 als teilerfremd vorausgesetzt, so haben za und xf die Ordnung 1, 
d. h. es ist ca = 0, x8 = 0, und mithin ist x durch a und 6 und somit 
durch c= ab teilbar. Dies besagt aber, daB die Ordnung von «a + 
durch ¢ teilbar ist, und da sie oben als Teiler von ¢ erwiesen wurde, so 
muB sie —¢ sein. Also: 

b) Sind die Ordnungen a, 6 von «a und B von 0 verschieden, und ist ¢ 
das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b, so ist die Ordnung von 
«a + B ein Teiler von ¢, also ebenfalls von 0 verschieden. Die Ordnung von 
«+B ist a-b, wenn a und 6 relativ prim sind. 

Natiirlich kann man diesen Satz durch mehrmalige Anwendung seiner 
selbst auf Summen von beliebig vielen Elementen ausdehnen. 

Ist die Ordnung a eines Elementes « von 0 verschieden, p ein be- 
liebiges Primideal, p* (e>0) die héchste in a enthaltene Potenz von yp, 
a= p*-b, also p* zu b relativ prim, so haben die Kongruenzen 
(88) 2=1(mod.p*’), «=0 (mod. b) 
genau eine gemeinsame Lisung modulo a. Bezeichnen also s=c, x=’ 
Lésungen von (88), so ist (c—c’)-«@=—0, ce=ca. Durch a und das 
Primideal p wird also eindeutig ein Element ca bestimmt, wenn wir ver- 
fiigen, dab ¢ den Kongruenzen (88) geniigen soll. Wir bezeichnen dieses 
Element mit a. Aus (c,p*)=1, (c,6)=—6 folgt (c,a)—6, und es ist 
daher nach a) 

a a . 
ea 5b? 
die Ordnung von ay. 

Geht p in a nicht auf, so wird p’=1, also «, = 0. Daraus folgt, 
daB der unter der Form einer unendlichen Summe geschriebene Ausdruck 


2%; 
d 
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worin p alle Primideale durchlaufen soll, tatsiichlich nur eine endliche 
Summe darstellt. Es wird, wenn 


a= po. ps... pe 


die Zerlegung von a in Potenzen verschiedener Primfaktoren angibt, 


I 
(9) Yo-d% 
> i=1 


Dabei kénnen wir 


(90) Gy, = Cie 
setzen, wo c, den Kongruenzen 
(91) c,=1 (mod. p#), ¢,=0 (mod. pt) (i, k—=1,---,1; ih) 


geniigt. Aus (89), (90), (91) folgt: 


{ 1 \ I 
Do-(D4)-« > i=%=1 (mod. ps) (k=1,--,), 
p y i=1 


i=1 


hieraus 
1 f 1 7 
>=! (mod. a), ( > «) ‘a=, 
t=] rs | 
also 
a % = «. 
? 


Wir nennen ein Element primdr, wenn seine Ordnung eine Primideal- 
potenz ist, und die Elemente «, die primdren Komponenten von «. Dann 
kénnen wir die letzten Ergebnisse so aussprechen: 

c) Jedes Element « von nicht verschwindender Ordnung ist gleich der 
Summe seiner primdren Komponenten a«,. Die Ordnung von a, ist gleich 
der hichsten in der Ordnung von a aufgehenden Potenz von y. 

56. Aus den idealen Systemen sind zwei ausgezeichnete Gattungen 
hervorzuheben, die in einem gewissen Gegensatz zueinander stehen: 

1) Die Systeme vom Range 0; sie sind dadurch charakterisiert, 
daB keines ihrer Elemente die Ordnung 0 hat; 

2) diejenigen Systeme, bei denen mit Ausnahme des Ele- 
mentes 0 jedes Element die Ordnung 0 hat. 

Ein System, das nur aus dem Nullelement besteht, ist beiden Gattunger 
zuzurechnen. 

Aus Nr. 55, a) und b) folgt unmittelbar: 

a) Diejenigen Elemente eines idealen Systems 3, deren Ordnung +0 ist, 
bilden ein ideales Teilsystem von 3%. 

Wir wollen dieses ausgezeichnete Teilsystem stets durch Beifiigung 
eines Striches, in unserem Falle also durch % bezeichnen. 
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Betrachten wir jetzt das ideale System 3 %. Irgend ein Element 
aus 3|9 kann in der Form R(«) geschrieben werden, wo « ein Element 
aus § und R(a) die zugehdrige Restklasse mod. Y bedeutet. Ist R(«) +0, 
so gehért « nicht zu 3, hat also die Ordnung 0. Daher hat fiir c+ 0 
auch ca die Ordnung 0 (Nr. 55), ist also auch kein Element von 9. Daraus 
folgt cR(«)=— R(ca) +0. Damit ist gezeigt, dab die Gleichung z- R(«)=0 
nur die Lésung x = 0 besitzt, d. h. dab R(«) die Ordnung O hat. Also: 

b) In 3|¥ hat jedes von 0 verschiedene Element die Ordnung 0. 

Es sind demnach 3’ und 3|% Systeme der unter 1) und 2) gekennzeich- 
neten Gattungen. 

Ein ideales System heibe primédr, wenn die Ordnungen aller seiner 
Elemente Potenzen eines und desselben Primideals p sind. Aus Nr. 55, 
a), b) folgt, daB diejenigen Elemente von 3 oder — was auf dasselbe 
hinauskommt — von %, deren Ordnung eine Potenz eines gegebenen 
Primideals p ist, ein ideales System bilden. Wir bezeichnen es mit 3, und 
nennen es eine primdre Komponente von &. Ist « Element von Y, so ist 


«, Element von 9,, und die Gleichung « =a, zeigt, daB man jedes 
> 
Element von 3 als eine Summe darstellen kann, deren einzelne Glieder 


den einzelnen Komponenten 3, angehéren. Eine solche Darstellung ist 
nur auf eine Weise méglich. Wenn wir nimlich aus Y irgend welche 


1 Elemente y,, ---, y, herausgreifen, welche | verschiedenen Komponenten 
Jv.» °° *, Bp, angehdren, und 
(92) N+ tye 


setzen, so folgt aus Nr. 55,b), daB in der Ordnung von @ keine anderen 
Primfaktoren als p,, ---, p, aufgehen kénnen, also 


I 
(93) a ->’ &y ““ ay, 
> i= 


wird. Aus (92), (93) folgt 
I 
> %-%) = 9, 
i=1 
und da die Elemente y, — «»,, ---, 7, —@p, 2U %p,,-++, Sp, gehGren, ihre 
Ordnungen also untereinander relativ prim sind, so folgt aus Nr. 55, b), 
daB die Ordnung ihrer Summe gleich dem Produkt ihrer Ordnungen 
ist. Nun ist aber die Summe gleich 0, ihre Ordnung 1, und somit ist 
auch die Ordnung von y,—«, (i=1,---,l) gleich 1, also y,— a, . 
57. Addition von Typen idealer Systeme. — Wenn wir bei der Be- 
handlung eines idealen Systems § ausdriicken wollen, daB es nur auf 
dessen Typus ankommt, daB es also statthaft ist, 3 durch irgend ein 
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isomorphes System (Nr. 51) zu ersetzen, so bedienen wir uns bisweilen 
des Zeichens [3] (zu lesen: ,,Typus von 3“). Eine Gleichung von der Form 


[3] = [31] 
soll also nur ein anderer Ausdruck dafiir sein, daB 3 und 3, isomorph sind. 
Es seien 3, 3, ideale Systeme, U, B, € ideale Teilsysteme von 3, Y,, 


B,, ©, ideale Teilsysteme von 3,. Es sei jedes Element o aus & auf eine 
und nur eine Weise in der Form 


(94) 6=a+fh+y, 
jedes Element 6, aus 3, auf eine und nur eine Weise in der Form 
6=—a%+h,+% 
darstellbar, wo « irgend ein Element aus & ist, ebenso 8, y, a,, B,, 7, be- 
liebige Elemente aus 8 baw. ©, U,, B,, ©, bedeuten. Endlich sei 
[A] = (%,}, [3] = (B,J, [6] = [G]. 
Betrachten wir jetzt irgend eine bestimmte isomorphe Beziehung zwischen 
& und Y,, ebenso eine isomorphe Beziehung zwischen $ und %,, endlich 
eine soleche zwischen © und ©,, und ordnen wir jedem Element o aus 3 
dasjenige Element o, aus 3, zu, das wir erhalten, indem wir, von der 
Darstellung von o in der Form (94) ausgehend, «, 8, y durch die ihnen 
in den drei isomorphen Beziehungen entsprechenden Elemente ersetzen, 
so haben wir damit eine Beziehung zwischen J und 9, geschaffen, die 
man sofort als eine isomorphe erkennt. Es ist also 
[3] = [3,]. 
Dies zeigt, dab wenn ein ideales System 3 zu den idealen Teilsystemen 
U, B, € in der oben angegebenen Beziehung steht, [3] durch [YX], [B], [C] 
allein eindeutig bestimmt ist. Wir driicken dies aus, indem wir 
[3] = [M1] + [8] + [€) 
setzen. 

Diese Addition kann mit beliebigen Typen vorgenommen werden. Es 
seien niimlich [%], [8], [€] drei beliebige Typen, also UA, B, € drei be- 
liebige ideale Systeme, die nicht Teile eines und desselben Systems zu 
sein brauchen. Dann betrachten wir alle dreielementigen Zeilen von der Form 


a, B, Y; 
wo a, B, y Elemente aus U bzw. 8, © sind. Wir definieren fiir diese die 
»Addition* und die ,,Multiplikation mit einer Zahl“ ebenso wie in Nr. 22 
fiir Zeilen, deren Elemente Zahlen sind. Die Zeilen a, 8, y bilden dann ein 
ideales System 3, diejenigen unter ihnen, in denen das zweite und dritte 
Element 0 ist, ein ideales, zu Y& isomorphes Teilsystem Y, von 3. Zwei 
andere zu 8 und © isomorphe Teilsysteme 8,, ©, werden von den Zeilen 











324 E. Sremirz. 


gebildet, in denen das erste und dritte bzw. das erste und zweite Element 
0 ist. Jedes Element aus 3 ist auf eine und nur eine Weise als Summe 
dreier Elemente darstellbar, die den Teilsystemen A, , B,, ©, angehéren. 
Daraus folgt aber 

[3] = (8) + (B,) + [E,) = (8) + [3] + (C1. 

Natiirlich kann diese Addition mit jeder beliebigen endlichen Anzahl 
von Typen vorgenommen werden und erweist sich als eine assoziative 
und kommutative Operation. Bezeichnet [0] den Typus der nur aus dem 
Nullelement bestehenden Systeme, so gilt offenbar identisch 

[3] = [8] + [9]. 

58. Ideale Systeme mit endlicher Basis. — In der Folge beschriinken 
wir uns auf die Untersuchung von idealen Systemen, die eine Basis von 
nur endlichvielen Elementen besitzen. Solche Systeme allein kommen fir 
die Modultheorie in Betracht, und sie sollen hier im Zusammenhange mit 
dieser Theorie betrachtet werden, obgleich auch eine unabhingige Be- 
handlung leicht durchfiihrbar wiire. Jeder Modul stellt ein ideales System 
mit endlicher Basis dar. Allgemeiner: jedes System &|M, wo UW und M 
Moduln (gleichen Grades) sind, besitzt eine endliche Basis. Insbesondere 
gilt dies also fiir das System aller Restklassen eines Moduls n“" Grades 
M, also fiir E.|M. Dies ist besonders wichtig; denn es gili umgekehrt: 
Jedes ideale System 3 mit endlicher Basis ist dem Restklassensystem eines 
Moduls isomorph, oder genauer: 

Besitzt das ideale System 3 eine Basis von n Elementen 
(95) Gy, * ty En, 
so kann man einen Modul I vom Grade n angeben, dessen Restklassen- 
system zu 3 isomorph ist. 

Da nimlich (95) eine Basis von 3 ist, so ist jedes Element aus 3 
in der Form 

HyO, +++ + Le, 
darstellbar, wo z,,---, 2, beliebige ganze Zahlen aus & sind. Wir setzen 
nun, wenn 6 eine Zeile nw” Grades ist, die aus den Zahlen z,,---, 2, 
besteht, 
LO, +--++ 2,0, = (6), 
und ordnen so jeder Zeile 6 vom Grade nm ein Element ¥(o) aus 3 zu. 
Dann gelten, wenn 6, t Zeilen n*™ Grades sind, die allgemeinen Glei- 
chungen 
¥()t ¥(t)= vt), ¢-¥(6)—¥(co), 

und hieraus ergibt sich sofort: 

1) Diejenigen Zeilen o, fiir welche ¥(o)=0 wird, bilden einen 
Modul 9 vom Grade n, 
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2) Die Gleichung (6) = y(r) besteht dann und nur dann, wenn 6 
und t derselben Restklasse mod. Yt angehéren, 

3) Die hierdurch gegebene isomorphe Beziehung zwischen dem Rest- 
klassensystem €,| Mt des Moduls Mt und dem idealen System J ist eine 
isomorphe. 

Damit ist unser Satz bewiesen. Weiter sehen wir: 

4) Durchliuft 6 alle Zeilen eines Moduls & vom Grade n, so durch- 
liuft (oe) ein ideales Teilsystem EZ von 3. Durch die vorliegende Be- 
ziehung erscheint Z auf W| Mt — (A, WM)! M isomorph abgebildet. Der 
Modul (Y, M), der ein Teiler von Mt ist, umfabt alle Zeilen o, fiir welche 
w~(o) ein Element von f& ist. 

5) Geht man umgekehrt von irgend einem idealen Teilsystem ZT von 
3 aus, so bilden die Zeilen o, fiir welche #(o) Element von & wird, einen 
Modul, der Teiler von Mt ist. 

6) So findet eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den idealen Teil- 
systemen Z von ¥ und den Teilern WU von Mi statt. Entsprechen ZT und 
Y einander, so ist E zu A) M isomorph. Sind o, rt Zeilen n‘™ Grades, 
so findet die Kongruenz ¥(6)=y(r) mod. & dann und nur dann statt, 
wenn 6 =r mod. & ist. Die so erhaltene eindeutige Beziehung zwischen 
3|Z und €,|° ist wieder eine isomorphe. 

7) Da €,, A, Mt’ Moduln sind, also die Systeme €,| A, A) M eine 
endliche Basis besitzen, so sind auch die zu ihnen isomorphen Systeme 
|Z und FT solche mit endlicher Basis. 

59. Fortsetzung. Endliche ideale Systeme und Systeme vom Modul- 


typus. — Wenn wir das einem Teiler & von Mt entsprechende Teilsystem 
von 3 mit #(%) bezeichnen, so ist 
(96) ¥(€,) = 3, ¥(M) =O. 


Unter den Teilern von M ist der zu M gehdrige Grundmodul Mt, unter 
den idealen Teilsystemen von 3 das alle Elemente von nicht verschwin- 
dender Ordnung umfassende System 3 ausgezeichnet. Eine Zeile 6 ge- 
hért (Nr. 36) dann und nur dann zu YM, wenn man c+ 0 so bestimmen 
kann, daB co Element von M also cy(o) = w(co) = 0 wird. Dies ist aber 
auch die Bedingung dafiir, daB die Ordnung von ~(6) von 0 verschieden, 
oder ¥(6) Element von ¥ ist. Somit ergibt sich 


und es ist daher (Nr. 58, 6)) Y zu M/M, B|M’ zu E,, M isomorph, oder 
(98) [3] =[M|M], (3\ 9] = [E, MI. 


Das System 9 ist vom Range 0, und wenn 9 selbst vom Range 0 
ist, so ist 3 = Y. Diese Gleichung ist nach (96), (97) mit der Bedingung 
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M — E, aiquivalent, und diese wiederum ist dann und nur dann erfillt, 
wenn Rg. M—~n ist. Da nun J zu E,|M isomorph ist, so sehen wir: 
Die Systeme mit endlicher Basis vom Range 0 sind dadurch charakteri- 
siert, daB sie den Restklassensystemen solcher Moduin isomorph sind, die 
im Range und Grade iibereinstimmen. — Eine andere charakteristische Eigen- 
schaft dieser Systeme ist die, da sie endlich sind, d. bh. tiberhaupt nur 
endlichviele Elemente besitzen. Wenn niimlich die Basiselemente von $3 
die von 0 verschiedenen Ordnungen a,,---,a, haben, so nimmt z,q, 
(i=1,---,m), wenn 2, alle Zahlen durchliuft, nur so viele verschiedene 
Werte an als es mod.a, verschiedene Reste gibt. Diese Anzahl ist end- 
lich und wird durch Nm. a, (Norm von a,) dargestellt. Die Anzahl aller 


Elemente von 3 ist also <]] Nm. a, = Nm. (a,-a,---a,). Wird umge- 
i=1 

kehrt 3 als endliches System vorausgesetzt, so ist klar, daB 3 eine end- 
liche Basis besitzt, und daB Rg. 3 = 0 ist, weil anderenfalls 3 ein Ele- 
ment « von der Ordnung 0 enthielte und dann za, wenn « alle Zahlen 
durchliauft, unendlichviele verschiedene Elemente darstellte. 

Wir wollen jetzt 3+ Y annehmen und Rg. Yi =r setzen. Dann ist 
r<n, Rg. M—r, und wir kénnen einen Grundmodul N vom Grade n 
und Range » —r so bestimmen, dab 


(99) (M, N) — E, 
ist (Nr. 40). Aus r linear unabhingigen Zeilen u,,---, u, von Mt laBt sich 


jede Zeile von I, aus m — r linear unabhingigen Zeilen v,,---,v,_, von 


®N jede Zeile von N mittels ganzer oder gebrochener Koeffizienten kompo- 
nieren. Aus (99) folgt, daB sich jede Zeile vom Grade m in der Form 


(100) 6=u+y 


darstellen lit, wo w zu QM, v zu N gehdrt. Daher kann o auch aus den 
n Zeilen ,,---+, Ut,» Vy, °°", Y,—, mittels ganzer oder gebrochener Zahlen 
komponiert werden. Diese Zeilen sind also linear unabhiingig, und eine 
Gleichung von der Form 


Ay, +++ + 4,6, + by, +---+6,_,¥,,=9 
ist also nur méglich fiir a, — a,—---=—a,—b,=—---=b,_,=0. Danun 
# von der Form a,u,+--- + a,u,, v von der Form b,v,+---+0,_,¥,_, 
(mit ganzen oder gebrochenen Koeffizienten) ist, so kann w + v nur dann 
= 0 sein, wenn » = 0, v= 0 ist. Daher ist die Darstellung einer Zeile 6 


in der Form (100) auch nur auf eine Weise méglich. Hieraus folgt, dab 
jede Zeile 6 vom Grade m einer und nur einer Zeile des Moduls ® 


modulo Yt kongruent ist, nimlich derjenigen Zeile v, die man bei der 
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Darstellung von 6 in der Form (100) erhilt. Bezeichnet also R(o) die 
mod. I genommene Restklasse, zu welcher 6 gehért, so durchliuft R(v) 
alle diese Restklassen und zwar jede einmal, wenn vy alle Zeilen des 
Moduls ® durchlauft. Aus den allgemeinen Gleichungen . 
R() + R,) = RO, +), eR(v) = Rr) 

folgt weiter, daB wir eine isomorphe Beziehung zwischen % und ©, | M 
erhalten, wenn wir jeder Zeile v aus M die Restklasse R(v) zuordnen. 
Somit ist [MR] —[€,| Mt] oder nach (98) 


(101) [RM] = [3| I). 
Es durchliuft ferner y(v) alle Elemente eines idealen Teilsystems I von 
%, wenn v alle Zeilen von 9% durchliuft. Auch hier wird jedes Element 
aus & nur einmal erhalten, weil zwei verschiedene Zeilen aus R mod. M, 
also a fortiori mod. 9% inkongruent sind. Ordnen wir jeder Zeile v das 
Element ¥(v) zu, so haben wir eine isomorphe Beziehung zwischen RN 
und &; es ist also 
(102) [RN] = [ZX]. 
Wird eine beliebige Zeile 6 vom Grade » in der Form (100) dargestellt, 
so folgt 
(103) ¥(6) = o(u) + V(r), 
und hier stellt ~(6) irgend ein Element von 3 vor, wihrend #(u) zu J, 
v(v) zu & gehdrt. Da die Elemente von % Zeilen sind, die Ordnung 
einer Zeile aber ist, sofern die Zeile nicht selbst 0 ist, so haben auch 
in dem isomorphen System & alle von 0 verschiedenen Elemente die Ord- 
nung 0. Da andererseits kein Element von 3’ die Ordnung 0 hat, so 
haben 3’ und Z nur das Element 0 gemein. Daraus folgt, daB die in 
(103) gegebene Zerlegung eines beliebigen Elementes aus 3 in ein Ele- 
ment aus 3’ und ein Element aus & eindeutig ist; und somit ist 

; [3] = [3"] + [2], 
oder nach (101), (102) 
(104) LS] = (3'] + [3] 37). 
Diese Gleichung gilt auch in dem bisher ausgeschlossenen Falle 3 = 9’, 
da alsdann 3|3’=0 wird. Auch die vorangehenden Gleichungen bleiben 
richtig, wenn man in diesem Falle 3t = 0 setzt. 

Betrachten wir jetzt den besonderen Fall, daB in 9 alle von 0 ver- 
schiedenen Elemente die Ordnung 0 haben. Die Bedingung hierfiir kann 
in der Form 3’=0 oder zufolge (96), (97) in der Form M—=M ge- 
schrieben werden. Diese Gleichung stellt aber die Bedingung dafiir dar, 
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daB M ein Grundmodul ist. Somit sind die hier betrachteten Systeme da- 
durch charakterisiert, daB sie zu den Restklassensystemen von Grundmoduln 
isomorph sind. — Sie sind aber auch dadurch charakterisiert, dap sie zu Mo- 
duln selbst isomorph sind. Denn zunichst ist, worauf bereits hingewiesen 
wurde, in jedem zu einem Modul isomorphen System 0 das einzige Ele- 
ment von nicht verschwindender Ordnung. Wenn andererseits 3 auBer 0 
nur Elemente von der Ordnung 0 besitzt, so wird J’=0, daher [3| 3°] =[3], 
und aus (101) folgt [3] =[M], d. h. J ist za dem Modul N isomorph. 
Wir bezeichnen deshalb solche Systeme als Systeme von Modultypus. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zuriick, so zeigt doch die 
Gleichung (101), daB [3 3‘] einen Modultypus darstellt, und die Glei- 
chung (104) lehrt, daB jeder Typus [3] mit endlicher Basis in einem end- 
lichen Typus, niimlich [3‘], und einen Modultypus, nimlich [3| 3‘) zer- 
legbar ist. 

Wir zeigen, dab eine solche Zerlequng nur auf eine Weise miglich ist. 
Denken wir uns zuniichst eine beliebige Zerlegung 


[S]}=A+B 
vorliegend. Dann besitzt 3 zwei ideale Teilsysteme M, 8 von der Be- 
schaffenheit, daB 

[MJ-A, [B]-8 

ist, und daB jedes Element y aus 3 auf eine und nur eine Weise in der 
Form 
(105) y=atsp 
so darstellbar ist, dab « zu YU, 6 zu B gehdrt. Daraus ersieht man, dab 
jedes Element y aus 3 einem und nur einem Element aus 8 mod. & kon- 
gruent ist, und weiter, daB man eine isomorphe Beziehung zwischen 8 


und 3 & erhilt, wenn man jedem Element aus % die durch dieses Ele- 
ment mod. & repriisentierte Restklasse zuordnet. Es ist also 
[S| #1] = [B] =B. 

Nehmen wir jetzt an, daB A einen endlichen, B einen Modultypus dar- 
stellt. Dann ist jedes Element aus U, da seine Ordnung +0 ist, in 9’ 
enthalten. Ist andererseits y irgend ein Element aus 3’, so stellen wir 7 
in der Form (105) dar. Dann sind die Ordnungen von « und y von 0 
verschieden, dasselbe gilt also auch fiir die Ordnung von 6 = y — @; und 
und da 8 von Modultypus ist, so folgt 6 = 0, y= «a, und daraus & = 9’ 


A=(M)=[8'], B=[3|/M) = [8/9], 


d. h. die Gleichung (104) stellt die einzige mégliche Zerlegung von [3] 
in einen endlichen Typus und einen Modultypus dar. 
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Endlich bemerken wir, dab, wie aus der allgemeinen Definition fiir 
die Addition von Typen sofort hervorgeht, die Summen von Typen mit 
endlicher Basis stets wieder Typen mit endlicher Basis sind. Aus alle- 
dem ersieht man, daB man, um jeden Typus mit endlicher Basis genau 
einmal zu erhalten, alle Summen aus je einem endlichen Typus und einem 
Modultypus zu bilden hat. 

60. Zerlegung endlicher Typen in primaire. — Die Aufstellung aller 
Typen mit endlicher Basis ist nach den letzten Ergebnissen geleistet, 
wenn sie fiir endliche Typen und Modultypen durchgefiihrt ist. Wir 
gehen deshalb nacheinander auf diese beiden Arten idealer Systeme ein. 

Sind A und B endliche Typen, und bezeichnet a bzw. b die Anzahl 
der Elemente eines Systems vom Typus A bzw. B, so ist nach der fiir 
die Addition von Typen gegebenen Definition ohne Weiteres klar, daB 
ein System vom Typus A+B a-b Elemente besitzt. Sodann folgt aus 
Nr. 55a), b), daB man durch Addition primiirer endlicher Typen, die zu 
demselben Primideal p gehéren, wieder einen primiiren zu p gehérigen 
Typus erhilt. Aus den weiteren Ergebnissen in Nr. 55 und 56 folgt, daB 
fiir den endlichen Typus 3 die Zerlegung 


[3] — S139] 
Pp 


gilt, wo rechts nur endlichviele Summanden von [0] verschieden sind, 
und daB diese Gleichung die einzig mégliche Zerlegung von [3] in pri- 
miire zu verschiedenen Primidealen gehérige Typen darstellt. 

61. Zerlegung endlicher Typen in einstufige. — Ist & ein endliches 
System, St. &% —1, « eine Basis von A, a die Ordnung von «, und be- 
zeichnet R(c) die Restklasse, zu welcher die Zahl ¢ mod. a gehért, so ist 
¢,a@—=¢,a, falls R(e,) = R(c,) ist, und umgekehrt. Aus 

RG) + Re) = Re, +e), oR) = REE, +e) 

folgt, daB Y& zum System der mod. a genommenen Restklassen isomorph 
ist. Die Ordnung eines jeden Elementes von & ist ein Teiler von a und 
jedes Element, dessen Ordnung =a ist, stellt eine Basis von % dar. 
Setzen wir also [YM] = 7, so entspricht jedem von 0 und 1 verschiedenen 
Ideal a ein bestimmter einstufiger Typus 7,, und wenn die Ideale a, b 
verschieden sird, so sind auch 7,, 7’, verschiedene Typen. (Der Typus 7, 
des mod. 1 genommenen Restklassensystems ist —[0] und darum St. 7, = 0.) 
Wir nennen a die Ordnung von 7,4. 

Sind p,, p.,--+-, p, die verschiedenen in a aufgehenden Primideale, 
ist a= pi-p}--- pi, und stellt « eine Basis des einstufigen Systems & 
vom Typus 7, vor, so ergibt sich aus Nr. 55 und 56: Die primaire Kom- 
ponente «», hat die Ordnung p*', es stellt 
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i 
cCi= > Cap; 
i=i 


die Zerlegung von ca in primire Komponenten dar, und es ist daher ap, 


eine Basis von Yt, somit [*,,| = T,,, und 


P y= Ty +--+ + Typ- 


Es sei jetzt 3 irgend ein endliches ideales System, «,,---, «’ eine 

Basis von 3. Setzen wir wieder 

Ty ce, da. v0, = v9), 
wenn 6 die aus den Zahlen z,, ---, 2, bestehende Zeile bezeichnet, so ist 
3 isomorph zum Restklassensystem des Moduls I, der von den der 
Gleichung ~(o) = 0 geniigenden Zeilen gebildet wird. Da 3 ein endliches 
System ist, wird Rg. Yin. Die ersten m Elementarteiler ¢,, ---, ¢, von 
M sind also +0. Wir stellen nun Yt in der Form 

M = (€,6,,-+, ©, 5,) 

dar und setzen > = ; 

Cp Gissean SE ™ Tani—2 (k= 1,--+, m), 


sodaB a, durch a,,, teilbar ist und 


(106) M = (a, 7,,-+*, A, T), 

(107) ©, = (t,,---, 7,) 

wird. Aus (107) folgt, daB jede Zeile t vom Grade » in der Form 
(108) t=, +---+1, 


so darstellbar ist, dab r, dem Modul ¢, angehért. Eine solche Darstellung 
ist nur auf eine Weise méglich, da sonst r,+---+ 1, gleich 0 sein 
kinnte, obne da alle rt; verschwinden. Das aber ist nicht méglich, weil 
die von 0 verschiedenen rt, linear unabhingig sind (Nr. 38), ihre Summe 
also nicht 0 sein kann. Aus (106) folgt, daB jede Zeile tr aus Mt durch 
Addition von x Zeilen gebildet werden kann, die den Moduln a,1,, ---, a7, 
entnommen sind. Dies ist zugleich die einzige Darstellung von rt in der 
Form (108). Wird daher eine beliebige Zeile t in der Form (108) ge- 
schrieben, so ist fiir die Zugehérigkeit von + zu J notwendig und hin- 
reichend, daB rt, (i=—1,---,) den Faktor a, enthilt. Durchlauft 1, alle 
Zeilen aus t,, so durchliuft y(r,) alle Elemente eines idealen Teilsystems Y, 
von §. Aus (108) folgt 

W(2) = v(m) +--+ ¥(,) 
d. h. jedes Element @ aus 3 abt sich in der Form 
(109) @=a+---+ a) 
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schreiben, wo a,” (i=1,---,m) Element von &, ist. Bedeutet 1, eine be- 
liebige Zeile aus 7,, also w(r,) ein beliebiges Element aus Y,, so ist 


¥(t,) +-+> + ¥(r,) 
nur dann 0, wenn die durch (108) gegebene Zeile r zu M gehért. Dann 
gehért aber jede Zeile tr, (i =1,---,m) dem Modul a,t,, also auch M an, 
und es wird 
v(t) =0,--:, v(r,) =0 
Die Darstellung von « in der Form (109) ist daher eindeutig und mithin 


(110) [3] = (2%) +--- + (,]. 

Wir wihlen jetzt aus jedem Modul f;, eine Zeile r; aus, deren gréBter 
Faktor q; zu a, relativ prim ist, und setzen w(r,)—a,. Dann wird 
ca,= (er,) also dann und nur dann = 0, wenn ¢ durch a, teilbar ist. 
Das Element a, hat demnach die Ordnung a;. Nehmen wir jetzt eine 
durch q, teilbare, zu a, teilerfremde Zahl a und sodann eine Zahl b, welche 
der Kongruenz ab =1 mod. a, geniigt, so besteht, wenn 1, irgend eine 
Zeile aus t,, also w(r,) irgend ein Element aus YU, bezeichnet, eine Glei- 
chung a-br,— crt, (mit ganzzahligem c), und es folgt 

v(t) = v(t) + vo ((ab— 1)t,) = v(abt,) = ¥(er,) = ev(t,;) = ca;. 
Dies zeigt, daB das Element «, eine Basis von YW, bildet, und somit ist 
{M,] = 74, und nach (110) 

[3] = T. a, + + T, Qn? 
oder, wenn s die Anzahl pen al unter den Idealen a, bezeichnet, die 
+1 sind, 


(111) [3] = To, +--+ + To,. 
Die Elemente «,,---, «, bilden eine Basis von 3, und der Ausdruck 
(112) a= d,0,+---+4,a, 


stellt jedes. Element « aus 3 genau einmal dar, wenn man jeden Koef- 
fizienten a, ein Kestsystem mod. a, durchlaufen liBt. Die Bedingung 
ca =( ist erfiillt, wenn fiir i=—1,---,s c¢-a, durch a,, also ¢ durch 
= 4 
(a,;, a) 


ist also das kleinste gemeinsame Vielfache der s Ideale ar - Soll die 


Ordnung ein Teiler eines — Ideals m sein, so ist Sigg und 


teilbar ist. Die Ordnung des durch (112) gegebenen Elementes « 


hinreichend, da8 m durch y (¢=1,- -+,8) oder, da a, ~ Teiler von 


a, ist, daB (m, a;) durch = 8) teilber ist. Aus 


_ 4 


22° 
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und weil a, durch Sas teilbar ist, folgt: Die Ordnung von « ist ein 
Teiler von m, wenn fiir i=1,---,s a, durch eons teilbar ist. 
Nun kommt a; nur mod.a, in Betracht; und wenn ¢ eine Zahl bedeutet, 


fas y hat, so durchlauft 
zt alle durch t teilbaren inkongruenten Reste einmal, wenn z ein Rest- 


die mit a, den gréBten gemeinsamen Teiler t = 


system mod. : durchliuft. Die Anzahl dieser Keste ist also 
= Nm. “ = Nm. (m, a,), 
und somit die Anzahl aller Elemente von 3, deren Ordnung in m aufgeht, 
Nm. ((m, a,) - (m, a) - - - (mM, a,)). 

Die Gleichung (111) zeigt die Méglichkeit der Zerlegung eines be- 
liebigen endlichen Typus [3] in eine Reihe einstufiger Typen, von deren 
Ordnungen a,,---, a, jede durch die folgende teilbar ist. Obgleich nun 
die Teilsysteme YU, selbst, auf welche diese Zerlegung sich griindet, keines- 
wegs, wie etwa die primaren Komponenten, innerhalb 3 eindeutig bestimmt 
sind, ist doch die hier beschriebene Art der Zerlegung des Typus [3] eine 
vollig bestimmte. Nehmen’wir nimlich an, es liige noch eine zweite Zer- 
legung 

[3] = To, +--+: + To, 
vor, wo wieder 6, durch b,,, teilbar ist, so werden wir, von dieser Zer- 


legung ausgehend, fiir die Anzahl der Elemente mit einer in m aufgehenden 
Ordnung den Ausdruck 


Nm. ((m, 6,) - (m, 6,) - - - (am, B,)) 
erhalten. Hiernach muB fiir jedes Ideal m die Gleichung 
(113) Nm. ((m, a,) ++ - (m, a,)) = Nm. ((m, 6,) - - - an, b,)) 
bestehen. Setzen wir fest, dab a;—1 sein soll fir jede natiirliche Zahl 
i> s, ebenso b,—1 fir i>’, und nehmen wir fiir » eine den Bedin- 
gungen » >s, >=" geniigende Zahl, so kénnen wir der Gleichung (113) 
die Form 
(114) Nm. ((m, a,) - «+ (m, a,)) = Nm. ((m, 6,) - - - (mm, b,)) 
geben. Setzt man in (114) fiir m ein durch a, und b, teilbares Ideal, so 
erhilt man 
(115) Nm. (a, -a,---a,) = Nm. (6, - b, --- 6,). 
Dies ist die Anzahl aller Elemente von 3, da die Ordnung eines jeden 
Elementes in a, aufgeht. Setzt man m= a,, so ergibt sich aus (114) 


Nm. (a, ---a,) = Nm. ((a,, 6) - (@,, 6) ---(@,, 6,)) 
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also wegen (115) 


(116) Nm. (6, - 6, ---6,) = Nm. ((a,, 6,)- (a,, 6,)--- (@,, B,)). 


Nun ist aber das Ideal (a,, 6,) -(a,, 6,)---(a,,6,) ein Teiler des Ideals 
b,- 6,---6, umd nur dann gleich diesem Ideal, wenn 6, in a, aufgeht. 
Nur in diesem Falle kénnen die Normen beider Ideale gleich sein. Aus 
(116) folgt also, daB 6, in a, aufgeht. Da man in gleicher Weise zeigen 
kann, daB a, in 6, aufgeht, so folgt a,— 6, und hieraus und aus (114) 
Nm. ((m, ag) - (mt, a,)--- (am, a,)) = Nm. ((m, 6) - (nm, 6,) --- (m, 6,)) 
fiir jedes Ideal m. Indem man mit dieser Gleichung wie mit (114) ver- 
fihrt, erhilt man nacheinander a, = b,, a,= 6, usf. Damit ist die Iden- 
titét beider Zerlegungen erwiesen. 

Die Ideale a,, a,,--- in inf, von denen jedoch nur s von 1 ver- 
schieden sind, sollen die Invarianten von % heiBen. Die Ubereinstimmung 
in den Invarianten ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir den 
Isomorphismus endlicher idealer Systeme. 

Das System 3 besitzt eine Basis von s Elementen a,,---, @, aber 
keine von weniger Elementen. Denn die Basis a/,---,@,;, von der wir 
ausgingen, war eine beliebige, und es hat sich s<m ergeben. Also ist 
St. J —s. 

Somit sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 

Jeder endliche (von 0 verschiedene) Typus [3] laft sich auf eine und 
nur auf eine Weise als eine Summe einstufiger Typen darstellen, von deren 
Ordnungen eine jede durch die folgende teilbar ist. Die Anzahl der Summanden 
(die Anzahl der von 1 verschiedenen Invarianten) ist gleich der Stufe von (3). 

Wir kénnen hinzufiigen: 

Ist Mt ein Modul vom Grade und Range n, so ist das System der 
von 0 und 1 verschiedenen Elementarteiler von IR identisch mit dem System 
der von 1 verschiedenen Invarianten von ©,,| M. 

62. Fortsetzung. Die Invarianten eines idealen Teilsystems. — Es 
seien s Ideale n,,---, ", gegeben. Wenn wir dann von der Gleichung (112) 
ausgehend, jeden Koeffizienten a; nur die durch n, teilbaren Zahlen durch- 
laufen lassen, so durchliuft a,«, ein ideales Teilsystem $8, von U, und « 
ein ideales Teilsystem Z von J, und es wird 


[Z] = [B,] + --- + [%,]- 

a; 
(@,a)? 
Ok Wahlen wir aus der zu Kl. n, reziproken Klasse ein zu a, teiler- 
fremdes Ideal g, aus, und nehmen wir fiir a; eine das Hauptideal 1,4, 
reprisentierende Zahl, so wird (a,,a;) = (n,,a,), und das Element £; = a,«, 


Die Ordnung des Elementes a,«, aus B, ist also ein Teiler von 
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hat dann genau die Ordnung "Oh Setzen wir ss =b,, so besteht 
das einstufige System %,; mit der Basis 6, aus Nm. 6b, Elementen. 8, ist 
Teilsystem von %,. Nun stellt aber Nm. 6, = Nm. (6,,a,), wie oben ge- 
zeigt wurde, die Anzahl aller Elemente ca, (bei beliebigem ¢) dar, deren 
Ordnung in 6, aufgeht; und da dies fiir die Elemente von 8, zutrifft, so 
kann 8, auch nicht mehr als Nm. 6b, Elemente enthalten. Es ist also 
B,= B;, [B,] =f bj und 
(117) [2] = 75, +---+ 75,- 

Wenn jedes der Ideale 6, durch das folgende teilbar ist, so stellen 
sie die Invarianten von & dar. Nun kann man aber das Ideal n,; so wihlen, 


dab b, = oar *) ein beliebiger Teiler von a, wird. Daraus ergibt sich: 


a) Liegt eine Reihe von Idealen 
b,, b,, aE 

vor derart, dap allgemein 6b, durch 6,,, teilbar ist und in der i* Invariante 
a, von 3 aufgeht, so stellt diese Reihe das Invariantensystem fiir wenigstens 
ein ideales Teilsystem von 3 dar. 

Es gilt aber auch umgekehrt, wie weiter unten gezeigt wird: 

b) Die Invarianten eines jeden idealen Teilsystems von 3 gehen in 
den entsprechenden Invarianten von 3 auf. 

Betrachten wir jetzt den besonderen Fall, daB die Ideale n, alle ein- 
ander gleich, etwa =n, sind. Da in diesem Falle die Quotienten 
M  , igs _ (My Mya); (My, 544) 


b,: b41= (na) °(m,a;4;) (a) - a4, (MO; 11 454541) 


ganz sind, so stellen die Ideale b; = gt die Invarianten desjenigen idealen 


Teilsystems £ dar, dessen Elemente wir erhalten, wenn wir in 
G,0,+-++-+4,a, 
die Koeffizienten a, auf die durch n teilbaren Zahlen beschrinken. Be- 
zeichnen wir wieder mit q ein zu n teilerfremdes Ideal aus der zu KI. n 
reziproken ‘Klasse, mit a eine das Hauptideal qn reprisentierende Zahl, 
so ist aa, eine Basis des oben mit 8, bezeichneten Teilsystems und 
Ady, +++, aa, 
eine Basis von Z. Mithin durchliuft ao alle Elemente von Z, wenn 6 
alle Elemente von & durchliuft. Jedes Element von T kann also in der 
Form co geschrieben werden, wo o Element aus 3 und ¢ durch n teilbar 
ist. Da aber offenbar auch umgekehrt jedes solche Element co zu & ge- 
hért, so ist T—n-¥ (nach der in Nr. 52 eingefiihrten Schreibweise). 
Wir kénnen also den Satz formulieren: 
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c) Hat das ideale System 3 die Invarianten a,, so hat n& die In- 


° a . 
varianten aa (¢=1, 2,---). 


Soll St. (mn) kleiner sein als eine gegebene natiirliche Zahl k, so 
muB die k* Invariante von n¥ gleich 1 also n durch a, teilbar sein. So 
ergibt sich der Satz 

d) Die Gleichung St. (n3) <k ist dann und nur dann erfiillt, wenn n 
durch die k*® Invariante von & teilbar ist. 

Die k* Invariante von 3 kann also als ,das kleinste der Bedingung 
St. (nJ) << k geniigende Ideal“ bezeichnet werden. 

Es sei jetzt £ irgend ein ideales Teilsystem von 3. Wird J auf das 
Restklassensystem €,| 2 eines Moduls Mt isomorph abgebildet, so exi- 
stiert ein Teiler & von Mt derart, da’ XT zu A|M isomorph ist. Da- 
her wird St. J = St. €,| M, St. T — St. A) Mt. Da aber E, Teiler von A 
ist, so ist (Nr. 46) St. U| M< St. €,|M, also St. T< St. gy. Fir jedes 
Ideal n ist nun offenbar nZ Teilsystem von n¥J, also St. nf < St. ng. 
Setzen wir jetzt n = a,, so ist nach dem Satze d) St.a,3 <k, also auch 
St.a,&<k und mithin nach demselben Satze a, durch die k* Invariante 
von & teilbar. Damit ist b) bewiesen. 


63. Zerlegung eines endlichen Typus in irreduzible Typen. — Ein 
{von [0] verschiedener) Typus heiBt irreduzibel oder unzerlegbar, wenn er 
nicht als Summe zweier von [0] verschiedener Typen darstellbar ist. 

Ist der endliche Typus [3} in A+ B zerlegbar, so hat sowohl A als 
auch B weniger Elemente als [3]. Die fortgesetzte Zerlegung eines end- 
lichen Typus muB daher schlieBlich auf irreduzible Typen fiihren. Da 
jeder nicht-primire Typus in primiire, jeder mehrstufige in einstufige Typen 
zerlegbar ist, so muB ein irreduzibler Typus einstufig und primi sein. 
Wird ein primirer Typus [3,] irgendwie als Summe einstufiger Typen 
dargestellt, so sind die Ordnungen dieser Typen Potenzen eines und des- 
selben Primideals, kénnen also so angeordnet werden, daB jede durch die 
folgende teilbar ist. Daraus folgt (Nr. 61), daB diese Darstellung nur auf 
eine Weise méglich ist, und daB die Anzahl der Summanden gleich der 
Stufe von [3,] ist. Ein einstufiger primirer Typus ist daher stets irre- 
duzibel, Ist ein beliebiger endlicher Typus [3] irgendwie in irreduzible 
Typen zerlegt, und werden sodann die irreduziblen Typen, deren Ord- 
nungen Potenzen desselben Primideals p sind, wieder zu je einer Summe 
vereinigt, so hat man die primiren Komponenten [3,] von [3]. Da nun 
die primiren Komponenten [3,| durch [3] eindeutig bestimmt sind und 
jeder primaire Typus nur auf eine Weise in einstufige, also irreduzible 
Typen zerlegbar ist, so ist auch die Zerlegung eines beliebigen endlichen 
Typus in irreduzible eine eindeutig bestimmte. Sind a,, a,,--- die In- 








336 E. Sremrz. 





varianten von [3], und bezeichnet a;, die hichste in a, enthaltene Potenz 
des Primideals p, so erhalt man die Zerlegung in der Form 


[3] = > Tes» ? 
4») 


wo die Summe iiber alle natiirlichen Zahlen i und alle Primideale p zu 
erstrecken ist, fiir welche a;)-+ 1 ist. 

Wir formulieren noch einmal das Resultat: Unter den endlichen Typen 
sind die einstufigen primdren und nur diese irreduzibel. Jeder endliche Typus 
ist auf eine und nur eine Weise als Summe irreduzibler Typen darstellbar. 

64. Die Modultypen. — Die Frage nach den verschiedenen Modul- 
typen erledigt sich durch den Satz: 

Fiir den Isomorphismus zweier Moduln (gleichen oder verschiedenen 
Grades) ist die Ubereinstimmung in Rang und Klasse die notwendige und 
hinreichende Bedingung. 

Es seien nimlich &% und 8 zwei Moduln, Rg. M=r, KL A=—x. Es 
seien ferner c,¢ zwei Zahlen, deren griéfSter gemeinsamer Teiler der 
Klasse x angehért, und es sei 6,,---, 6,, 6, eine normale Basis von XY, 
so gewahlt, daB co, + c’o,’=0 ist (Nr. 32). Diese Gleichung ist dann die 
einzige zwischen 6,,---, 6,, 6,’ bestehende Relation. 

Wird nun erstens ein Isomorphismus zwischen & und B vorausgesetzt, 
und sind 1,,---,t,,t, die Zeilen aus B, welche den Zeilen 6,,---, 6,, 6,” 
aus % entsprechen, so sind die Zeilen 


(118) 2,6, — a Da + z,6, > 2, 6,, 

(119) Hayte + +a,t,4+2, 1, 

einander zugeordnet. Da in der Form (118) jede Zeile aus & erscheint, 
stellt (119) jede Zeile aus B dar; 1,,---, t,, 1,’ ist also eine Basis von 
%. Da ferner der Zeile 0 des einen Moduls die Zeile 0 des andern ent- 
spricht, so ist ct, + cr,’ = 0 die einzige zwischen t,,---,1,, 1,’ bestehende 
Relation. Somit ist 

Rg. 8 =r—Rg.A, KL. B—K1L (ce, c)=—x—=K1 &. 
Gehen wir zweitens von der Voraussetzung 
Rg. 8=RgA=—r, KLBO=—=KLA=—x 

aus, so kénnen wir eine (normale) Basis 1,,---,7,, 1,’ von 8 so be- 
stimmen, dab cr,+ cr,’ die einzige zwischen 1,,---, t,, t, bestehende 


ve "Fr 


Relation ist. Dann sind die Bedingungen fiir die Gleichung 
t+ +--+ 2,0, 42,0, yt +--+ y,t,+ 9, 5, 
dieselben wie fiir die Gleichung 
2,6, +-+++ + 2,6,+ x, 6, = ¥,O,+°--+9,6,+ Y, 5,5 
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namlich 

Uy Mir =Yiry C(x,—y,) = c(2,—y,). 
Wir erhalten daher eine eindeutige Zuordnung zwischen den Zeilen von 
& und denen von 8, wenn wir die durch (118), (119) bezeichneten Zeilen 
einander entsprechen lassen, und es ist sofort zu sehen, daB diese Zu- 
ordnung einen Isomorphismus darstellt. 

Somit entspricht jeder natiirlichen Zahl r als Rang und jeder Ideal- 
klasse x ein bestimmter Modultypus. Wir wollen ihn mit U,,, im Falle 
r=1 auch durch U, bezeichnen. 

Es seien a,,---, a, r beliebige von 0 verschiedene Ideale, o,, ---, 6 
r Zeilen vom Grade r, die eine Basis von €, bilden, also 


E,= Md. (6,, als o,) _ (6,, a | 6,). 


r 


Wird 
(0,6,,°+*,0,6,)=M, Kla—~x, (t=1,--++r) 
gesetzt, so ist Rg. Mt =r, und jede Zeile aus Mt kann auf eine und nur 
eine Weise als eine Summe o,’+---+ 6,’ dargestellt werden, in der 
6; (i=1,---,r) dem Modul a,6, entnommen ist. Daraus folgt 
(120) [a,6,] +--+ + [a,6,] = [M}. 
Da sowohl 3% = €, als auch die zu den Moduln ersten Ranges a,6, ge- 
hérigen Grundmoduln 6, der Hauptklasse angehéren, so ergibt sich (Nr. 39f)) 
Kl. a,6,= KL a;:=%,, Kl. 9 = KL (a,-a,---a,) = x, + %,-+-% 
[a,6,) = U,,, [M] = U, 


r? 


My Mgr hp? 


also nach (120) 
(121) G+ C+ +++ + Om On. ..y: 
Aus dieser Gleichung ersieht man folgendes: 
Inter den Modultypen sind die vom Range 1 und nur diese irreduzibel. 
Jeder Modultypus vom Range r ist die Summe von r irreduziblen Modul- 
typen, von denen r — 1 willkiirlich wihlbar sind, wihrend der letzte durch 
die iibrigen bestimmt ist. Fiir die Addition beliebiger Modultypen gilt die 
Formel 
U,.+ UL .¢= | 
Jedes ideale Teilsystem eines idealen Systems vom Typus U,, re- 
prasentiert einen Modultypus, dessen Rang <r ist. Es werden aber auch 
umgekehrt durch diese Teilsysteme alle Modultypen, deren Rang < r ist, 
vertreten. Es sei nimlich r’'< 1, x’ eine beliebige Klasse, a ein Ideal aus 
der Klasse x, a’ ein durch a teilbares Ideal aus der Klasse x’. Werden 
dann wieder die Zeilen 6,,---, 6, so gewahlt, daB Md. (o,,---,6,) = ©, 
ist, und wird 


(6,, ick 6,15 a6,) =, (6, cy Gy o1) a’G,,) = 
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gesetzt, so ist M ein ideales Teilsystem von Yt und 
[M] = Uppr (R= Upe- 

65. Beliebige Typen mit endlicher Basis. — Es sei 3 ein beliebiges 
ideales System mit endlicher Basis, 3’ das System derjenigen Elemente 
aus %, deren Ordnung + 0 ist, Rg. J = r, St. J’=s, M ein Modul, dessen 
Restklassensystem zu 3 isomorph ist, der Grad von Yt. Dann ist 
(Nr. 59, 43) 


”? 


[3] = [3 | 37] + [3 
[3] =[€,|M], (3) 3] =[E,| Ml, [37] — [Me | MI, 
r=Rg. J — Rg. E,|M — Kg. E,| M — Rg. 3\ J —Kg.€,— Rg. M—n— Rg. M, 
Rg. M=—n—r. 
Von den Elementarteilern e, des Moduls % sind also die ersten n —r 
von 0 verschieden, und wir kénnen, wenn 
%=C,_-a1-4 (A= 1,-°, 0-7), a=-1 (k>n—r) 
gesetzt wird, Dt in der Form 
M = (0,6, ---, a, _,6,_,) 
so darstellen, daB Pt — (6,,---,¢,_,) wird. Dann folgt wie in Nr. 61 
[3’] _ [Mt | Me] _ (6, a, 6,) pore} 4, 1G, 0 M~0) _ Ta, + coo Pon—r- 
Die Ideale a, sind die Invarianten von 3’, und da St. J’=—ss ist, also die 
ersten s Invarianten +1 sind, so folgt n —r>s oder 
(122) n>r+s. 
Setzen wir KI. (3|3’] =x, a,-a,---a,—b, und bezeichnen wir mit N 
einen Grundmodul vom Range ry und vom Grade n, der so gewihlt ist, 
daB (M, RN) — E, wird, so ist (Nr. 39f), 40, 59) 
KL M—=—KLM:KLd, KLM-KLRM—1, KL N=—KLY\9—x, 
also 
(123) KL m = *L®. 


Der Modultypus [3|3‘] ist durch seine Klasse x und seinen Rang r be- 
stimmt, der endliche Typus 3’ durch seine Invarianten a,. Als Bestim- 
mungselemente von [3] =—[€,| Mt] erhalten wir daher 
#; 1; A, Ay, ~~. 

Nun sind die Ideale a, die Elementarteiler von IR (von Einsen und Nullen 
abgesehen), r ist = m — Rg. Pt — Grad Mt — Rg. M, und statt x kann zu- 
folge der Gleichung (123), in welcher } das Produkt der von 0 verschie- 
denen Elementarteiler von I bezeichnet, Kl. Mt als Bestimmungselement 
eintreten. Somit ergibt sich: 
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Damit die Restklassensysteme zweier Moduln M,, M, isomorph sind, 
ist notwendig und hinreichend, 

1. dap beide Moduln dieselben Elementarteiler haben, abgesehen von 
solchen, die sich auf 1 reduzieren, 

2. daB die Differenz swisehen Grad und Rang fiir beide Moduln gleich 
grop ist, 

3. dag beide Moduln zu derselben Klasse gehiren. 

Bei Gleichheit von Rang und Grad eriibrigt sich die Angabe der 
dritten Bedingung, da diese alsdann stets erfiillt ist, wenn es die erste ist. 
Fiir Moduln gleichen Grades ist Ubereinstimmung in Elementarteilern wnd 
Klasse die notwendige und hinreichende Bedingung fiir den Isomorphismus 
der Restklassensysteme. 

Jeder Basis von 3 entspricht ein bestimmter Modul, dessen Rest- 
klassensystem zu 3 isomorph und dessen Grad gleich der Anzahl der 
Basiselemente ist (Nr. 58). Aus (122) folgt daher, daB eine Basis von 3 
nicht weniger als r + s Elemente enthalten kann. Im Falle s = 0 ist [3] 
Modultypus, und fiir diesen Fall wurde in Nr. 27 gezeigt, daB eine irre- 
duzible Basis r(—r+s) oder r + 1 Elemente besitzt, je nachdem 3 zur 
Hauptklasse gehért oder nicht. Wir wollen zeigen, daf im Falle s>0 
eine irreduzible Basis stets nur r +s Elemente enthiilt. Im Falle r = 0 er- 
gibt sich dies unmittelbar aus der Definition des Stufenbegriffs. Setzen 
wir also r > 0 voraus. Dann kénnen wir (Nr. 59) ein zu 3| 3’ isomorphes 
Teilsystem Z von J so bestimmen, daB jedes Element aus J als Summe 
eines Elementes aus 3’ und eines Elementes aus & darstellbar ist. 3’ hat 
eine Basis aus s Elementen 

Gy, °°", &, 
deren Ordnungen a,, ---, a, die Invarianten von 3’ sind. Aus 


Rg. 2 =Rg. 3\F—r, KL T—KLJ V=—x 


folgt ferner (Nr. 32), daB wir nach Annahme zweier Zahlen c, c’, deren 
erste zu a, teilerfremd ist, und deren gréBter gemeinsamer Teiler der 
Klasse x angehért eine Basis von & 

T ’ 


r 


Ty, Tey * yf, 
so bestimmen kénnen, daB 


r? 
ct, + ¢t, =0 

wird. Die r +s + 1 Elemente 

(124) ee" * 9 & 


bilden dann eine Basis von 3. Hat man nun irgend ein Element von 
der Form 


(125) qt, + qt, + MO, , 


, 
rr Try Oy * *y O, 
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wo q, q7, m beliebige ganze Zahlen aus & sind, und bezeichnet | irgend 
eine Liésung der Kongruenz 
cx=q—m (mod.a,), 

so ist (cl—q+m)a,=9, also 
qt, + qt, + ma, = qt,+ qt, + (q—el)a, = (g—el)(t,+ 0) +elt, +9't,’ 

= (q—el) (t, + «) + Wer, +¢,) + (get, 

= (q—cl)(t, 4+) + qe), 
d. h. ein Element von der Form (125) ist auch in der Form 

a(t, +) + bt,’ 

darstellbar. Man erhilt also aus (124) eine Basis von r +s Elementen, 


indem man die beiden Elemente rt, und «, durch das eine Element r,+ «, 
ersetzt. 


§ 9. 
Erginzungen. 


66. Unimodulare Systeme und Aquivalenz. — Als unimodulares System 
bezeichnen wir jedes quadratische System, dessen Elemente ganze Zahlen 
aus & sind, und dessen Determinante eine Einheit ist. Die unimodularen 
Systeme eines Grades m reproduzieren sich durch Multiplikation. Das zu 
einem unimodularen System FE reziproke System E-' ist wieder unimodular. 

Ist A ein m-zeiliges Rechteck vom Grade n, E irgend ein unimodulares 
System vom Grade m, und wird EA = B gesetzt, so folgt E~-'B= A; 
A und B sind also linksiquivalent. Die zu A linksiquivalenten Recht- 
ecke von der Form EA haben, wie A, m Zeilen. Wir wollen zeigen, dab 
umgekehrt jedes m-zeilige zu A linksiiquivalente Rechteck in der Form EA 
darstellbar ist, also den Satz beweisen: 

I. Sind A und B linksétquivalente Rechtecke von gleich vielen Zeilen, so 
besteht eine Relation 

B=EA, 
wo E unimodular ist. 

Wir bezeichnen mit nm den Grad, mit r den Rang, mit m die Anzahl 
der Zeilen der Rechtecke A, B, sodaB m>r ist. Aus unserer Voraus- 
setzung folgt zuniichst das Bestehen einer Relation 
(126) B= SA, 
wo S ein quadratisches System vom Grade m ist. Aus dieser folgt, wenn 
mit d, der r* Determinantenteiler von A und B, mit Dd das durch die 
Determinante von S repriisentierte Hauptideal bezeichnet wird, 


dD =D-d,. 
Ist daher m =r, so ergibt sich }. +0, D=1; dh. S ist unimodular. 
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Es sei jetzt m>r. Dann wollen wir den folgenden Satz beweisen, 
der den Satz I. enthilt: 


Il. Sind A und B linksdquivalente m-zeilige Rechtecke vom Range r, und 
ist m>r, g eine beliebige ganze Zahl aus KR, so besteht eine Relation 


B=GA, 

in welcher die Determinante von G gleich g ist. 
Wir gehen beim Beweise von der Gleichung (126) aus und geben 

dieser Gleichung, indem wir die Zeilen der Rechtecke A, B, S mit 

a, B,, 6; (i= 1,---,m) 
bezeichnen, die Form 
(127) B; = 6,A (i =1,-++,m). 
Hierbei sind die Produkte 6,A nach der allgemeinen Definition der Multi- 


plikation rechteckiger Systeme zu verstehen, wenn Zeilen als einzeilige 
Recktecke aufgefaBt werden. 


Es sei zunichst m=r-+-1. Dann besteht zwischen den Zeilen @,,---, 
eine Relation, die wir in der Form 


(128) tA=0 
schreiben kénnen, und die simtlichen dieser Gleichung geniigenden Zeilen t 
bilden einen Grundmodul t vom Grade m=r-+1 und vom Range 1. 


Ist @ irgend eine Zeile vom Grade m, so gehért @A dem Modul 
Md. A = Md. B an. Man hat daher eine Gleichung 


oA =¢,B, +°°°+ CuBm as (¢, 9; +-+-+¢,6,,) 4, 


aus welcher folgt, dab @ —c,6,—-+--—c¢,,6,, dem Modul t angehirt. 
Da hiernach g aus den Basiszeilen von Md. S und aus Zeilen des Moduls t 
komponierbar ist, so folgt 

(Md. S, t) = &,, 
oder, wenn die (proportionalen) Zeilen 1, r’ eine Basis von t bilden und 
mit 7 das aus 6,,---,6,, t,t gebildete Rechteck bezeichnet wird, 


(129) Md. T= &,,. 
Es mégen die Zeilen 6, (i=1,---,m), t,t aus den Zahlen 
Cizr bey t, (k= 1,---,m) 


bestehen, es sei Z,, die Adjunkte von ¢,, im quadratischen System S = (c¢,,) 
d die Determinante dieses Systems, und es werde 


(130) > tak == U;, > ta t’ => u,; (i,k= 1,- e% m) 
k nS 














342 E. Sreinrrz. 


gesetzt. Dann stellen die Zahlen 
Gy Uy, >) Uy Uys oo *y Ui, 
die Determinanten m Grades dar, welche man dem Rechteck 7 ent- 


nehmen kann, abgesehen von solchen Determinanten, welche die beiden pro- 
portionalen Zeilen r,t’ enthalten, also verschwinden. Aus (129) folgt daher 


(131) (d, Uy, +++) Umy Uy +, UL) me 1. 
Ferner ergibt sich aus (130) 


- ‘ a — 
> Sn => Gat =d-t,, >, Oy -> Cyt, =a-t; (i,k,l—1,---,m), 
ik ik 


und hieraus, da die 2m Zahlen #,,---,¢,,, ¢,’,---,¢;, keinen gemeinsamen 
Faktor haben, daB jeder gemeinsame Faktor der 2m Zahlen u,, ---, u,,, 
u,’, ++, 4, notwendig auch in d enthalten sein muf. Aus (131) folgt 


daher, daB auch 
(ty, ++ 5 My My y+ M,) = 1 
sein muB. Hiernach kénnen wir 2m ganze Zahlen 4q,,--+; n> %1's°* ‘> Im 
so bestimmen, daB 
d+ Git H+ =F dM + Oy ty Ho + Inn = 9 
wird, wo g die in Satz II bezeichnete Zahl ist. Zufolge (130) ist g,u,+ 9; u/ 
die Determinante des quadratischen Systems, welches man aus S = (¢,,) 
erhalt, wenn man die i* Zeile 6, durch rt, = q,4 + 9; t' ersetzt, und mithin 
ist g die Determinante des quadratischen Systems G, dessen Zeilen 
6, 1%, °°, On + T, 
sind. Nun ist aber 
(6,+7)A=—6A+1,A=—6,A = 8B, 
also 


GA = B. 


Damit ist unser Satz fiir den Fall m —r-+ 1 bewiesen. 

Es sei jetzt m>r+1. Die Zeilen t, welche der Gleichung tA = 0 
gentigen, bilden dann einen Modul vom Grade m und vom Range m —r > 2, 
und zwar wieder einen Grundmodul, weil jede zu einer solchen Zeile 
proportionale Zeile wieder die Gleichung tA = 0 erfiillt. Ist daher r,,-- 
“*;T,—ry) T,—-, Gime normale Basis dieses Moduls, so ist in dem von den 
m—r—1 Zeilen t,,---,1,,_,., gebildeten Rechteck der (m—r—1)* 
Determinantenteiler =1. Man kann daher ein quadratisches System E vom 
Grade m bilden, dessen m — r — 1 letzte Zeilen t,,---,7,,_,_, sind, und 
dessen Determinante 1 ist. Dann bestehen in EA die letzten m—r— 1 
Zeilen aus Nullen. Ebenso kann man ein quadratisches System FE von der 
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Determinante 1 so bestimmen, daB in EB die letzten m — r — 1 Zeilen 
aus Nullen bestehen. Setzt man dann i 
(132) EA=C, EB=D, 
und bezeichnet man mit C’, D’ diejenigen Rechtecke, welche aus den 
ersten r+ 1 Zeilen von C bzw. D bestehen, so ist 

Md. C’ = Md. C = Md. A = Md. B = Md. D = Md. D’. 

C’ und D’ sind also linksiiquivalente Rechtecke; und da ihr Rang r, die 


Anzahl ihrer Zeilen aber r+ 1 ist, so liBt sich, wie bereits bewiesen, 
ein quadratisches System 


@ = (a1) (k= 1,--4r41) 
von der Determinante g so bestimmen, daB 
(133) GC =D’ 
wird. Wir ergiinzen jetzt G’ zu einem quadratischen System 

G = (4) (i,k—=1,---,m) 


vom Grade m in der Weise, daB alle hinzukommenden Elemente auBer- 
halb der Diagonale = 0, in der Diagonale =1 sind. Dann folgt aus (133) 


GC =D, 
(E-1GE)A = B, 
wobei E~GE die Determinante g hat. Damit ist Satz II, also auch Satz I 
allgemein bewiesen. 


Analoge Siatze bestehen fiir die Rechtsiiquivalenz. Sind A und B 
irgend zwei faiquivalente Rechtecke, so besteht eine Gleichung 


B=PAQ, 


und es sind A und PA links-, B und PA rechtsiiquivalent. Haben A 
und B gleichviele Zeilen und gleichviele Kolonnen, so werden P und Q 
quadratisch und kénnen dem Vorangehenden zufolge unimodular ange- 
nommen werden. 

67. Erweiterungen. — Der in der vorliegenden Arbeit behandelte 
Gegenstand kann in‘verschiedener Weise erweitert werden. So liegt es 
nahe, die Beschrinkung auf endliche algebraische Kérper aufzuheben, 
also fiir & irgend einen von algebraischen Zahlen konstituierten Kérper 
zu wihlen. Die fiir die Aquivalenz und Teilbarkeit rechteckiger Systeme 
geltenden Bedingungen sind dann genau dieselben wie im Bereich end- 
licher K6rper. Nur die in Nr. 23 gegebene Definition des Modulbegriffs 
bedarf einer Einschriinkung. Diese Definition liuft darauf hinaus, daB der 
Modul n‘" Grades als ein ideales Teilsystem des Systems aller Zeilen n*" 


also nach (132) 
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Grades erklirt wird. In Nr. 25 wird dann gezeigt, daB jeder Modul eine 
endliche Basis besitzt. Dieser Satz wiirde aber nicht mehr gelten miissen, 
wenn & nicht endlich ist, und es wird hier notwendig, die Forderung 
einer endlichen Basis in die Definition des Moduls aufzunehmen. (Es ergibt 
sich dann wieder, daB ein Modul vom Range r eine Basis aus r+1 Zeilen 
besitzt). Entsprechend hat man als Ideal (Modul ersten Grades) jedes 
ideale Teilsystem des Systems aller ganzen Zahlen aus & anzusehen, 
welches eine endliche Basis hat. Die Einteilung der Ideale in Idealklassen 
erfolgt nach demselben Prinzip wie bei endlichen Kérpern, und der ein- 
zige Unterschied ist der, daB die Anzahl der Klassen nicht endlich zu 
sein braucht. Daf die fiir die Teilbarkeit eines Rechtecks B durch ein 
Rechteck A, bzw. fiir die Aquivalenz von A und B angegebenen Be- 
dingungen auch fiir den Fall eines nicht endlichen Kérpers erfiillt sein 
miissen, ergibt sich genau wie im Falle des endlichen Kérpers. Will man 
zeigen, daB die Bedingungen hinreichend sind, so hat man nur zu beachten, 
daB sich stets ein endlicher (alle Elemente der Rechtecke A, B ent- 
haltender) Teilkérper & angeben lit, in welchem diese Bedingungen er- 
fiillt sind, wenn sie es in & sind. Ist & der Kérper aller algebraischen 
Zahlen, so ist die Zahl der Idealklassen 1; in allen solchen Fallen ist fir 
die Teilbarkeit von B durch A notwendig und hinreichend, daB jeder 
Elementarteiler von B durch den entsprechenden von A teilbar ist. 

68. Altere Literatur. — Die iltesten Untersuchungen, welche sich 
auf die Teilbarkeit rechteckiger Systeme beziehen, liegen 50 Jahre zuriick. 
In einer Arbeit von Stephen Smith vom Jahre 1861 (On Systems of 
Linear Indeterminate Equations and Congruences, London Philos. Trans. 
151, 8. 293—326) finden sich zuerst die Begriffe (nicht die Namen) Deter- 
minanten- und Elementarteiler bei rechteckigen Systemen mit ganzzahligen 
Elementen des natiirlichen Rationalitiitsbereichs. Auch der Nachweis, dab 
jeder Elementarteiler im folgenden aufgeht, wird schon in dieser Arbeit ge- 
geben. 1873 zeigte Smith (Proc. London Math. Soc. 4, S. 236ff.), dab 
fiir die Aquivalenz rechteckiger Systeme die Ubereinstimmung in den 
Elementarteilern nicht nur notwendig sondern auch hinreichend ist. Die 
Frage nach den Teilbarkeitsbedingungen wurde aber erst von Frobenius 
volistandig erledigt (J. f. Math. 88 (1879), S. 96). 

Die hier in dem Abschnitt iiber ideale Systeme ausgefiihrten Unter- 
suchungen sind fiir den Fall des natiirlichen Rationalitiitsbereiches von 
der Theorie der Gruppen von vertauschbaren Elementen nur formal ver- 
schieden. Diese Theorie wurde von Kronecker und von Frobenius und 
Stickelberger (J. f. Math. 86 (1878), 5.217) entwickelt, die auch den Zu- 
sammenhang mit der Modultheorie aufdeckten. Die der Gruppentheorie 
entlehnte Bezeichnung ,lsomorphismus“ findet sich auch in meiner Arbeit 
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»4Zur Theorie der Moduln* (Math. Ann. 52 (1898), S. 1), wo sie etwas anders 
als in der vorliegenden Arbeit verwandt wird. Es sind namlich dort zwei 
Moduln isomorph genannt, wenn (nach der hier eingefiihrten Bezeichnungs- 
weise) die Systeme ihrer Restklassen isomorph sind. 

Im Gebiete algebraischer Kérper sind diese Untersuchungen hier wohl 
zuerst durchgefiihrt. DaB eine solche Ausdehnung auch fiir andere Fragen 
von Interesse ist, zeigen die neuen wichtigen Untersuchungen von I. Schur 
zur Theorie der linearen Substitutionsgruppen (Math. Ann. 71, S. 355), bei 
welchen die Ergebnisse des ersten Teiles dieser Arbeit benutzt werden. 


Breslau, den 10. Dezember 1911. 





Mathematische Annalen. LXXII. 23 
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Die Reziprozitatsgesetze fiir Potenzreste mit Primzahlexponenten 
in algebraischen Zahlkérpern. 


(Zweiter Teil.) , 


Von 


Pu. FurtTwAnGuer in Bonn. 


Das Ziel des vorliegenden zweiten Teiles*) meiner Untersuchungen 
liber die Reziprozititsgesetze ist der vollstiindige Beweis des Hilbertschen 
Reziprozititsgesetzes fiir wngerade Primzahlexponenten | in beliebigen alge- 
braischen Zahlkérpern, die den Kérper der /*" Einheitswurzeln /(§) 
enthalten. Um diesen Beweis zu fiihren, ist zuniichst noch eine Liicke 
in den Betrachtungen des § 9 des ersten Teiles auszufiillen. Es ist 
dort infolge eines Versehens nicht gezeigt, dab der mit f bezeichnete 
Exponent zu / prim ist, was fiir den Beweis der Behauptungen des 
§ 9 und § 10 wesentlich ist. Zur Ausfiillung dieser Liicke hat es sich 
als notwendig erwiesen, Verallgemeinerungen des Eisensteinschen Kezi- 
prozitiitsgesetzes heranzuziehen. 

Ich betrachte zuniichst Galoissche Zahlkérper und beweise fiir sie in 


gewissem Umfange die Reziprozitiitsgesetze und die Gleichung (=) = 1, 
wenn @ eine singulire Primirzahl und «@ eine beliebige zu / prime Zahl 


des betrachteten Kérpers bedeutet (§ 1 und 2). Um gewisse in § 2 auf- 


tretende Ausnahmefiille zu erledigen ($ 3), ziehe ich spezielle Galoissche 
a 

Kérper (ve, yr) heran, wo r eine rationale Primzahl bedeutet. Von den 

Galoisschen Kérpern gelingt dann der Ubergang zu allgemeinen Kérpern 


und der Nachweis der Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (2) =1 (§ 4), 
deren Inhalt, wie ich bereits frither gezeigt habe, wesentlich mit dem all- 


gemeinen Reziprozitiitsgesetz identisch ist. 


*) Der erste Teil ist in diesen Annalen Bd. 67 (1909) erschienen (als ,,Erster 
Teil* zitiert). 
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Ich gelange dann schrittweise zum allgemeinen Beweis des Hilbert- 
schen Reziprozititsgesetzes 
¥, 
Il ( y ati 


(w) 


indem ich zuniichst die speziellere Gleichung 


IT (24) = 1 (w beliebiges zu / primes Primideal) 
(w) 
fiir primires « und zu / primes v nachweise (§ 5). Um die Giiltigkeit 
der letzten Gleichung fiir beliebiges » und hyperprimires mw zu beweisen, 
sind die hyperprimiren Zahlen und Ideale zu betrachten (§ 6). SchlieB- 


lich fiihrt dann die Betrachtung der Normenrestsymbole (**) fiir die in 


| aufgehenden Primideale {; zum Hilbertschen Reziprozititsgesetz (§ 7—-9). 

Damit ist das Ziel der Entwicklungen erreicht und die allgemeine 
Theorie der Reziprozititsgesetze fiir ungerade Primzahlexponenten zu einem 
gewissen Abschlu8 gebracht. In dem dritten und letzten Teile werden 
noch diejenigen ergiinzenden Betrachtungen durchzufiihren sein, die sich im 
Falle der quadratischen Reziprozitatsgesetze (1 = 2) als notwendig erweisen. 


§ 1. 
Die Reziprozitiitsgesetze in beschrinkter Fassung. 

Wir haben zuniichst zwei Sitze abzuleiten, bei denen nur zwischen 
Resten und Nichtresten unterschieden wird, wihrend eine Unterscheidung 
zwischen den verschiedenen Arten von Nichtresten entsprechend den ver- 
schiedenen primitiven /*" Kinheitswurzeln auf Grund dieser Sitze nicht 
méglich ist. Sie sollen deshalb, wie ich bereits friiher bemerkt habe, 
Reziprozitiitsgesetze in beschriinkter Fassung heifen. 

Satz 1. Es sei k ein beliebiger Oberkirper des Kérpers der " Lin- 
heitswurzeln k(§), der e unabhiingige Klassenverbiinde und demnach e unab- 
hdingige singulére Primdrzahlen @,,---+, @, enthilt. Sind v,,---, t, Prim- 
ideale aus e unabhiingigen Klassenverbiinden in k und ist v ein beliebiges 
Primideal aus k, so kann man setzen 


(1) g=rrt... ry", 


wo @ eine Zahl und t’ ein Ideal aus k bedeutet. Bestimmt man dann, was 
stets mdglich ist, die Exponenten m,,---, m,, sodap 


(2) (3), (i= 1,2,--5¢) 


Tr, 


23* 
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und ist p ein primdres Primideal aus k mit einer zugehdrigen Primérzahl 
a, 80 gilt 
e . .¥ 

(3) (5) tones 9 
wo n + O() ist. 

Zum Beweise beachte man, daB man stets eine singulire Primirzahl @ 
so bestimmen kann, dab 


()— hes s)= 


Ist dann auch (=) = 1, so betrachte man den Kérper (x, Vxo), dessen 


Geschlechter nur einen Hauptcharakter besitzen. Nach den Ausfihrungen 
des § 8 im ersten Teil muf dieser 1 sein. Da nun g Relativnorm eines 


Ideals aus (x, Vxo) wird, folgt (2) =1. Es ergibt sich hieraus in unserem 
Falle die Richtigkeit von (3), wenn man noch beachtet, daB zufolge (2) 





(=>) =1 ist. Ist dagegen (=°) + 1, so bestimme man ein primiires 


rryt. +. me 
Hilfsprimideal p’ so, dab (*) +1 ist, und wihle dann eine zugehérige 
Primiarzahl x’ derart, dab 


ax a" 
(= (Q)=1 
Es ist dann nach dem bereits Bewiesenen sicher 
” 
(F)+1 
und man kann deshalb einen zu / primen Exponenten f so bestimmen, daS 


(tz) 3, (2%) -1,-- (FR) = 


e 


Betrachtet man jetzt den Kérper (_, Vaox! ), so existieren in ihm genau 
zwei Hauptcharaktere 7,, y,, zwischen denen nach § 8 des ersten Teiles 
eine Relation 

i> x = 1 = (m, und n, zu | prim) 


bestehen muB. Da 9 wiederum Relativnorm eines Ideals wird, folgt daraus 


e\" /@ nef 
(5) (y) aie 
Es ist demnach jetzt (F) +1. Damit ist aber der Inhalt der Gleichung (3) 
vollstandig bewiesen. 


In AnschluB an den Satz 1 formulieren wir noch einen zweiten Satz, 
den wir im folgenden benutzen werden. 








Z, 
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Satz 2. Behdlt man die Bezeichnungen des 1. Satzes bei und sind p 
und p' swei primire Primideale, zu denen als Primdrzahlen x und x’ ge- 
hiren, so gilt nach Satz 1 


(4) H-(a—a)> O-G a) 
won und n’ zu | prim sind. Besteht nun zwischen p und yp’ das Rezi- 
prozitdatsgesetz 
6) (y) = (5) +1 
so ist n=n'(l). Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Kongruenz n= ni'(l) 
die Reziprozitétsgleichung (=) = (=), wenn die Restsymbole (4) einen von 
1 verschiedenen Wert haben. 

Man kann annehmen, daB 
© (s) +1, (t)+1 


weil sonst der Satz selbstverstindlich ist. Man bestimme wieder die sin- 
gulire Primirzahl » und den Exponenten f, sodaB 


an! w an! an! w 
(7) (= ") = 1, = ) wh «0% (**)- 1. 
Im Kérper (k, Vx2x7 @) ist dann wegen der Reziprozititsgleichung 
n x 
G)-G)+2 
das Produkt der beiden Hauptcharaktere 1. Da @ nach (7) Relativnorm 
eines Ideals wird, folgt demnach 


© ($)-(f)-1 


/ 


Setzt man nun zur Abkiirzung 


try 


()-()> G)-( 


Daraus folgt mit Hilfe von (8) 
(Sf) =1 
eS) ex 


so ist nach Annahme 


Da andererseits nach (7) 
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so ergibt sich: 
\f(n—n’) 
(9) (=) = 1. 


T 
Da nach Annahme (=) + 1 und f zu / prim ist, folgt aus (9) 
(10) n =n'(l). 
Um auch umgekehrt zu beweisen, dab aus (10) die Gleichung 


(m x 
(11) (7) = (3) 
folgt, wenn die Restsymbole (4) einen von 1 verschiedenen Wert haben, 


betrachten wir wieder den Kérper (k, Voxx’), dessen beide Haupt- 
charaktere das Produkt 1 liefern miissen, wie jetzt aus (10) und (4) folgt. 
Bestimmt man nun die Charaktere von $8, eines Primfaktors von p, in 


(;, Voux’) , 80 ergibt sich aus der Charakterenrelation die Richtigkeit 
von (11). 


§ 2. 
Uber die Reziprozititsgesetze in Galoisschen Kérpern. 


Um allgemein die Invarianz des Restcharakters der singuliiren Primiir- 
zahlen in bezug auf alle Ideale eines Klassenverbandes zu beweisen, be- 
ginnen wir mit der Betrachtung Galoisscher Zahlkérper k, die den K6rper 
k(€) enthalten. Es stellt sich dabei als notwendig heraus, gewisse Prim- 
ideale zuniichst von der Betrachtung auszuschlieBen, die kurz als ,,Aus- 
nahmeideale“ bezeichnet werden sollen.*) Zu diesen rechnen wir die fol- 
genden. Ist p eine natiirliche Primzahl, so wird sie im K6rper / eine 
Zerlegung 
(12) P = (Pi Po-** Py)” 
erfahren, wo die Primideale p,, p,,---, p, konjugiert sind. Ist nun m 
durch / teilbar, so rechnen wir alle Primideale p, zu den Ausnahmeidealen. 
Da diese Primideale in der Diskriminante des Kérpers k aufgehen miissen, 
kénnen sie nur in endlicher Anzahl vorhanden sein. Mit Benutzung der 
angegebenen Ausdrucksweise formuliere ich jetzt den folgenden Satz, der 
in diesem Paragraphen bewiesen werden soll: 

Satz 3. Ist k ein Galoisscher Zahlkirper, der den Korper der I" Ein- 
heitswurzeln k(§) enthdlt, so gelten in ihm die Beziehungen 


as) @)-1 ()-@) 


*) In diesem Paragraphen wird, auch wenn es nicht ausdriicklich gesagt ist, 
iiberall angenommen, da$ die betrachteten Zahlen und Ideale nicht durch ,,Ausnahme- 
ideale“ teilbar seien. 
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Dabei bedeutet « eine beliebige zu l prime Zahl aus k, die durch kein 
Ausnahmeideal teilbar isi, @ eine singulire Primdrzahl und x eine Primiir- 
sahl eines primdren Primideals », das nicht zu den Ausnahmeidealen gehirt. 

Um diesen Satz zu beweisen, benutze ich eine Verallgemeinerung 
des Eisensteinschen Reziprozitiitsgesetzes, die in k gilt. Bedeutet niimlich 
a eine zu l prime rationale ganze Zahl und a eine Primirzahl eines Prim- 
ideals aus k, so gilt 


(14) (5) = ()- 


Bezeichnet niimlich z die Relativnorm von a in k(€), so gilt nach 
Siitzen, die ich friiher bewiesen habe*), 


, a a a \ bd rd a 
(15) (5). (er G- Gher @ro7 Fhe’ 
Daraus folgt aber die Richtigkeit von (14). 
Den Beweis unseres Satzes fiihren wir nun in drei Abschnitten. 
1. Es sei a = x = q/q'', wo q ein Primideal aus k bedeutet. DaB dann 
(77) 


(2) = 1 ist, folgt bereits aus der Theorie des Klassenkérpers.**) Es ist 


ferner zu beweisen, dab, wenn p ein primires Primideal mit der Primiir- 
zahl aw ist, die Beziehung gilt: 


x bd 
(16) =~} 
Es seien p und g die natiirlichen Primzahlen, die resp. durch p und q 


teilbar sind. Wir setzen dabei p und q als nicht konjugiert voraus, so- 
daB p und q verschieden sind. Es sei ferner 


(17) p= (Par Pa)" Y= (G-Gg-+°Gy)™ (mm und m’ zu J prim). 
Man wiihle dann Ideale p/ und q; so, daB die Ideale 
(18) T= PP) %= qa” 


in der Hauptklasse liegen und daB die Zahlen a, primiir sind. Darauf 
bestimme man ein primires ‘Primideal p* so, dab 


(19) (5) +4, ty) = : ae n), 
ail, (3) = a, 0, °°", 
(j) +1 (R= G28 oe) 


*) Math. Ann. 58, Uber die Reziprozitiitsgesetze usw. § 9, Satz 28 u. 29, S. 24. 
**) Ph. Furtwiingler, Allgemeiner Beweis des Zerlegungssatzes fiir den Klassen- 
kérper, Gott. Nachr. 1911, § 1, Satz LI. 
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und wihle eine zugehérige Primirzahl 2*. Es gilt dann 
G)-@-@)- 6) 
G-@)- Cys 
also auch, da m und m’ zu l prim sind, 

(21) )-G)+s G)-(G)+1 
Daraus folgt nach Satz 2, daB (16) erfiillt ist. ‘ 


Sind p und q relativ konjugiert, so waihle man jetzt ein primiires 
Primideal p*, das nicht mit p konjugiert ist, sodaB 


a) (S)+4 (p+ 


Ist dann 2* eine zu p* gehérige Primiirzahl, so folgt nach dem eben Be- 
wiesenen 


9 a\ ‘a _ x* 

(23) (F) (F) +4 (5+) ({) +1 

und demnach auf Grund von Satz 2 wiederum die Richtigkeit von (16) 
Aus den vorstehenden Uberlegungen folgt, daB in jedem Kérper 


(20) 


ad 


(x, Vau,h) , wo 2, und 2, Primiirzahlen zweier primiren Primideale 
sind, die Charakterenrelation zwischen den Geschlechtscharakteren in der 
Gestalt 


(24) Mi%g¥, °°" = 1 


geschrieben werden kann, wo 7, und 7, die beiden Haupt- und ,, ---, ¥, 
die Nebencharaktere bedeuten; e bezeichnet dabei wie immer die Anzahl 
der unabhiingigen Klassenverbiinde in k. Die Exponenten f, und f, werden 
natiirlich als zu / prim vorausgesetzt. Bestimmt man nimlich ein primires 
Primideal p* mit zugehériger Primiirzahl 2*, sodaB 

A Se 
(25) Ge)—¢, Ge)—o r+s=00, 

ne 

so wird das Primideal p* in (x, Vx+x,/) zerlegt. Bestimmt man dann 
das Geschlecht eines Primfaktors von p*, so ergibt sich, daB in (24) sicher 
die Exponenten von yz, und x, gleich sein miissen. Da sie nicht Null 
sein kénnen, kann man sie gleich 1 annehmen. 

2. Es sei r ein Primideal aus k, dessen Grad zu / prim ist und ferner 
seien t,,---,t, Primideale ersten Grades aus e unabhiingigen Klassenver- 
bainden in k, Wir setzen dann 
(26) amg mtr... rr, 
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wo v ein geeignetes Ideal aus k bedeutet. Man bestimme nun weiter in 
(27) t—rry*--- x 


e 


die Exponenten m, derart, daB fiir jede singulire Primiirzahl @ in k 
. @ — 
(28) (7) =! 


wird. Nach Satz 1 gilt dann, wenn p’ ein beliebiges primires Primideal 
und a’ eine zugehérige Primirzahl bedeutet, 


@ a\" 
(29) G)- Gy 
Bedeutet nun s irgend eine Substitution, die ein Ideal aus k in ein kon- 
jugiertes tiberfiihrt, so gilt auch 


@ s\n 
00 (s)- (2° 
Es ist leicht zu zeigen, daB die beiden Exponenten » und m’ in (29) 


und (30) gleich sein miissen. Bestimmt man nimlich eine singulire Primiir- 
zahl m und einen Exponenten f so, dab die Zahl 


(31) = ox (sa 
die Beziehungen 
(32) (f)=1, (E)=1 (i=1, 2,---,e) 


erfiillt, so wird im Kérper K = (i, Vu) t zerlegt. Wir kénnen dabei an- 
nehmen, daf sowohl (5) wie (*)) von 1 verschieden sei, weil sonst x 
und n’ selbstverstindlich gleich genommen werden kénnen; unter dieser 
Voraussetzung ist dann f zu / prim. Wegen der Beziehungen (32) kommen 
nun in der Charakterenrelation fiir die Geschlechter in k die Neben- 
charaktere nicht vor*) und nach dem, was wir unter 1. gezeigt haben, 
lautet daher die Charakterenrelation einfach 


(33) Mts = 1. 


Bestimmt man daher die Charaktere eines Faktors von ft in K, so folgt 


¢ e o\f 
64) (F) Gey = 
Es ist also auch nach (29) und (30) 


85) (ey (ey /=1 


*) Vgl. Erster Teil § 8. 
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Andererseits ist gemaB der Wahl der Zahl w nach (32) und (28) 
a'\" (sx'\nt 

(36) (=) (F) <= 


Daraus folgt bei unseren Annahmen »=~»’. Bezeichnet man nun die 
Normen von t und rf, resp. mit 1’, r,, so folgt, da (30) auch in die Gestalt: 


se n\n 
-*) (,') + (5) 
gesetzt werden kann, aus (26) und (37) 


(38) (Po) a =) 


Andererseits ist 

ee . 
(39) (= ae ) ‘ae Gx wot =) 
Daraus folgt aber 


(40 ttt: 


Dabei bedeuten die Zahlen m, feste Werte, die nicht von der Wahl von 
p’ abhangen, wihrend » méglicher Weise mit p’ variiert. 
Wiahle ich nun zunichst ein primiires Primideal p’ mit Primirzahl 2’ 


so, daB 


(41) (=) + 1, (":) = 1 (¢=1, 2,---, e), 


so folgt, daB fiir p’ » den Wert 1 hat. Wiihle ich dann ein weiteres 
primiires Primideal p, so, dab 


42) (Z)+1, (=a, (Hn (Ban (an 


so mu sich fiir p, nach Satz 2 derselbe Wert fiir n, also 1, ergeben. 
Aus (10) folgt dann m,=—4g,. In analoger Weise zeigt man 
Hy == Ju, °° *, M— 9%: 


Es gilt also fiir jedes primaire Primideal p mit zugehériger Primirzahl z 


‘ e\  /(*\* @\_ 
as) ()-G)> G)-2 
Wahlt man dann ein primiires Primideal p’ entsprechend (41), das auBer- 


dem die Bedingung (=) +1 erfiillt, so hat fiir p’ und deshalb nach 


Satz 2 auch fiir p der Exponent » den Wert 1. Man kann den zu be- 
weisenden Satz nunmehr leicht fiir den Fall erledigen, daB die Zahl « 
durch lauter Primideale teilbar ist, deren Grad zu / prim ist. Ist namlich 


(44) @= 4, 99°°° Gay 
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so waihle man die Exponenten g\ so, daB die Ideale 

(45) 9, ¥ ssid i g/'= x, (i= 1, 2,--+, m) 
in die Hauptklasse fallen. Es ist dann 

(46) My %_r + %, = aT, 


wo t die /* Potenz eines Ideals bedeutet, und es gilt nach dem eben 
Bewiesenen 


(47) G-e-2)o~ 


Entsprechend zeigt man 


oO (2)-() 


3. Wir haben jetzt noch die Voraussetzung zu beseitigen, daB die 
Zahl @ nur durch Primideale teilbar ist, deren Grad zu / prim ist. Es 
sei also r ein Primideal, dessen Grad durch / teilbar ist, und es mége 
fiir die durch r teilbare rationale Primzahl r die Zerlegung 
(49) r= (rr... 1), m + 0(1) 
gelten, wo die Primideale r, r’,---,r“ verschieden und konjugiert sind. 
Man bestimme nun ein Primideal ersten Grades q so, daB das Ideal 


(50) trqq'=y% 


in der Hauptklasse liegt. Bildet man dann das Produkt der konjugierten 
Zahlen 


(51) y . Y” eee vy, 
so gilt offenbar 
(52) rB=(y 7 --- yO)", 


wo 6 eine Zahl ist, die nur durch Primideale ersten Grades teilbar ist 
(abgesehen eventuell von 7" Potenzen von Idealen, auf die es nicht an- 
kommt). Bestimmt man nun den Exponenten m, so, daB fiir jede singu- 
lire Primirzahl 

@ 
(58) (som) =1 
gilt, so hat man fiir ein beliebiges primires Primideal p’ mit zugehériger 
Primarzahl 2’ 


4 w= (- 


Man zeigt dann in analoger Weise wie oben, daB wenn s eine beliebige 
Substitution ist, die k in einen konjugierten K6rper iiberfiihrt, auch 


(55) ; (5) - (x) 
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gilt und demnach auch 


y® x n 
(56) (=) = (x0 qs) . 
Aus (54) und (56) folgert man 


oD (!) = Gay’ 


Andererseits ist 
(5) — Gps)» 


(58) (“e").. . 


Aus dieser Gleichung folgert man analog wie oben m,n = 1, sodabd 
allgemein 


(69) G)-1, (2)=-G) 


gilt, wenn die angewandten Bezeichnungen beibehalten werden. 
Setzt man nun 


a Yer a % 
tt -+-t, t=, Qty +++ =x, 
so wird 
ex=— 7t, 
wo t die 7* Potenz eines Ideals ist. Dann folgt aber 


G)-G)-G)-G)-"- 


In entsprechender Weise folgert man 


e x 
(5) - (7) 
Wendet man jetzt die Betrachtungsweise am SchluB von 2) an, so ist 
damit unser Satz vollstiindig bewiesen. 


§ 3. 
Betrachtung der Ausnahmefiille. 


Ehe wir den Ubergang zu beliebigen Kérpern vollziehen, ist es not- 
wendig, fiir die im vorigen Paragraphen erwihnten Ausnahmeideale die 
Reziprozitiitsgesetze in gewissem Umfange zu erledigen. Zu diesem Zweck 
haben wir zunichst spezielle Galoissche Kérper zu betrachten, indem wir 
folgenden Satz beweisen: ® 
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Satz 4. Ist r eine von | verschiedene rationale Primzahl, so gelten im 
_ Fa 
Kirper K, = (Ve, Vr) die folgenden Besichungen; 
Q TT A 
(60) (x)=) (x)= (): 
Dabei bedeutet A eine beliebige zu | prime Zahl aus K,, Q eine beliebige 


singuliire Primzahl und &% ein primires Primideal mit zugehdriger Primdr- 
zahl TT, das zu A prim ist. 


Zum Beweise bemerke man zunichst, daB im Kérper (V;) die Be- 
ziehungen (60) ausnahmslos auf Grund au Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen gelten, weil in diesem Kérper auBer den in / aufgehenden 
Primidealen keine Ausnahmeideale existieren, diese aber ohnehin ausge- 
schlossen sind. Wir nehmen nun an, daB im Kérper 


x,,- (Vs, Vr) 


die Beziehungen (60) véllig bewiesen seien und wollen zeigen, daB sie 


FF Fe 
dann auch in x.-(V¢, V;) gelten, wobei n<h sei. Wir setzen 
zur Abkiirzung allgemein 
7 


r=f,. 


Die einzigen Ausnahmeideale, die auBer den nicht in Betracht kommenden 
Fakturen von / in den Galoisschen Kérpern K, existieren, sind die in r 
aufgehenden Primideale. Wir fihren nun den Beweis wieder in drei 
Abschnitten. 

1. Es sei # ein in r aufgehendes Primideal in K,, das im Haupt- 
verbande liegt, und es sei 


RR? = P 
eine Zahl aus K,. Aus der Theorie des Klassenkérpers*) folgt dann 
Q 
(61) (5) -1. 


Es sei weiter $ ein beliebiges primiires Primideal aus K, mit zugehériger 
Primiirzahl TT. Liegt dann $ bereits in K,_,, so kann man TT als Zahl 
aus K,_, gewahlt annehmen und es folgt unmittelbar, wenn man die 
Relativnorm von P in K,_, mit 9 bezeichnet, 


(62) (B)e.7 ($e Ce daam (9) 


*) Vgl. Zitat auf S. 351, FuBnote *). 
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Wie aus (61) folgt, besteht dann die Gleichung 


P TT 
(68) (3) = (x) 
auch fiir eine beliebig gewahlte Primirzahl TI. 

Liegt $ nicht in K,_,, geht aber auch nicht in r auf, so wihle man 
in K,_, ein zu r primes primires Primideal p’ mit zugehériger Primiir- 
zahl x’, das die Bedingungen 


is @ Pid 

( y )+1, (F) +1, (F)+1 
erfiillt, wo x die Relativnorm von TT in K,_, bezeichnet. Es bleibt dann 
p in K, Primideal und man hat daher 


€).-(3), -©, -(2),+1- 


In derselben Weise folgt 
@)- 
P 


@)+n 
sodaB sich nach Satz 2 ergibt 


(64) (&) - @): 


Geht endlich $8 in r auf und ist demnach mit R konjugiert, so wiihle 
man ein primires Primideal $$’, das zu r prim ist, in K, so, dab 


G+, G+ 


Es ist dann nach dem schon Bewiesenen, wenn TT’ eine Primiirzahl von 


9’ bezeichnet 
P Tr TT TT 
(y)-(e) +1 (@)-(g) +1 
und daraus folgt wieder nach Satz 2 das Bestehen von (64). 
2. Es liege eweitens R nicht im Hauptverbande. . 


Man wiihle dann zwei zu r prime Ideale © und ©’, von denen das 
erste ein Primideal ist, so, daB das Ideal 


(65) ROD" A 
in die Hauptklasse fallt. Bestimmt man dann den Exponenten m’ so, dab 
fiir jede singulire Primirzahl Q 


(66) Gan) =! 


wird, so gilt fiir jedes primaire Primideal 8’ mit zugehériger Primirzahl TT 


S ()~ Gee) 
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Ebenso gilt 
OA SéTT \n 
8 my fa! 
(68) (se) (ac~) ‘ 
wenn S eine erzeugende Substitution der Relativgruppe von K, in bezug 
auf K,_, bedeutet. Die Exponenten m» in (67) und (68) miissen denselben 


Wert haben, wie man in analoger Weise wie im vorigen Paragraphen 
unter 2. durch Betrachtung der Charakterenrelation in einem geeigneten 


Kérper (K,, VQ1T(S'T1)’) schlieBt. 
Aus (68) folgt weiter 


S‘A jue. n 
69 -)j=(= ; 
(89) (3 ) (s@ma")) 
und demnach aus (67) und (69) 
ce TT’ \# 
(70) (x) a (<=) ? 
wenn man unter t, q, « die Relativnormen von ff, ©, A in K,_, versteht. 


Liegt nun t in K,_, nicht im Hauptverbande, so gibt es eine singulire 
Primirzahl @ in K,_,, sodaB 





(71) (Pet 1, (2), 7 ae 1. 
Es ist folglich auch 
(73) (x).*% (Go-),.7? 


und demnach, wie durch Vergleich mit (66) folgt, m= m’. 
Liegt dagegen tr in K,_, im Hauptverbande, so setze man 





(73) tré’=o@, qq'=x 

und wihle dann das primiire Primideal ¥ so, dab 
* ex”, (a a 

a G+ ()-@)-1 

Es ist dann nach (70) 

" TT’ TT’ 

(75) (Ga)— ()+1 


Bezeichnet man die Relativnorm von TT’ bez. K,_, mit 2’, so gilt also 


(76 a. nF =) 1 
° ) (= ee ( q ey 
Andererseits ist 


(71) @)..- B).- G)~*- 
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Aus (76) und (77) folgt dann 


(qie)=1 
woraus wieder m =m’ wegen (76) zu schlieBen ist. 

Es sei nun § ein beliebiges zu A primes primires Primideal aus K, 
mit zugehériger Primirzahl TT. $ liegt dann im Hauptverbande, ist also 
nicht mit ®t relativ konjugiert und ist daher zu r prim. Liegt nun $ im 
Kérper K,_,, so folgt wieder direkt durch Ubergang zum Kérper K,_, 


TT A 

(i) o (rn): 
Liegt $ nicht in K,_,, so wihle man ein zu r primes primares Prim- 
ideal $’ in K, so, dab 


(78) +t (+4 (e+! 

Es gilt dann 

(i) (e)-() +4 () = (a) +2 

und = 

(80) (sie) — Cr) 

mit demselben Exponenten » wie in (79). Aus (79) und (80) folgt 
o (§)- y+ 


Es mu8 demnach, wie man durch Ubergang zum Kérper K,_, erkennt, 
m in (81) und also auch in (79) den Wert 1 haben. Dann folgt aber 
nach Satz 2 aus (79) 

A TT 

(7) (x): 


3. Es sei A eine beliebige zu 1 prime Zahl aus K, und 
A=%,--- 
ihre Zerlegung in Primfaktoren. Man bestimme dann zu r prime Ideal- 
produkte Oj" O;', wo die 0; Primideale sind, derart, daB die Ideale 


21,.0)".D;' = A, (6=1,2,--48) 
in die Hauptklasse fallen. Es gilt dann 
AB=A,---A, 


wo B eine zu r prime ganze Zahl ist. Man hat demnach 


()-1, (8-1 (@)-1, @-1. 
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r 





In analoger Weise schlieSt man aus dem Bestehen der Beziehungen 


(x) ~(ri)»— (e) = Gr) 


auf die Giiltigkeit von 
(x) ~ (n) 


wo TT eine Primirzahl eines beliebigen primiren Primideals, das zu A 
prim ist, bedeutet. 

Um im niichsten Paragraphen den Ubergang zu beliebigen Kérpern 
vollziehen zu kénnen, haben wir noch folgenden Satz nétig, dessen Beweis 
wir auf Grund von Satz 4 fiihren kénnen: 

Satz 5: Es sei k ein Galoisscher Korper, der k(§) enthalt. Es gibt 
dann su k einen Oberkirper K, der selbst Galoissch ist wnd in dem folgende 
beiden, Tatsachen gelten: 

1. Es ist 
(82) (5) =1. 


A 
wenn Q eine beliebige singulire Primérzahl aus K und A eine beliebige 
zu | prime Zahl aus K bedeutet. 


2. Fiir ein priméres Primideal % aus K mit zugehiriger Primér- 
zahl TT gilt mit Ausnahme von hichstens einer endlichen Anzahl primirer 
Primideale das Reziprozititsgesetz 


TT A 
(83) (x) = (f): 
Den Beweis fiihren wir wieder in drei Schritten. In der rationalen 
Primzahl r mégen Ausnahmeideale aufgehen und es sei in k 
r=(rr,---t)’, L=l, VU al prim, 


wo die r, verschiedene konjugierte Primideale sind. Man konstruiere dann 
den Kérper 


is he 
(84) K, ~(i, Ve, Vr), 
der offenbar wieder ein Galoisscher ist. Da r die /'* Potenz eines Ideals 
aus k ist, gehen in der Relativdiskriminante von K, bez. k nur Teiler 
von / auf. Es bleiben also die Primideale tr, in K, entweder Primideale 


oder zerfallen in lauter verschiedene Primfaktoren. Wir haben demnach 
in K, die Idealgleichung 


r,=(RR,---R)", Vv aul prim, 


wo die Primideale R, verschieden und konjugiert sind. 
Mathomatische Annalen. LXXII. 24 
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1. Es liege R im Hauptverbande und es sei RR''—P. Bedeutet 
dann ¥ ein primires zur Diskriminante von K, primes Primideal aus K, 
mit zugehériger Primirzahl TT’, fiir das 


5) Qa 
ist, so gilt zunachst 

(86) (rr) = (r) 

und ebenso 

o #)-Gy bade 


mit demselben Exponenten m, wie man auf dem schon wiederholt an- 
gewandten Wege zeigt. Aus (86) und (87) folgt 


r,\ _ (1T\* 
(88) (#) = (;,) +1: 
h rn) 
Bezeichnet man die Relativnorm von TT’ bez. k, = (Ve V;) mit 2’, so gilt 


r n\n 
(?),.- G+? 
Aus dem fiir k, bewiesenen Reziprozititsgesetze folgt demnach n= 1. Dab 


(5) -1 


ist, folgt bereits aus der Theorie des Klassenkérpers. 

2. Es mége ® in K, nicht im Hauptverbande liegen. Man wihle 
dann zwei zur Diskriminante von K, prime Ideale © und ©’, von denen 
das erste ein Primideal ist, sodab 


KO” " a A 
eine Kérperzahl wird. Es sei nun wieder m’ ein solcher Exponent, dab 


fiir alle singuliren Primirzahlen Q 


: f Q 
89 ,;)=1 
( ) ; FP ) 
ist. Es gilt dann fiir ein beliebiges primires Primideal ’ mit zugehériger 
Primirzahl TT’ 


(90) (7) ~ (— y; (7) “ tae) (=3,---,8) 
Daraus folgt 
(91) (wr) =| =) , 

\nB™ 


B = (QQ, --- Ds)"OQ”! 


wo 





d 
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zur Diskriminante von K, prim ist und der Exponent * modulo J zu 


nehmen ist. Aus (91) und dem in k, giiltigen Reziprozitatsgesetz folgt dann 


mo (2) -(). 


Es ergibt sich also 


(93) (“F ) = t: 


Wahlt man nun §' so, daB 


r, B 
(94) +) =1, (w) +1, 
so folgt aus (93) m’= m; es gilt also 


Q 

(x) -1- 
Ferner folgt aus (92), daB fiir jedes primire zur Diskriminante von K, 
prime Primideal, fiir das (4°) + 1 ist, der Exponent m den Wert 1 hat. 


Ist nun $ irgend ein primiires, zur Diskriminante von K, primes Primideal 
mit zugehériger Primirzahl TT, so wiihle man ein ebensolches Primideal 
mit folgenden Eigenschaften: 


(yf)+3, + 


Es gilt dann sowohl im ersten wie im zweiten Falle 
()-(x)» =. (g) -(F)> 
(e) - () 
(n)—(x)> res». (n)=(¢), 


wenn man noch §’ die Bedingungen erfiillen laBt 
A P TT 
(=) +1, resp. (q) +1 und (@) +1, 
was stets miglich ist. 
3. Enthilt die zu 1 prime Zahl A beliebig viele in r aufgehende Prim- 
faktoren, so verfahrt man genau wie bei dem Beweise des Satzes 4 unter 3. 
Durch die vorstehenden Betrachtungen sind wir zu einem durch (84) 
definierten Oberkérper K, von k gelangt. In diesem gelten zwar die 
24° 


und daraus folgt 
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Gleichungen (82) und (83) noch nicht fiir beliebige zu / prime Zahlen A; 
aber wir brauchen doch nicht mehr vorauszusetzen, daB die Zahlen A zu 
r prim seien. Beachtet man nun, da in der Diskriminante von K,, auber 
etwa /, keine anderen Primzahlen aufgehen als in der von k, so erkennt 
man, daB man, wenn man mit den iibrigen in endlicher Zah! vorhandenen 
rationalen Primzahlen ebenso operiert wie es hier mit r geschehen ist, 
man schlieBlich zu einem Galoisschen Oberkérper von k gelangt, in dem 
der Satz 5 vollstiindig gilt. 


§ 4. 


Ubergang zu beliebigen Kérpern, die den Kérper der /‘*" Einheits- 
wurzeln enthalten. 


Auf Grund der Entwicklungen der vorigen Paragraphen kénnen wir 
nunmehr zu beliebigen Kérpern tibergehen, die den Kérper der [ Ein- 
heitswurzeln enthalten und fiir sie folgenden Satz beweisen: 

Satz 6. Ist k ein beliebiger Korper, der den Korper der I" Einheits- 
wurzeln k(€) enthdalt, und @ eine singuldre Primdrzahl aus k, so gilt stets 


(95) (2) =1 
wenn « eine beliebige zu l prime Zahl aus k ist. 
Zum Beweise nehmen wir @ zuniichst in der Gestalt 
= re rears” 
an, wor ein Ideal und r,, t,, tr; Primideale aus k sind. Nach Satz 5 


gibt es einen Oberkérper K von k, der Galoissch ist und in dem die Be- 
ziehungen 


0 )-(), (3) =3 


gelten. Dabei bedeutet $ ein primires Primideal aus K mit zugehdriger 
Primarzahl TT, A eine beliebige zu / prime Zahl und Q eine singuliire 
Primirzahl aus K. Die Giiltigkeit von (96) hért béchstens fiir eine end- 
liche Anzahl von Primidealen $ auf. 

Wir unterscheiden jetzt drei Fille je nach der Anzahl der unab- 
hiangigen Klassenverbinde, die t,, t,, t, in K bestimmen. 

1. t,, t,t, mégen in K zwei unabhingige Klassenverbinde bestimmen. 
Man kann dann annehmen, daB zwei singuliire Primirzahlen Q,, Q, in K 
existieren mit den Eigenschaften 


(eu ()—n (=a 
G)-+ +s @-t 
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Bezeichnet man dann die Relativnormen von Q,, 2, in k mit @,, @,, so folgt 
@, , o 
(2 ),* 1, (2),- 1, (2),- 1, 
@ @, @ 
(3) =1, (2) +1, (%) <1. 
Damit ist aber unsere Behauptung in dem vorliegenden Falle bewiesen. 
2. t,, t,t, mégen in K nur einen unabhingigen Klassenverband be- 


stimmen. Man kann dann annehmen, dab zwei Beziehungen folgender Art 
existieren: 


(97) rr, HR = P,, 


rt — Py, 


wo WR’, R” Ideale und P,, P, Zahlen aus K bedeuten, und daB es eine 
singulire Primirzahl Q in K gibt mit den Eigenschaften 


Q Q Q 
(98) (+h (R)-b (p)=1 
Bedeutet dann § ein primires Primideal aus K (mit AusschluB von 
héchstens einer endlichen Anzahl), so gilt 


P, TT P, TT 
0) ()-@ @)-@ 
TT bedeutet dabei eine zu $% gehérige Primarzahl, die wir infolge von (98) 
so gewihlt annehmen kénnen, dab 
T 
(100) (;.) =1 
ist. Es ist ferner 


TT 
(101) (7) - (—) und (=),- (=), 
wenn man mit a die Relativnorm von TT in k bezeichnet. Bestimmt man 


andrerseits die Exponenten n,, »,, ”,, sodaB fiir jede singulaére Primir- 
zahl @ in k gilt: 


(102) ( : »)=1, 


a ek 


so ergibt sich aus Satz 1 
a ty nae 1% 
(m)- ( eee) 
G - ( ee J: 


Es ist daher auch 


und somit 
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Beachtet man (100), so folgt daraus 
(7) " Cr y 
und deshalb ist nach (99) und (101) 
(s)- (Fe) 
a@ = PmPm A’, 


wo & ein Ideal aus k bedeutet. Durch geeignete Verfiigung iiber § zeigt 
man daher 








Andererseits ist 


(103) M, > My = Ny: Ny. 


Bezeichnet man speziell die Relativnorm von 2 in k mit @, so gilt 


(ae) 7! 
(F)-1, 


w 
; = 1. 
(aaa) 
Beachtet man nun (98) und (103), so folgt 
MN; 2 My? Ny = M,: My: Ms. 
Damit ist auch der zweite Fall erledigt. 
3. Liegen t,, t,, t; in K im Hauptverbande, so setze man 
t Ri! = P, (i= 1, 2, 3), 
wo die Rt, Ideale und die P, Zahlen aus K bedeuten. Es ist dann mit Bei- 
behaltung der bisherigen Bezeichnungen 


()-(n) (-(), 
(=),- Gere) 
Daraus folgt 


PrPsPs\"_ (). 
(104) ( z ) i (3) 
Wenn nun nicht « mit (P™PyPy)", abgesehen von einer /*" Potenz eines 
Ideals, tibereinstimmt, so kann man $ so wihlen, daB (104) zu einem 
Widerspruch fiihrt. 
Daraus folgt 


und wegen 


auch 


andererseits 


N,: My: Ny = M,: Mz: Ms, 
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und 
(105) (2-4 
wenn @ eine beliebige singulire Primirzahl aus k bedeutet. 

Wir kénnen nunmehr auch leicht den Nachweis fiir ein beliebiges 
zu | primes « fiihren. Ist «, abgesehen von einer /*" Potenz eines Ideals, 
durch drei oder weniger als drei verschiedene Primideale teilbar, so folgt 
die Richtigkeit von (105) aus dem Vorstehenden. Denn wenn a durch 
weniger als drei verschiedene Primideale teilbar ist, so kann man Prim- 
ideale des Hauptklassenverbandes nach Belieben als Faktoren hinzufiigen, 
um formal die Dreizahl zu erreichen. Es sei nun 

Gr... ral, 
und wir nehmen an, daB fiir s— 1 in « aufgehende Primidealpotenzen r™ 
der Satz bewiesen sei. Man kann nun stets ein Primideal r’ und Ideale 
a’, a” so bestimmen, daB gilt 
) rrr a"! = B| aie, 
yom’ ym... pmeg” t= y| 


wo t die J Potenz eines Ideals ist. 
Man hat dann 
@ oa 
(F)-1 (F)=1 
und somit allgemein 


08 (2) =1, 


wenn @ eine beliebige singuliére Primirzahl aus k bedeutet. 


§ 5. 
Das Produkt ] J (7) fir primares u und zu J primes v. 
7 


DaB aus der allgemeinen Giiltigkeit von (106) das sogenannte ,,all- 
gemeine Reziprozitiitsgesetz“ folgt, habe ich bereits in § 11 des ersten 
Teiles gezeigt. Man kann dieses Gesetz, wenn / eine ungerade Primzahl 
ist, tibrigens noch in etwas allgemeinerer Fassung aussprechen und auf 
dem friiheren Wege beweisen. 

Satz 7 (Allgemeines Reziprozititsgesetz). Sind « und B zwei zu l und 
zuemmander prime Zahlen eines Korpers k, der den Korper der l* Einheits- 
wurzeln enthilt, und gibt es awei nicht beide durch | teilbare Exponenten a, b, 
sodap «*®° eine primdre Zahl ist, so gilt 

a 
(107) (3) - (2): 
Fiir | = 2 gilt der Satz in dieser allgemeineren Fassung nicht. 
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Um das Endziel unserer Entwicklungen, namlich den Beweis des 
Hilbertschen Reziprozitétsgesetzes zu erreichen, betrachten wir zuniichst 
einen speziellen Fall desselben, der im folgenden bewiesen: werden soll: 

Satz 8. Ist w eine primdre und v eine *beliebige zu 1 prime Zahl des 
Kéorpers k, der den Korper der l" Einheitswurzeln enthiilt, so gilt 


108 IT Ce)-1 
(ww) 
wobei das Produkt iiber alle zu | primen Primideale w in k 2u erstrecken ist.*) 

Sind » und wu relativ prim, so liuft die Aussage unseres Satzes ein- 
fach auf das allgemeine Reziprozititsgesetz hinaus, das bereits bewiesen 
ist. Wir haben daher nur noch den Fall zu betrachten, daB uw und » 
einen gemeinsamen Idealteiler besitzen. 

Es soll zunichst gezeigt werden, daB es auf /* Potenzen von Idealen, 
die in w oder v aufgehen, nicht ankommt, d. h. daB diese durch beliebige 
aquivalente Ideale ersetzt werden kénnen, die zu irgend welchen vorge- 
gebenen Idealen relativ prim sind. 

Es sei 

w= ma’. 


Ist dann a’ ein beliebiges mit a fquivalentes Ideal, das also als relativ 
prim zu einem vorgegebenen Ideal gewihlt werden kann, so gibt es zwei 
ganze Zahlen « und a’, sodaB 


“a= and. 
Setzt man nun 


P a’ \! ’ 
w= w(<) = ma’, 


IT) - IT CS) -IT Cs) -1T Ce) 


(w) (w) (w) (ww) 


so gilt 


Man kann also unseren Satz auch fiir uw’ an Stelle von uw beweisen. 

Wir fiihren nun den Beweis unseres Satzes, indem wir zuniichst von 
einfacheren Annahmen iiber uw und v ausgehen, und von da aus zu den 
allgemeinsten fortschreiten. Es sei also erstens 


u=pna’, v— pra’, 


wo p ein Primideal des Hauptverbandes in k bedeutet. Die Exponenten 





*) Man kann die Voraussetzung fiir diesen Satz ebenso wie bei dem allgemeinen 
Reziprozitategesetz dahin verallgemeinern, daB zwei nicht beide durch / teilbare Ex- 
ponenten a, b existieren, sodaB »*’ primiir ist. 
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m,n” sollen zu 1 und die Ideale a, a’ zu p prim sein. Die Aussage unseres 
Satzes lauft in diesem Falle einfach auf die Reziprozitatsgleichung 


yu” “1 
(a) Gaia) =? 
hinaus. Diese besteht, weil v”/u", abgesehen von J" Potenzen von Idealen, 
auf die es nicht ankommt, eine ganze zu u prime Zahl ist. 
Es sei sweitens 
(109) e=—p"m, v= p"n, 
wo p ein Primideal, und m und n zu p und zueinander prime Ideale sind; 
die Exponenten m und » sollen zu/ prim sein. Da wir in unserem Satze 
uw und v durch beliebige Potenzen dieser Zahlen, deren Exponenten zu 1 


prim sind, ersetzen kénnen, kann man die Exponenten m und m in (109) 
gleich 1 annehmen, also setzen 


(110) w=pm, v—pn. 


Man kann ferner annehmen, daB das Ideal p nicht im Hauptklassenverbande 
liegt, weil man sonst ohne weiteres auf den ersten Fall zuriickkommen 
wiirde. Es gibt also eine singulire Primarzahl @ in k, sodaB 


any (S)+3 (G)+4 (3) +2 


Die Behauptung unseres Satzes liuft nun auf den Beweis der folgenden 
Gleichung hinaus: 


19 eit) -(@)-(By "= 
wobei der Ausdruck - 
-)-@) 


za setzen ist, wenn 9, 6 zwei zu p prime ganze Zahlen bedeuten, sodaB 
9/6 = v/p 
ist. Da @ die /* Potenz eines Ideals ist, kann man v ohne weiteres durch 
v@* ersetzen und daher annehmen, dab 
v/ 
(113) (i) =—1 
sei. Es ist dann zu zeigen, daB auch 


ang (=) (ey "= 


m n 


ist. Zum Beweise betrachte ich den Kérper K—(k, Vuv), in dem p 
und v'~! zwei gleichartige singuliére Primirzahlen werden, d. h. zwei 
solche Primarzahlen, die sich nur durch die /* Potenz einer Zahl von 
einander unterscheiden. 
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Bedeutet nun w’ eine mit mw gleichartige singulire Primiarzahl, die zu 
pw und » relativ prim ist, so hat man, wenn in K 


p= FF, m=M, n= 
(3) 1 

(Fz) ~ (wean) -! 
(115) (gts) = 1. 
Andererseits ist ; - be 

(se) (i) ~ Ge ‘ 

(iz) = (x) = (ae 
Es folgt somit aus (113) die Gleichung (114), die wir beweisen wollten. 


Wir betrachten drittens den allgemeinsten Fall, daB v eine beliebige 
zu / prime und uw eine primare Zahl aus & sei und setzen 


wird, nach (113) 


folglich wegen 


My. Me My 


u=?), Py sed» m, 
y= pr py +: pn, 
wo die p,, ~,, ---, p, verschiedene Primideale bedeuten und m und n Ideale, 


die zu den p und zueinander prim sind. Es soll also s verschiedene Prim- 
ideale geben, die gleichzeitig in u und v aufgehen. Wir wihlen nun, was 
stets méglich ist, zu w und »v prime Ideale p,, m;, m”’, von denen die p, 
Primideale sein sollen so, dab folgende Beziehungen gelten 
pepe mt! = a, (i= 1,2, +8), 
p”. » po" nm” - v’, 
; Ce or ee 2 
dabei bedeutet + die I Potenz eines Ideals. Es ist demnach 
* (v, ' (VT, ' (My My- ++ ,v', 
IT (eo) -TT Ce") -1T Ca) 
(w) (w) (w) 
Da v’ zu w prim ist und da nach dem zuvor Bewiesenen 


IT Ce) -1, (i= 1,2, -+,5) 


(w) 
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so folgt die zu beweisende Gleichung 
"(vu 
IT Ge) -+ 
(w) 


Auf Grund des allgemeinen Reziprozitiitsgesetzes kann’ man auch 
leicht den Satz iiber die Existenz der Geschlechter in folgender Fassung 
beweisen: 

Satz 9. Ist k ein algebraischer Zahlkirper, der den Korper der 
Einheitswurzeln enthilt und e unabhidngige Klassenverbinde besitet, und ist 


u eine primire Zahl aus k, so existieren im Korper K =(k, Vn) genau 
l’-* Geschlechter, deren Charaktere eine Relation 

(116) MMe Ue MU = 1 

befriedigen. Dabei hat r, R, 7;, ¥, die im § 3 und § 8 des ersten Teiles 
angegebene Bedeutung. Wéahlt man die bei der Definition der Geschlechts- 
charaktere einzufiihrenden Hilfsprimideale t,,---, t, so, dap 

(117) (*) =1, (i=1, 2,---, 6), 


so werden in der Charakterenrelation (116) die Eaxponenten m Null. Sie 
erhdlt demnach die einfache Gestalt 


(118) ee ae Poe © 

in Worten: Das Produkt der Hauptcharaktere jedes Geschlechts ist 1. 
Zum Beweise setzen wir 

(119) w= d*---d%q', (alle ¢, zu 7 prim) 


und die Bezeichnung mag so gewahlt sein, daB d,,,,---, 0, unabhingige 
Klassenverbiinde definieren. Man setze dann 


(120) ; 
a‘) 1 


es a?) 
bd '*'...b' g =e, 


s “stl 


und wihle ein primiires Primideal p so, daB 


é e é é é, ; 
ca21) (4) =e, ---, (C*) =, Pa )a, +, (G)=1 (mnt prim, 
wo £,,--*,§, ein System von /" Kinheitswurzeln mit der Eigenschaft 
(122) a 


bedeutet. Man kann nun eine zu p gehdérige Primiirzahl 2 so wihlen, dab 
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x na 
~ Cow baba (3 ba 
wird, wihrend nach dem Reziprozititsgesetz 


(124) (&)- (GE) EF) Geet 


wird. Da andererseits nach (119) und (120) uw mit d,-6,---d,, abgesehen 
von einer /**" Potenz eines Ideals, iibereinstimmt, so folgt aus (121) und (122) 


u 
(5) me. 
Es zerfaillt daher p in K in / verschiedene Primfaktoren, von denen einer 


§ sei. Bestimmt man die Geschlechtscharaktere fiir $, so folgt bei Wahl 
von x gemaB (123) 


(125) i= (G) = os “*) i (5) _ +H Y= 1, a ¥,.= 1. 
Da nun sicher zwischen den Charakteren eine Relation 
hs Wen At 
bestehen muB, so folgt aus (125) und (122), dab 
Seg ** 1s, 


sein muB. Der gemeinsame Wert der m,; kann daher gleich 1 angenommen 
werden, sodaB die Charakterenrelation die einfachere Gestalt (116) annimmt. 

Wihlt man die bei der Definition der Geschlechtscharaktere zu be- 
“ putzenden Hilfsprimideale r, so, dab 


os 
(j)-1 
so folgt wie in § 8 des ersten Teiles, dab m,=—---—m,=0 sein mub, 
sodaB sich in diesem Falle die Charakterenrelation (118) ergibt. 


§ 6. 
Die hyperprimiiren Ideale. 


Ich behalte hier die Bezeichnungen bei, die ich in eimer an anderer 
Stelle erschienenen Arbeit*) benutzt habe. Es sei also {= 1— £ und 


{—fi... fs 





*) Ph. Furtwiingler, Allgemeiner Beweis des Zerlegungssatzes fiir den Klassen- 
kdrper, Gétt. Nachr. 1911, § 3—5 
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die Zerlegung von [{ in Primideale im Kérper k. Unter den Idealen [, 
mogen [,,,,,--+,l, umabhingige Klassenverbinde definieren; man setze dann 
i-1 al’) (i) 


2” " 


eo lega  L aaa, (GH 1,2,--+, 25 oe — 2). 
Auf Grund dieser Festsetzungen geben wir dann die Definition: 


Definition. Ein Ideal a heift hyperprimir, wenn es primar ist und 
die Bedingungen 


(*)—1 (G@=1,2,-+., 2) 


befriedigt. Es muB also jede Zahl in k, die, abgesehen von 1" Potenzen 
von Idealen nur durch in | aufgehende Primfaktoren teilbar ist, I" Potenz- 
rest von Q sein. 


Die Definition einer hyperprimiren Zahl bleibt wie friiher. Es gilt 
nun wieder der friihere Satz: 


Satz 10. 1. Ist « eine hyperprimidre Zahl, so ist («) ein hyperpriméires 
Ideal. 
2. Ist a ein hyperprimdres Ideal, so kann man 
a=aa'? 
als hyperprimdre Zahl wéhlen. 
Ist @ eine hyperprimire Zahl, so werden im Kérper K = (k, Va) alle 
Primideale [, zerlegt, also auch die Zahlen 4; Relativnormen von Idealen. 


Bestimmt man die Geschlechtscharaktere dieser Ideale, so folgt ohne 
weiteres 


(CH) <1, (= 1,2,--4#), 


wenn é, eine geeignete / Potenz eines Ideals bedeutet. Da nun (=) = 1, 
so ergibt sich 


(*)=1 (i=1, 2, +--+, 2’), 


womit der erste Teil unseres Satzes bewiesen ist. 
Um auch den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, wiihle man zu- 
nichst 
a* = aq! 


als primaire Zahl. Wie ich an der zuletzt zitierten Stelle*) gezeigt habe, 
gilt dann eine Kongruenz: 


26 ee ee a SP eee sf eee wae Kee oa wast. gitett 
(126) a* = & en % x @, @» my ay B t U , 


e- 


*) § 4, Gleichung (29). 
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Da a«* primar ist, muB in (126) 


f ee 
sein. Setzt man dann 
so t—w. I= l-yy 
a= ato" --- a," mee 
z 1 2 


so ist @ eine hyperprimare Zahl und aus 


(=) =1 (i=1, 2,-+,, 2’) 
folgt dann 
y=: =y,= 00. 
Da @,,---, @,, [ Potenzen von Idealen sind, ist demnach « eine Zahl 
der gewiinschten Art. 
Auf Grand der vorstehenden Ausfiihrungen kénnen wir noch folgenden 
Satz aussprechen: 


Satz 11. Ist w eine hyperprimdre und v eine beliebige Zahl aus k, 
so gilt 


az IT(e)-» 


(mw) 


wo das Produkt iiber alle zu | primen Primideale w aus k zu erstrecken ist. 
Ist v eine beliebige Zahl, so kann man stets setzen . 


vo =Ai--- Ut’, 
2 


wo 6 und +t /* Potenzen von Idealen bedeuten und vw’ eine zu | prime 
Zahl aus k. Es ist dann 


am IT C)-1T Cs") 2") Te") 


(w) (w) (mw) (w) 


IT es!) 


(w) 


Da nun 


weil nach Annahme uw hyperprimar und deshalb 


4, 

()-1 
ist, und da nach Satz 8 auch das letzte Produkt in (128) den Wert 1 
hat, so folgt aus (128) die Richtigkeit von (127). 
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g 7. 
Uber die Komplexe des Hauptgeschlechts. 


Um die Entwicklungen spiter nicht unterbrechen zu miissen, be- 
trachte ich in diesem Paragraphen die Komplexe des Hauptgeschlechts in 
einigen besonderen Koérpern K (Vu , k), um nachzuweisen, daB sie sym- 
bolische (S—1)* Potenzen von Komplexen sind, wenn S die Substitution 
Vu\¢Vu bedeutet. Unsere Behauptung wird bewiesen sein, sobald wir 
‘zeigen kénnen, dab in den betrachteten Kérpern die Anzahl der ambigen 
Komplexe A gleich der Anzahl der Geschlechter G ist. Denn es gilt, 
wie sich friiher ergeben hat*), 

Af - Gf, ? 
wenn f die Anzahl der Komplexe des Hauptgeschlechts ist und f’ die 
Anzahl derjenigen unter ihnen, die (S—1)* Potenzen von Komplexen sind. 

Es sei nun erstens » = a Primirzahl eines primaren Primideals. Es 
ist dann, wie ich im ersten Teil**) gezeigt habe, a=e. Andererseits 
existieren /* Geschlechter. Denn wihlt man die bei der Geschlechts- 
bestimmung benutzten Primideale t,, ---, t, so, dab 


| E-a- (as 


was im folgenden immer geschehen soll, so erhialt der einzige Haupt- 
charakter, der in unserem Falle existiert, den Wert 1, wihrend die 
e Nebencharaktere alle méglichen Werte annehmen kénnen. Man erkennt 
dies, wenn man das Geschlecht der in r,, ---, r, aufgehenden Primfaktoren 
ermittelt und beachtet, daB uw keine singulire Primiarzahl ist. Damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Es mégen zweitens zwei Primideale in der Relativdiskriminante von 
K (Vu, k) aufgehen. Wir betrachten hier folgende Fille: 

a) w= x= q"q"', wo q ein nicht primires Primideal bedeutet und n 
zu l prim ist. AuBer q mége in der Relativdiskriminante der in | ent- 
haltene Primfaktor [, aufgehen. 

Es gilt in diesem Falle 


(129) ax<2+v—m'—1+e. 
Da q nicht primiir ist, muB eine Einheit « oder eine /* Potenz eines 
Ideals ¢’ existieren, sodaB 


(<) +1 oder (<) + 1. 


*) Math. Ann. 58, Uber die Reziprozit&tsgesetze usw., Satz 14. 
**) Erster Teil, § 2. 
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Tritt der erste Fall ein, so folgt 
v<m'—1, 
a<e. 
Es ergibt sich daher a=e, weil a nicht unter diesen Wert herunter- 


gehen kann, wenn der Kérper K in bezug auf k verzweigt ist. 
Im zweiten Falle sei 


Das Ideal j kann dann in K weder in die Hauptklasse iibergehen noch 
einem Ausdruck 


(130) j=—A-! 
gleich werden, wo A eine Zahl und J ein Ideal aus K bedeuten. Denn 
aus (130) wiirde folgen 

én = N,(A), 


wo 7 eine Hinheit aus & ist. Es wiirde sich also ergeben 


N,(A e & 

r= ; -F)- (;): 
weil alle Einheiten in k Reste von q sind. Das widerspricht aber unserer 
Annahme. Es gibt daher eine Klasse c* in k, deren /* Potenz in die 
Hauptklasse fallt und die in K doch nicht der (S—1)*" Pogenz einer 
Klasse aquivalent wird. Es kann daher héchstens e — e,— 1 unabhingige 
ambige Komplexe ohne ambige Klasse geben, sodaB statt (129) die schirfere 
Ungleichung 

ax<2+v—m—1+e-1 


gilt, aus der wegen v < m’ 


folgt. 

re die Anzahl der Geschlechter mindestens /’ ist, weil die Neben- 
charaktere alle méglichen Werte annehmen kéunnen, so ist unser Satz fiir 
den Kérper (Vx, k) bewiesen. 

b) w=a*=p"p". Es sei p ein primires Primideal und m zu / prim. 

Die Zahl x* sei nicht primar und so beschaffen, daB neben p noch |, in 
der Relativdiskriminante von K(//x*, k) aufgeht. Es ist dann nach (129) 
(131) a<e+l1. 


Da die Relativdiskriminante von K nicht zu / prim ist, ist unsere friihere 


Definition des Geschlechtes zu ergiinzen. Ist 3 ein Ideal aus K und j 
seine Relativnorm, so setze man 


ase 


s Wy Werrl 


jt, ies, ey =, 
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sodaB v eine Zahl aus k wird und setze dann 
(=), , oe gre 


als Charaktere von 3 an. Die Bestimmung der Charaktere ist offenbar, 
da » primir ist, von der speziellen Wahl von vy unabhiingig Das Haupt- 
geschlecht hat lauter Charaktere 1. 

Es existieren nun sicher /**+' Geschlechter. Denn zuniichst gibt es 
e unabhiingige Geschlechter, weil die e Nebencharaktere alle méglichen 
Werte einnehmen kénnen, wihrend zugleich der Hauptcharakter den Wert 1 
hat. Bestimmt man ferner ein Primideal gq so, dab 


G)-1 +s Qaw Gas 


wo x eine Primirzahl von p und @,,---,@, e unabhingige singulire 
Primarzahlen in k bedeuten, so liegt q im Hauptverbande und wird in K 
zerlegt. Ist O ein Faktor von q, so erhalten alle Nebencharaktere fiir 0 
den Wert 1, wihrend der Hauptcharakter von 1 verschieden ist. Denn 
setzt man 


qq''= x, 


x a 
() - (7) +t 
Es existieren daher in K mindestens /*+' Geschlechter, womit mit Riick- 
sicht auf (131) dieser Fall erledigt ist. 
c) w= p"f'a’. Es sei p ein primiires Primideal, die Exponenten n 
und m zu / prim und w so beschaffen, daB in der Relativdiskriminante 


so wird 


von K(j/u, k) nur p und {, aufgehen, woraus wieder 
ase+l1 
folgt. Definiert man die Geschlechtscharaktere analog wie oben, so ist leicht 
zu zeigen, daB mindestens /'+* Geschlechter existieren. Setzt man niimlich 
ppi= a, 
wo x primar gewihlt werden soll, und bestimmt ein primires Primideal p 
so, daB . 


(<1, (5)+8 
@)-()+4 


wenn z eine Primirzahl von ) bedeutet, daB fir einen Primfaktor % von 


p in K der angegebene Hauptcharakter von 1 verschieden ist, wihrend 


alle Nebencharaktere den Wert 1 haben. Ebenso kénnen wieder um- 
25 


so folgt aus: 


Mathematische Annalen. LXXII. 
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gekehrt die Nebencharaktere alle méglichen Werte annehmen, wihrend 
der Hauptcharakter den Wert 1 hat, sodaB sicher /**+* Geschlechter exi- 
stieren. Damit ist aber auch dieser Fall erledigt. 


g 8. 
Das Normenrestsymbol (") . 


i 
Beziiglich der Definition des Normenrestsymbols (=*) kénnen wir 
é 


auf die friiheren Entwicklungen verweisen.*) Ebenso kénnen wir einige 
friiher bewiesene Siitze direkt iibertragen, weil bei ihrem Beweise nicht 
vorausgesetzt ist, daB die Klassenzahl des Kérpers k zu | prim sei. Von 
diesen seien besonders die folgenden genannt:**) 

Satz 12. Sind v und uw zwei beliebige ganze Zahlen aus k und ist v 


Normenrest des Kérpers K(V/u, k) nach {,, so ist 


("i") -1. 
Satz 13. Es ist stets 
(i)-(Cit) me Cf) - (Ci): 
p= pal (Lit +2), 9 am v' p(ipitt+") 


und w und v durch \%, resp. 1) teilbar sind. 
Die erste Gleichung folgt direkt aus der Definition des Symbols 


(” *); die Richtigkeit der zweiten erkennt man auf folgende Weise: 


I, 
™ =-3 fo! , 
C= Gey Cr) = Ge): 
Wir schicken ferner noch folgenden Hilfssatz vorweg: 
Satz 14. Ist x die Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl des 
Korpers K(Vu, k), so ist x Normenrest von K nach jedem Primdeal in k. 
Es sei 





wenn 


“-¥(8), 


wo A,B zwei ganze Zahlen aus K bedeuten. Es soll gezeigt werden, 
daB dann x Normenrest von K nach einem beliebigen Primideal w in k 
ist. Ist B zu w prim, so kann man die ganze Zahl B’ in K so be- 


stimmen, daB 
BB’ =1(w’), 


*) Ph. Furtwingler, Uber die Reziprozitiitsgesetze usw., Math. Ann. 58, § 14. 
**) Vgl. das vorige Zitat § 15. 
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wo N einen beliebig groBen Exponenten bedeutet. Es gilt dann 
x = N,(AB) (w*), 

and es ist folglich x Normenrest von K nach w. 

Wir wollen nun zeigen, dab man stets B zu w prim wihlen kann. 
Beziiglich des Verhaltens von w in K sind drei Fille zu unterscheiden; 

1. Es mége w in K Primideal bleiben und B genau durch w” 
teilbar sein; es ist dann A ebenfalls durch w” teilbar. Ist nun B, eine 
genau durch Ww” teilbare Zahl aus K und B, durch mt teilbar und zu w 
prim, so schreibe man fiir den Bruch 


AB, 

A 8B, 

B~ BB, 
B, 


Zahler und Nenner sind dann wieder ganze Zahlen und der Nenner zu 
Ww prim. 

2. Wird w = @ in K die {* Potenz eines Primideals und ist B ge- 
nau durch YW” teilbar, so ist auch A durch YW” teilbar. Man beseitigt 
dann den gemeinsamen Faktor wie unter 1. 

3. Zerfallt w in K in 1 verschiedene Primfaktoren 


i gyi ts+.- +e? 
und ist A durch 9°*%5+'"+%-1""" ong B durch @B°t?S*:+4-19~" 
teilbar, sodaB die Quotienten zu w prim sind, so ist 
At at--+-+4_,2b4+5,4+---+5_,- 


Wir nehmen jetzt, was gestattet ist, an Stelle von 4 den Bruch 
Se 
B Sr B’’ 


da er dieselbe Relativnorm wie > besitzt und wihlen fir [ eine Zahl, 


die durch W°*%5*""*+%-15" teitbar ist, wihrend der Quotient zu w prim 
ist. Die ganzen positiven Zahlen c, bestimmen wir gemaéB den Un- 
gleichungen 

GM +% Sh +6.1, 


(182) ee ee 


%_,+6_;25_,+6_2, 
was stets méglich ist. Denn setzt man 
b,—a,= d, 
26* 
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und wahit 
& =4+G_1, 
te =—d,+4,+6_,, 


Ge Qt+d,+---+4_.+6.1, 


indem man ¢,_, einen so groben Wert gibt, daB alle c, positiv werden, 
so ist (132) erfiillt, weil Sd, nach Annahme Null oder negativ ist. Durch 
(132) erreichen wir es offenbar, daB, wenn man 

B’ = BB’ 
setzt, wo B zu w prim ist und BW’ nur in w aufgehende Primfaktoren 
enthilt, dann auch A’ durch %’ teilbar ist. Den gemeinsamen Faktor BW’ 


von A’ und B’ kann man dann wie unter 1. beseitigen. Damit ist unser 
Satz vollstaindig bewiesen. 


Wir wollen jetzt die Umkehrung des Satzes 12 beweisen: 


Satz 15. Sind v und uw zwei beliebige ganze Zahlen aus k, von denen 
die zweite keine |” Potenz einer Zahl ist, und ist 


(1) me, 


so ist v Normenrest von K(V/u, k) nach ,. 
Wir fiihren den Beweis fiir {;=1,. Es sei w genau durch {{ und » 


durch {' teilbar.*) Man bestimme dann ganze Zahlen u*, v* entsprechend 
folgenden Kongruenzen: 


p® ax p(C*****), v= offi**+*) | 
Ophea Geet... tee), mae a(t... gh 
und setze 

u* =m, v= (i'n, 
wo m und n zu / prime Ideale sind. Man bestimme ferner ein Prim- 
ideal p so, daB mp” (m zu l prim) ein hyperprimires Ideal wird und 
wihle dann, was stets méglich ist, die Zah! 


I-—n il 


a=C pq 
so, daB a eine hyperprimiire Zahl wird. Es geniigt dann zum Beweise 


unseres Satzes zu zeigen, daB »* Normenrest von K’(/z, k) nach [, ist. 


*) Man kann von vornherein annehmen, daS g und h kleiner als 7 sind, weil 
man [* Potenzen von Idealen durch beliebige I'* Potenzen von Idealen ersetzen kann, 
ohne da8 sich an dem Beweise etwas indert. 
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Wir zeigen zu diesem Zweck zunichst, daB man stets eine ganze Zahl A 
in K’ so bestimmen kann, daB sich der Bruch 


v* 


NY, (A) 
in der Gestalt 2 darstellen liBt, wo @ und o zwei zu | prime Zahlen 


aus k bedeuten. Wird [, in K’ zerlegt, so ist dies evident, da »* zu 
{,,---+, [, prim ist. Bleibt l, in K’ Primideal, so wollen wir zeigen, dab 
h =O und daher »* auch zu [, prim ist. 

Soll {, in K’ Primideal bleiben, muB g = 0 sein und z sowie u* eine 
primire, aber keine hyperprimiire Zahl sein. Es ist dann 


1 6-6) - 
und daher: 


a3 IT (é)-» 


(ww) 





Wir nehmen nun an, daB h von Null verschieden sei und setzen dann: 
VEAS +++ A = Aby's, 
wo ¢,---, €, geeignete Exponenten bedeuten, von denen der erste zu 1 
prim ist; »’ ist ebenfalls zu 7 prim und rt die J Potenz eines Ideals. 
Da wegen (133) a hyperprimir nach [,,---,[, ist, werden [,,---, [, 
und somit auch /,,---,4, im Kérper K’ Relativnormen von Idealen. Da 
in K’ nur ein Hauptcharakter mit dem Wert 1 existiert, folgt 


G)-ITCs)-1 G28 


(tv) 


Mit Riicksicht auf (134) folgt dann 


fF (A+) ee) 


() (w) 


a, 
(3) sais 
Es miiBte daher p ein hyperprimires Ideal sein und man kénnte daher 


eine l* Potenz eines Ideals @ so bestimmen, daB wa eine hyperprimire 
Zahl wird. Die Zahl o ist dann eine singuliire Primirzahl, die nicht hyper- 


primir nach [, ist. Dies Primideal {, bleibt daher in K” (i/o, k) Primideal. 
Andererseits gilt nach Satz 11 


IT ("0") = 


(w) 





und somit 
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woraus mit Riicksicht auf (134): 
‘/*,@ @ 
TT Ge")-1 oder (G)=1 
folgt. Es liegt daher n in einer Untergruppe der Klassengruppe von k, 
die, wie der Zerlegungssatz fiir den Klassenkérper lehrt, dadurch charakteri- 
siert ist, daB alle Primideale aus ihr in K” zerfallen. Da wegen v* =[,'n 
auch |, dieser Untergruppe angehért, miiBte auch {, in K” zerfallen. Wir 
kommen somit zu einem Widerspruch, der nur fortfallt, wenn wir h = 0 
setzen. Es laBt sich also in jedem Falle eine ganze Zahl A aus K’ so 
bestimmen, dab 
‘ ”* @ 
ate N\A)” 6 
wird, wo @ und o zwei zu [ prime ganze Zahlen aus & sind. 
Man bestimme nun ein Primideal q so, dab 


a6 @)=3, 


und daB go'-'q”™ (m zu | prim) ein hyperprimiires Ideal wird, und nenne 
eine zugehérige hyperprimire Zahl go’-*x. Wir wollen jetzt zeigen, dab 
x stets Relativnorm einer Zahl aus K’ ist, was zum Beweise unseres Satzes 
geniigt. Denn nach Satz 14 ist dann x und folglich auch go'-' Normen- 
rest von K’ nach [,; wegen (135) gilt dasselbe von v*. 


Es ist nun 

— (":*) om (2iiee™#) * (< *) si (*.*) -[T (3) 
und daher ” 
asm (s)=1. 


Wegen (136) ist q Relativnorm eines Ideals 0 aus K’, das wegen (137) 
dem Hauptgeschlecht angehért. Man hat daher nach § 7, da der Kérper K’ 
unter die dort betrachteten Kategorien fiillt, 


(138) ; D = A’ 3-4, 

x= N, (A")n, 
wo A” eine Zahl und $ ein Ideal aus K’ und y die /* Potenz eines Ideals 
aus k bedeutet. Wir haben noch zu zeigen, daB auch 7 Relativnorm einer 
Zahl aus K’ ist. Zu diesem Zweck gehen wir die einzelnen in § 7 be- 
trachteten Fiille der Reihe nach durch. 


Im ersten Falle war a die Primirzahl eines primiiren Primideals und 
daher in K’ 


ae, v=m’. 
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Ferner existieren in diesem Falle, wie ich friiher gezeigt habe, genau 
e—eé, unabhiingige ambige Komplexe ohne ambige Klasse. Es ist daher 
jedes Ideal aus k, dessen /'* Potenz in k in die Hauptklasse fallt, in K’ 
der (S—~1)*" Potenz eines Ideals fiquivalent. Man kann daher statt (138) 
schreiben 


D = AWS) 
und folgert daraus 


(139) x= N,(A’)- 0, 


wo jetzt 74 eine Einheit ist. Da wegen v = m’ jede Einheit Relativnorm 
einer Zahl K’ ist, gilt 
x= N,{A), 


wo A eine Zahl aus K’ bedeutet. 

lm Falle 2a) ist p ein nicht primires Primideal, sodaB entweder eine 
Einheit « oder eine J” Potenz eines Ideals «’, die keine Einheit ist, existiert, 
die von p Nichtrest ist. Existiert eine Einheit ¢ mit 


& 
(3) +! 
so ist vm’ —1. Es ist nun 
a < a* + (v—v*) + (e—e,) 
und daher wegen a =e 


a®* + (v—v*) >e,. 
Andererseits gilt 


a* + (y—v*)<t+u—m +e,—-l=e,+v—m' +1. 


Es ist daher 
v=m.—1, a*+(v—v*)=e,, 


d. h. jede Einheit 7, fiir die 
n =— 
(3) =! 


ist, ist Relativnorm einer Zahl aus XK’ und ferner existieren in K’ genau 
e—e, unabhingige ambige Komplexe. Aus dem letzten Umstand folgt 
eine Beziehung 


D = A YS, 
x= N,(A)-n, 
wo » eine Einheit aus & ist. Es gilt nun 
om (2%) a (MAD) (0 
1=(Z) ( > (5) 


sodaB » und daher x Relativnorm einer Zahl aus K’ werden. 


und daher 
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Existiert eine /* Potenz eines Ideals «’, die keine Einheit ist und die 


Beziehung 
(5) +1 


erfillt, so gibt es in K’ héchstens e— e, — 1 unabhingige ambige Kom- 
plexe ohne ambige Klasse, wie in § 7 gezeigt ist. Es gilt dann 

a < a* + (v—v*) + (e—e,—1). 
Wegen a =e, folgt daraus 


a*® + (v—v*) >e, +1. 
Andererseits ist 


a®* + (v—v*)< v—m' +e,4+1. 
Es ist daher 


v=m', a*+(v—v*)=—e4+1 
und es existieren auch wirklich e—e,—1 unabhiingige ambige Kom- 
plexe ohne ambige Klasse. Aus dem letzten Umstande und wegen v =m’ 
folgt, daB jede l'* Potenz » eines Ideals, welche in der Hauptklasse 
liegt und 
(3) =! : 


erfillt, Relativnorm einer Zahl aus K’ wird. Nach (138) ist 
x= N,(A")-4 


B) 2. (MAD). (9). 
1=(5)- >") -G) 
7% und somit auch x sind daher in dem vorliegenden Falle Relativnormen 
von Zahlen aus K’. 


In den Fallen 2b) und 2c) war a=e+1. Es folgt dann aus 
a < a*® + (v—v*) + (e—e,) 
a* + (vp—v*) >e,+1. 


und wegen (137) 


Andererseits ist 

a®* +v—v®*<v—m'+e,+1. 
Daraus ergibt sich 

v=m, a*+(v—v*) =e, +1, 
und es existieren in K’ genau e — e, unabhingige Komplexe ohne ambige 
Klasse. Daraus kann man entnehmen, daB jede / Potenz eines Ideals, 
welche in der Hauptklasse liegt, Relativnorm einer Zahl aus K’ wird. 
Man schlieBt dann dasselbe fiir x wie oben. 

Dann ist aber der Beweis unseres Satzes vollstindig erledigt. 
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§ 9. 
Das Hilbertsche Reziprozititsgesetz. 


Es gelingt jetzt ohne Miihe, das Hilbertsche Reziprozititsgesetz all- 
gemein fiir ungerade Primzahlexponenten 1 zu beweisen. 


Satz 16. (Hilbertsches Reziprozititsgesetz). Sind w, v zwei beliebige 
ganze Zahlen aus k, so ist 
My» 
[l(v)-1 


(w) 
wenn das Produkt II iiber alle Primideale w in k erstreckt wird. 


Beweis. Es sei u=[;'---{? m und m zu [ prim. Bestimmt man 
dann z ganze Zahlen u,,m,,---,u, in k gemaiB den Kongruenzen: 


#1, =#, we =1,--54,= 1(ua+!+9) 
#,=1, .= By: >p, we (Cet***), 
uw, =1, wp, =1,--, pe, =p (Cott?) 


wo g eine ganze Zahl ist, die nicht kleiner ist als irgendeine der Zahlen 
lg,,-++,lg,, 80 befriedigt die Zahl 


mw = (My My w,)'? 


sicher die Kongruenz 


uw’ = eer’re ys o™ 
und w’ enthilt die Faktoren [,,---,{, nur in J" Potenzen 
w= (1 ers ("*)' (m’ zu f prim). 


Ist dann A eine genau durch c. + (” teilbare Zahl und « eine zu / prime 


a 
durch ——— 
I. 9 


s °° ek, 


. teilbare ganze Zahl, so ist 


” ,{a\! 
u” =u’ (t) 


zu 1 prim und befriedigt die Kongruenz 


a” = (u =) (o**. oa gees) . 


Es ist also uw” eine hyperprimire Zahl und deshalb nach Satz 11 
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ITE) 


(1) 


bi eep yr? 
-|] (206, = tt.) ) 


-[T¢s) Icey" Tes)" 


\2 





“TT Gs) Ge) Fé) 
(1w) 
®, 
-IT (2) 
(vw) 
In dem bewiesenen Satze sind als spezielle Fille die folgenden Sitze 
enthalten: 

Satz 17. (Allgemeines Reziprozitiitsgesetz.) Enthdlt der Kirper k eine 
primitive l* Einheitswurzel, wo | eine ungerade Primzahl bedeutet und sind 
L,--+l, die in l=(1—§) aufgehenden Primideale, so gilt fiir zwei be- 
liebige zu 1 prime Zahlen a, B aus k 


©). (£)°*.. (&%)... (2). 
()- Ce) = Ce) Fe) 
Satz 18. (Erster Ergénzungssatz.) Ist ¢ eine Zahl aus k, die l* Potenz 
eines Ideals ist, so gilt fiir eine beliebige zu 1 prime Zahl a aus k 


¢\-1 &, @ &, a &, a@ 
() =(€)-(¢)--- FP): 
Satz 19. (Zweiter Ergiinzungssatz.) Ist 1 eine Zahl aus k, die durch 
keine anderen Primideale als |,,---,1, teilbar ist, so gilt fiir eine beliebige 


zu | prime Zahl a aus k 
a\-1 ‘de, Oe 1, @ 
G) Ge) Ge) 
Wir haben damit das Ziel unserer Entwicklungen erreicht und die 


allgemeine Theorie der Reziprozitiitsgesetze fiir ungerade Primzahlexpo- 
nenten zu einem gewissen Abschlu8 gebracht. 


3 
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Bemerkungen zum Waringschen Problem.*) 
Von 


Ausrey Kempner in Urbana (U.S. A.). 


Einleitung. 


Ohne Beweis hat Waring eine Behauptung aufgestellt,**) die unter 
dem Namen des Waringschen Problems oft genannt wird, und die folgen- 
des aussagt: 

Jede ganze positive Zahl liBt sich durch héchstens h,, positive m® 
Potenzen additiv darstellen, wo h,, eine endliche, nur von m, aber nicht 
von der darzustellenden Zahl abhiingende Anzahl ist. 

Dieser Satz ist in einer fundamentalen Arbeit von Herrn Hilbert ***) 
bewiesen worden. Der Beweis ist ein reiner Existenzbeweis; der Versuch, 
aus ihm fiir einen gegebenen Wert von m einen Wert fiir h,, wirklich 
herzuleiten, bereilet erhebliche Schwierigkeiten. 

Es bezeichne g,, bei gegebenem m den kleinsten Wert, den h,, an- 
nehmen kann; g,, ist dann durch die Eigenschaften bestimmt: 

I. Jede Zahl ist durch héchstens g,, Potenzen m‘* Ordnung 
darstellbar; 
Il. Es gibt Zahlen, die genau g,, solche Potenzen erfordern. 

Bisher sind explizite Werte fiir h,, resp. g,, in folgenden Fiillen be- 
kannt: 92, 93, Mg, Rs, Nes hz, hg, hy. Im § 6 der vorliegenden Arbeit werden 
Identitiiten mitgeteilt, die Werte fiir h,, resp. h,, aus bereits bekannten 
Werten fiir h, resp. h, herzuleiten gestatten. 

Den Fall m = 3 hat Herr Wieferich in einer bedeutenden Arbeit+) 
behandelt; er beweist, daB g, = 9. (Vgl. jedoch § 3 dieser Arbeit, wo 


*) Auszug aus meiner Dissertation: ,,Uber das Waringsche Problem und einige 
Verallgemeinerungen“, Gittingen 1912. 
**) Waring, Meditationes algebraicae, 3. Auflage, Cambridge 1782, S. 349. 
**) Gott. Nachr. 1909, S.17 und Math. Ann. 67 (1909), S. 281. 
+) Math. Ann. 66 (1909), 8. 95. 
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eine Liicke in Herrn Wieferichs Beweis ausgefiillt wird.) — Im § 5 wird 
die beste bekannte Schranke fiir 4, erheblich reduziert werden. 

Herr Landau*) hat darauf aufmerksam gemacht, daB immer wieder 
Zahlen kommen, die mindestens 15 Biquadrate erfordern, z. B. alle Zahlen 
von der Form 16k + 15, da fiir alle ganzen « entweder «* = 0 mod. 16 
oder at =1 mod. 16 ist. In § 4 beweisen wir u. a., dab auch immer wieder 
Zahlen kommen, die mindestens 16 Biquadrate erfordern. 

Allgemein gilt der Satz: Es kommen immer wieder Zahlen, die 
wenigstens m-+ 1 Potenzen m'* Ordnung erfordern.**) In § 1 werden 
wir zeigen, daB man die Uberlegungen, die zum Beweis dieses Satzes 
fiihren, verschiirfen kann, was uns einige neue Resultate gewinnen laBt. 
Es handelt sich dabei um folgende Fragestellung: Als darzustellende Zahlen 
werden nicht mehr alle natiirlichen Zahlen zugelassen, sondern nur die 
Elemente einer gewissen Restklasse, und es wird eine méglichst groBe 
Zah! H,, (welche natiirlich auBer von m auch von der betreffenden Rest- 
klasse abhiingt) gesucht von der Eigenschaft, daB in der betrachteten 
Restklasse immer wieder Zahlen vorkommen, die mindestens H,, positive 
m** Potenzen erfordern. 

Weiter als mit dem oben erwihnten Satz kommt man in der Frage 
der Restklassen zuweilen mit einfachen Kongruenziiberlegungen (vgl. § 2). 
So folgen fiir m= 3 einige neue Ergebnisse, z. B. der Nachweis, daB in 
jeder Restklasse modulo 9 das betreffende H, > 4 ist. 

§ 7 handelt von dem Fall, daB alle natiirlichen Zahlen nicht aus einer 
festen Anzahl von Potenzen einer gegebenen Ordnung, sondern aus Ele- 
menten einer irgendwie gegebenen Folge von monoton wachsenden posi- 
tiven ganzen Zahlen hergestellt werden sollen. 


§ 1. 
Uber die Darstellung von Zahlen durch n oder weniger positive 
n” Potenzen. 


In seiner Arbeit »Uber die Darstellung der ganzen Zahlen als Summen 
von n*" Potenzen ganzer Zahlen“ beweist Herr Hurwitz:**) Es gibt un- 
endlich viele positive ganze Zahlen, die nicht als Summe von nm oder 
weniger “" Potenzen darstellbar sind.“ 

Herr Hurwitz beweist seinen Satz mit Hilfe der [-Funktion. Bedeutet 
A die Anzahl derjenigen Systeme nichtnegativer ganzer Zahlen x, , x,,---, 2 
die der Bedingung 


n? 


*) Vgl. Hurwitz, Math. Ann. 65 (1908), S. 427. 
*) Hurwitz, Math. Ann. 65 (1908); vgl. auch Maillet, Bull. Soc. Math. 36 (1908). 
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(I) Ly" + a" +---+arsk 
gentigen, so ist*) 

—- 1\)" 
a lim = = (F (1+ 5)}" 


An dieser Stelle des Beweises kann man folgendermaBen weiter 
schlieBen und zu einer Verschirfung der Behauptung gelangen. 

Die Gesamtheit A der Lésungen von (I) kann man derart in Gruppen 
zusammenfassen, daB die zu einer Gruppe gehérenden Lisungen sich 
auseinander durch Permutation der Indices der x; ergeben. In der Glei- 
chung (I]) ist in A jede Lésung einzeln mitgezihlt. In Wirklichkeit ent- 
spricht aber z. B. den m! Lésungen, die sich aus einer Lisung ergeben, 
im Falle, daB alle x, voneinander verschieden sind, nur eine Zerlegung 
einer Zahl in n“ Potenzen. 

Nun 1la8t sich ohne Schwierigkeit zeigen (was nicht weiter aus- 
gefiihrt werden soll), daB fiir hinreichend groBe Werte k das Verhiltnis 
zwischen der Anzahl B derjenigen Lésungen von (1), in denen alle z;, 
voneinander verschieden sind, und der Gesamtanzahl A der Lésungen von 
(1) tiberhaupt, sich beliebig wenig von dem Wert 1 unterscheidet. In der 


Gleichung (11): lim ‘= {r(1 +- )}" darf ich daher A durch die An- 
k=o 


1 
n 


zabl B ersetzen. Diesen B Lisungen entsprechen dann 3 = C verschiedene 


Darstellungen von Zahlen <k als Summe von héchstens » Potenzen n'** 
Ordnung. Mithin ist C eine obere Schranke fiir die Anzahl verschiedener 
Zahlen, die <* sind und als Summe von hiéchstens m Potenzen n** Ord- 
nung dargestellt werden kénnen. C geniigt dann der Gleichung 

— 2 -% 1\)" 
(III) lim =, (F(it+s)}" 


k=0o 
Da fiir Argumentwerte zwischen 1 und 2 exkl. die [-Funktion < 1 bleibt, 


folgt, fir » = 2,3,4,---, daB lim r< + ist. lim . stellt eine obere 


k=00 k= 
Schranke fiir denjenigen Bruchteil aller Zahlen dar, die durch weniger 
als » + 1 positive Potenzen n** Ordnung darstellbar sind. 


Aus (IIT) folgt, daB in jeder Restklasse modulo d, wo d < — ese 
(r (1 + n )} 

ist, unendlich viele Zahlen vorhanden sein miissen, die nicht durch weniger 
als n+ 1 Potenzen n** Ordnung darstellbar sind, d. h. das zu der be- 
treffenden Restklasse gehirige H, ist >n +1. (Insbesondere geniigt jede 
ganze positive Zahl d<m! der letzten Ungleichheit; fir n= 4, d= 16 
folgt daraus, daB in jeder Restklasse modulo 16 unendlich viele Zahlen 


*) Wegen des Beweises von II verweisen wir auf die Arbeit von Herrn Hurwitz. 
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vorhanden sind, die mindestens fiinf positive Biquadrate zu ihrer Dar- 
stellung erfordern. Vgl. hierzu Hurwitz a. a. 0.) 

Dagegen erhebt sich die Frage einer genaueren Untersuchung von 
Restklassen nach einem Modul d > = i\ya» da von vornherein nicht 

r('+5)| 

ausgeschlossen ist, dab es unter diesen Restklassen solehe gibt, deren 
simtliche Zahlen durch héchstens » Potenzen n** Ordnung darstellbar 
sind. Im folgenden Paragraphen sollen einige derartige Untersuchungen 
durchgefiihrt werden. 


§ 2. 


Beweis des Satzes, daB in jeder Restklasse modulo 9 immer wieder 
Zahlen vorkommen, die mindestens vier positive Kuben erfordern. 


Herr Hurwitz*) gibt als Anwendung seiner allgemeinen, nicht elemen- 
taren Betrachtung (vgl. § 1 dieser Arbeit) den Satz: Unter den aller 
Zahlen, die die Restklassen 94, 9K +1, 9k +2, 9k +3 reprisentieren, 
gibt es unendlich viele Zahlen, die mindestens vier Kuben erfordern. 
Fir die Klassen 9k + 4, 9k — 4 ist die entsprechende Behauptung trivial, 
da das volle kubische Restsystem modulo 9 nur die Zahlen 0, + 1, — 1 
um faBt. 

Es soll im folgenden auf ganz elementarem Wege gezeigt werden, 
daB in jeder Restklasse modulo 9 unendlich viele Zablen liegen, die min- 
destens vier Kuben erfordern. 

Beweis. Wir zeigen zuniichst, daB die Hauptklasse unendlich viele 
derartige Zahlen enthalt. Da ein Kubus immer von einer der drei Formen 
9k, 9k +1, 9k — 1 ist, ist eine Zahl 9% durch weniger als vier Kuben 
nur auf die beiden Arten darstellbar: 

(1) 9k = (3k,)* + (3k)? + (3%), 
(2) 9k = (3k,)® + (3k, +18 + (3k,—1)*. 
Durch die erste Form werden, da jeder der Kuben durch 27 teilbar ist, 


héchstens ; der Zahlen 9k erfaBt. Wir zeigen, daB auch durch die zweite 


Darstellung rund héchstens ~ der Zahlen der Reihe 9k umfaBt wird, sodaB 


mindestens ca. .? also unendlich viele Zahlen der Reihe, nicht durch 
drei Kuben darstellbar sind. — Ich betrachte eine groBe Zahl 9N. Der 
gréBte unter den Zahlen 1, 2,---,9N enthaltene Kubus sei N,°, also 
N, =|V9N]. Par jede der Zahlen 3k,, 3k, +1, 3k,—1 in der Dar- 


*) Math. Ann. 65 (1908), 8. 424 u. f. 
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stellung (2) kommen dann héchstens > N, +1 Werte in Betracht, und 


die Anzahl der méglichen Verbindungen zwischen ihnen ist héchstens 
, 8 
(5 ™.+1) —, N+ 5 N+, 41; 
diese Anzahl ist héchstens gleich 


2 1 
1 1 + z 
+4. (ON)? + (9N)* +1, 
d. h. fiir hinreichend groBe Werte von N bis auf einen beliebig kleinen 
Bruchteil von N gleich + N. 


Von den N Zahlen 9-1,9-2,---,9-N sind also héchstens ; 


durch (1) und héchstens rund ; durch (2) darstellbar, daher bleiben 
mindestens rund ; von ihnen iibrig, die vier oder mehr Kuben erfordern. 


Dieselbe Uberlegung fiihrt auch bei den anderen Restklassen modulo 9 
zum Ziel, wie das ‘folgende Schema lehrt. Es sind durch weniger als vier 
Kuben offenbar nur die folgenden Darstellungen der einzelnen Restklassen 
méglich : 

9k+1—(3h,)* +(8h)> + (8k+1) 

(3k, +1)° + (8k, +1)* + (8k,—1)"; 
9k-1=(3k)* +(8h)? + (3%—1)* 

(3k, +1)° + (3k,—1)* + (3k,—1)°; 
9k+2—(3k)> + (Bhy+1)* + (3k, +1)%; 
9k —2=—(3k,)> + (3k,—1)§ + (3h,—1)'; 
9k + 3 = (3k, +1)§ + (34,4+1)* + (84,41); 
9k — 3 = (3k,—1)° + (3k,—1)* + (34,—1)'; 
9k +4 
9k—4 


oder 


oder 


mindestens vier Kuben. 


Durch genaue Wiederholung der vorigen Schliisse ergibt sich: 
In jeder der drei Restklassen 9k, 94 +1, 9k—1 erfordern rund 


wenigstens > der Zahlen mindestens vier Kuben; in jeder der vier Klassen 


9k +2, 9k +3 erfordern rund wenigstens ; 
Reihen 9k + 4, 9k — 4 erfordert jede Zahl mindestens vier Kuben. 


der Zahlen, in den beiden 
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Indem man sich auf die Eigenschaft stiitzt, daB jede Zahl von der 
Form 9k +4 mindestens vier Kuben erfordert, beweist man sehr leicht 
den Satz: 

Ist A eine nicht durch 3 teilbare, aber sonst beliebige positive 
ganze Zahl, B eine beliebige nicht negative ganze Zahl, so enthiilt die 


Reihe Al + B, 1 = 0,1, 2,--- unendlich viele Zahlen, die mindestens vier 


Kuben erfordern, und zwar sind dies mindestens : aller Zahlen der Reihe. 


Beweis. Unter den neun Zahlen Al + B, i= 0,1,2,---,8 gibt es 
nimlich eine, Al, + B, die von der Form 9k + 4 ist, dann ist auch jede 
Zahl Al, + B, wo |, =1, (mod. 9) ist, von der Form 94 + 4. Die Zahlen 


> aller Zahlen der Reihe Al + B. 
Ganz ebenso findet man, dab mindestens ; aller Zahlen der Reihe die 
der Zahlen 


Form 9k—4 haben; mithin sind wenigstens mindestens 
Al + B nicht durch weniger als vier Kuben darstellbar. 


Al, + B repriisentieren mindestens 
2 
9 


§ 3. 
Bemerkung zu Herrn Wieferichs Beweis des Satzes: g, = 9. 


Herr Lejneek hat in den Math. Ann. 70, S. 454 eine Arbeit ver- 
éffentlicht: Note aber die Darstellung einer ganzen Zahl durch positive 
Kuben*. Sie soll in Herrn Wieferichs Beweis des Satzes, da8 jede ganze 
positive Zahl als Summe von héchstens neun positiven Kuben darstellbar 
sei*), eine Liicke ausfiillen, auf die Herr Bachmann zuerst aufmerksam ge- 
macht hat (Bachmann, Niedere Zahlentheorie, Il. Teil, S. 344 und ,,Zusatz 
zu 8. 344“ auf 8. 477/478). 

Die Note von Herrn Lejneek ist, wie wir zeigen werden, fiir die Aus- 
fiillung der erwiihnten Liicke nicht brauchbar; es handelt sich nimlich 
garnicht um die Zahlen, die Lejneek untersucht hat. 

Infolgedessen bleibt die Liicke im Wieferichschen Beweis noch aus- 
zubessern, was im folgenden geschehen soll. 

Vorweg mige bemerkt werden, dab die Liicke darin besteht, dab der 
Beweis eine Reihe von Zahlen im Interval! 7,4 - 5” bis 7,4 - 5" nicht faBt, 
deren Zerlegbarkeit in héchstens neun positive Kuben mithin nicht er- 
wiesen wird; dagegen midge ausdriicklich betont werden, daB fiir alle ge- 
niigend groBen Zahlen (niimlich fiir alle Zahlen > 7,4- 5) der Beweis in 
der von Wieferich gegebenen Form liickenlos ist. 

Es wird in Herrn Wieferichs Beweis zu der zu zerlegenden Zahl z eine 
positive ganze Zahl v bestimmt, sodaB die Ungleichheit 


*) Math. Ann. 66 (1909), S. 95. 
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(I) 74 5™ <2 <7 4- 5+ (vg). W. § 1)*) 
erfiillt wird, was stets auf eindeutige Art méglich ist. (Wir folgen durch- 


weg der Bezeichnungsweise Wieferichs.) Zu »v wird dann eine Zahl 
é(¢=0,1,2) bestimmt durch die Forderung: 

v+e=0mod.3 (vgl. W. § 3). 
Die allgemeinen Uberlegungen des Wieferichschen Beweises sind mit Sicher- 
heit nur anwendbar auf Zahlen z, deren zugehérige »v und ¢ die Ungleich- 
heit befriedigen: 
(II) 10648 < 0,4 - 5°*-* (vgl. W. § 4). 
Wieferich gibt irrtiimlich an, daB (II) erfiillt wird durch alle »v > 4; die 
Fille v <3 erfahren eine spezielle Behandlung. 

In Wirklichkeit wird die Ungleichheit durch v = 4 nicht befriedigt, 
sondern erst durch vy >5. Es ergeben sich durch diese falsche Annahme 
Zahlen z, fiir die der Satz nicht bewiesen ist. Diese Zahlen geniigen 
nach (I) den Bedingungen: 

74-52% <2<7A4- 5", 
sind also alle héchstens gleich 7,4 - 5". 

Die Zahlen z, die den Werten » <3 entsprechen, sind erst recht 
<7,4-5", wegen (I). 

Wenn bewiesen wird, daB keine Zahl, die kleiner oder gleich 7,4 - 5" 
ist, mehr als neun Kuben erfordert, so ist damit zugleich auch die Unter- 
suchung fiir die aus dem Fall »y <3 sich ergebenden Ausnahmefiille er- 
ledigt, und die auf den Fall vy = 3 beziiglichen Ausfiihrungen des § 4 bei 
Wieferich eriibrigen sich. 

Um aber zu beweisen, daB jede Zahl < 7,4 - 5 durch héchstens neun 
Kuben darstellbar ist, braucht man lediglich ein Verfahren, das Herr Wieferich 
in § 7 seiner Arbeit angibt, einen Schritt weiter fortzufiihren. 

Es geschieht dies folgendermaBen: Sei z eine beliebige natiirliche 


2 
Zahl. Gibt man ein Intervall von der Linge 3-2*, dessen Anfangs- 
punkt zwischen 0 und ¢ liegt, so kann man stets eine positive ganze 
Zahl «, bestimmen, sodaB 2, = 2 — «,* in dem Intervall liegt. In unserem 


Fall nehmen wir an: 10*<2<7,4-5", und wihlen als Intervall die 
2 
Zahlen 10* bis 10‘+3-z2*, beide Grenzen eingeschlossen. Dann wird: 


10* < 4,< 10+ 3-2°, Wir wiederholen bei der Zahl 2, dasselbe Ver- 
fahren und erhalten eine ganze Zahl 


o 


4, = 2,— a, = 2z— a,>—«,°, wo 10*'< 4, < 10*+ 3-2,°; 


*) Die Arbeit von Wieferich soll hier und im folgenden durch W. bezeichnet werden. 
Mathematische Annalen. LXXII 26 
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schlieBlich wenden wir auf z, noch einmal das Verfahren an und erhalten 
eine ganze Zahl z,, wo , 

= 2, — a? = 2 — «,*— a? — @,° und 10°< s,< 104+ 8 -2,°. 
Man braucht nur zu zeigen, daB fiir den aiuBersten Wert z = 7,4-5” die 
Zahl z, < 40000 wird, um schlieBen zu kénnen: die Zahl z, 

(10000 < z, < 40000) 
ist nach der Sterneckschen Tafel in héchstens sechs positive Kuben zer- 
legbar, mithin die Zahl z = z,+ «,°+ «,°+ «,* in héchstens neun positive 
Kuben, und die Liicke im Wieferichschen Beweis ist ausgefiillt. Da8 wirk- 
lich 10*< 2, < 4-10‘, ergibt sich aber sofort aus den Bedingungen: 
10¢’< 2 <7,4-5%< 28. 5%, 


10*< 2,< 3-29 +10°< 3.2.5. 59+ 108< 43. 5%, 
2 
10° < 4<3-2,3+10'<3-4%. 5 + 108< 43.58 


2 
10°< 4,.< 4-2,°+10'<3-4*- 5* + 10*= 40000. 

Wir miissen schlieBlich den Nachweis fiihren, daB Herrn Lejneeks 
Versuch, die Liicke auszufiillen, mibgliickt ist. 

Herr Bachmann deutet in seinem ,Zusatz“ einen Weg an, wie die 
Wieferichsche Liicke auszufiillen sei, ohne aber die Rechnungen durchzu- 
fiihren. Die Korrektur la8t sich im Sinne der von Herrn Bachmann ge- 
gebenen Andeutungen einwandfrei durchfiihren, wenn auch nicht so kurz 
wie auf dem oben ausgefiihrten Weg. Jedoch befinden sich in Herrn Bach- 
manns ,,Zusatz“ Irrtiimer (durch die tibrigens der eigentliche Text des 
Buches nicht beeinfluBt wird), und diese Irrtiimer hat Herr Lejneek teil- 
weise tibernommen, ohne die entsprechenden Stellen des Wieferichschen 
Beweises bei Herrn Wieferich oder bei Herrn Bachmann zu beriicksichtigen. 

Es handelt sich bei der Methode von Herrn Bachmann um gewisse 
ganz bestimmte Zahlen, von denen zu zeigen ist, dab sie in sieben (nicht, 
wie im ,,Zusatz“ irrtiimlich angegeben, in neun) Kuben héchstens zerlegbar 
sind; diese Zahlen haben die Form: 5*(5°-6+1r)*), wo r= 5“. 73+ 6n**) 
(in Bachmanns Bezeichnungsweise, der wir hier folgen, da Herr Lejneek es 
in seiner Note tut; in Wieferichs Bezeichnungsweise wiren yu, y, r, n resp. 
zu ersetzen durch ¢, y, M,, M;). Hierbei geniigt r den Bedingungen: 
0,4-5°§< r < 6-5°***), und » muB in héchstens drei Quadrate sich zerlegen 
lassen. In unseren Zahlen ist u = 2 (wegen v = 4 und n + » =0 mod. 3). 
Man stellt durch Uberlegungen, die den von Wieferich in § 4 seiner 
Arbeit angestellten Uberlegungen analog sind, leicht fest, daB man y nur 


*) Vgl. W. z. B. § 6 oder Bachmann, 8. 341 Formel (89). 
*) Vgl. W. z. B. § 3 oder Bachmana, S. 342 Formel (90). 
**) Vgl. W. z. B. § 8 oder Bachmann, 8. 341 Formel (88). 
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den einen Wert 10 beizulegen braucht. Dadurch wird 5“- y* = 25000, 
austatt, wie in Herrn Bachmanns ,,Zusatz“ angegeben, gleich 1000. Da 
Herr Lejneek diesen Fehler nicht verbessert hat, sind die von ihm unter- 
suchten Zahlen jede um 5*- 24000 = 15 - 10° zu klein gegen die richtigen 
Zahlen 5*(6-5*+ r). 


§ 4. 
Es kommen in der natiirlichen Zahlreihe immer wieder Zahlen vor, 
die mindestens 16 positive Biquadrate erfordern. 


Es soll bewiesen werden, daf immer wieder Zahlen vorkommen, die 
wenigstens 16 Biquadrate erfordern. 

Wir beweisen gleich die folgende allgemeinere Behauptung, die die 
obige als speziellen Fall einschlieBt: es gibt unendlich viele Zahlen, die 
nicht durch weniger als 4-2! Potenzen 2’** Ordnung darstellbar sind fiir 
q = 2, 3,4,-+-. 

Beweis: Zunichst zeigt man, da fiir beliebige ganze Zahlen a entweder 
(I) a®2=0 mod. (2@%) oder (ID) a@ =1 mod. (4- 2%) 
ist, je nachdem a gerade (—g) oder ungerade (=) ist. (I) ist trivial; 
die Richtigkeit von (II) ergibt sich durch Induktion, indem man (II) fir 
kleinere g als richtig annimmt. Sei namlich 

u@?~ = 1 mod. (4-2?-*), 
so ist, da 

uw) — 1 = (w@?)—1)(w2*- 41) und u@?~)41=0 mod. 2 
ist, die Behauptung richtig. Nun ist aber uw) = 1 mod. (4-2"), mithin (II) 
richtig fiir q = 1, 2, 3,---. 

Wir betrachten nun zuerst den Fall g > 3, also die 8., 16., 32., --- 
Potenzen. Fiir g>3 ist 2@%>4-22. Ich greife die Zahlen heraus: 
4-2°. K, K beliebig ungerade. Eine derartige Zahl kann nicht aus lauter 
geraden Summanden bestehen, sonst miifte sie wegen (I) durch 2@% teil- 
bar sein. Daher muB sie mindestens einen ungeraden Summanden ent- 
halten; da aber diese nach (II) von der Form 4-2’+ 1 sind, sind min- 
destens 4-2? Potenzen 2%** Ordnung fiir die Darstellung nétig, also gibt 
es unendlich viele Zahlen, die mindestens 32 Potenzen 8. Ordnung, un- 
endlich viele, die 64 Potenzen 16. Ordnung erfordern usf. 

Fir g=2, also fiir die Biquadrate, versagt diese Uberlegung, da 
2) = 4-2%=— 16 ist. Hier verfahren wir folgenderweise: Ich betrachte 
die Zahlen 16”- K, wo y» eine beliebige ganze positive Zahl ist, K noch 
frei, ebenfalls ganz und positiv. Soll eine Darstellung durch weniger als 
16 Biquadrate miglich sein, so miissen alle Basen der Biquadrate gerade 
sein, d. h. die Biquadrate selbst durch 16 teilbar. Wenn y—12>1 ist, 

26* 
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so gelten fir 16’-'- K dieselben Voraussetzungen, und es mu daher 
16”-'. K ebenfalls durch weniger als 16 Potenzen 4. Ordnung herstellbar 
sein und lauter durch 16 teilbare Biquadrate enthalten. Dasselbe gilt fiir 
16’-*. K, --- hinunter bis zu 16 K. SchlieBlich muB auch K selbst durch 
weniger als 16 Biquadrate darstellbar sein. Nun wihle ich fir K eine 
Zahl, die wenigstens 16 Biquadrate erfordert, z.B. K=31. Dann kann 
keine Zahl 167-31 mit weniger als 16 Biquadraten auskommen. 


§ 5. 
Reduktion von h,. 


Herr Fleck hat zuerst nachgewiesen, daB g, endlich ist, und hat als 
obere Schranke fiir ), den Wert 2451*) angegeben. Er benutzt die Identitat: 
(16) 

(f) 60(x,?+ 2° + 25°+ 2,7) -> (~, +2, +25)° 


(12) (4) 
+2 > + ,)° + 36. D>, %i*5™ 


auf deren rechter Seite 184 Potenzen 6. Ordnung stehen. Folglich ist, 
wie man leicht sieht, jede Zahl durch 184-h, + 59 Potenzen 6. Ordnung 
héchstens darstellbar, wenn man weiB, daB jede Zahl durch h, positive 
Kuben héchstens darstellbar ist. Zur Zeit der Abfassung von Herrn Flecks 
Arbeit war der beste bekannte Wert fiir h, gleich 13, woraus sich die 
Zahl 2451 ergibt; durch Herrn Wieferichs Nachweis, dab g, = 9, erniedrigt 
sich diese Anzahl auf 1715. Sie lit sich noch ungefihr auf die Hilfte 
herabdriicken, nimlich auf 970. 
Zam Zweck der Reduktion von h, betrachten wir die Identitiit: 
(8) 
(Il) 120(a,°+ x,*+4,*+2,7) = > (%+%,+%,+2%,)° 


(12) (4) 
+ 8 > +2,)° + >) (22,) 


(welche bereits in dieser jetzigen Form giinstiger wire als (I)). In diese 
Identitét setzen wir das eine Mal x, = x, und erhalten (da rechts acht Po- 
tenzen, nimlich 8(2,—,)*, verloren gehen) das Resultat, dab das 120-fache 
der 3. Potenz jeder in der Form (2,*+ 2,?+ 22,") darstellbaren Zahl die 


*) Math. Ann. 64 (1909), S. 561. 
**) Wegen der in dieser und in dihnlichen Identititen verwendeten Bezeichnungs- 
weise vgl. die eben erwihnte Arbeit von Fleck und die wiederholt angefiihrte Arbeit 
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Summe von héchstens 8+ 8-11+4—100 Potenzen 6. Ordnung ist. 
Ferner setzen wir in (II) z,=0 und finden, daB die 120-fache 3. Potenz 
jeder Zahl von der Form (2#,?+ 2,°+ 2,”) die Summe von hichstens 
107 Potenzen 6 Ordnung ist. Da jede Zahl von der Form (z,? + 2,?+ 2,*) 
oder (x,7+ 2,?+ 22,) ist, so ist der 120-fache Kubus jeder Zahl in 
héchstens 107 Potenzen 6. Ordnung zerlegbar. Mithin erhiilt man fir h, 
in ersichtlicher Weise den Wert 9 - 107 + « = 963 + a, wo O< a < 119. 
Die Kongruenz 
(IIT) A=2,5+ 4,°+---+ 42° (mod. 120), 
in der A eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, ist lésbar; denn 
die Kongruenz 
AsyStyrt---+H' 

ist je modulo 3, 5, 8 offenbar lisbar, etwa durch die Zahlen y,, ---, y;; 
Ys * sr M's ++) Yo’, und die Lésungen z,,---, 2, der kompatibeln 
Kongruenzen 

2,=y, (mod. 3) 

4,=y, (mod. 5) (t=1, 2,---, 7) 

4,=y; (mod. 8) 
erfiillen die Kongruenz (III). Da offensichtlich z,< 119 (i=1, 2,---, 7) 
angenommen werden darf, lassen sich also von jeder ganzen Zahl A >7- 119° 
sieben Potenzen 6. Ordnung so subtrahieren, daB man eine durch 120 teil- 
bare Zahl > 0 erhiilt, die, wie schon bewiesen, durch 963 sechste Potenzen 
darstellbar ist; folglich ist jede ganze Zahl > 7 -119° durch 970 sechste 
Potenzen darstellbar. Die noch fehlenden Zahlen < 7-119* lassen sich 
ebenfalls, wie man ohne Miihe zeigt, durch weniger als 70 sechste 
Potenzen darstellen. Es ist mithin g, < 970. 

Jede hinreichend groBe Zahl erfordert sogar héchstens 863 Potenzen 

6. Ordnung, entsprechend Herrn Landaus Satz, daB jede hinreichend groBe 
Zahl durch acht Kuben darstellbar ist*). 


§ 6. 
Aufstellung von Identititen fiir die Zerlegung in 12. und 
in 14. Potenzen. 


Herrn Geheimrat Hilbert verdanke ich die Mitteilung, daB Identititen 
fiir drei GréBen z,, x, 2, prinzipiell dasselbe fiir das Waringsche Problem 





von Hurwitz. Wegen der Bedeutung derartiger Identitiiten fiir das Waringsche 
Problem verweisen wir auf dieselben Arbeiten. 

*) Math. Ann. 66 (1909), S. 102 oder Landau, Handbuch der Lehre von der 
Verteilung der Primzahlen I, 8. 555. 
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leisten, wie Identititen fiir vier GréBen. Man sieht dies ein, wenn man 

daran denkt, daB entweder eine Zahl selbst oder ihr Doppeltes durch drei 

Quadrate darstellbar ist. Ich habe die folgenden Identititen berechnet: 
1. Fiir 12. Potenzen: 


(12) (12) 
k(2,° + 2° + x,*)* = 1, b (22, +22,+2,)"+ 1, z= (22, +2, +25)" 
(4) (12) (12) 


+ 1s (x, +7, +25)" + n> (34,+2,)"%+17, » (2%,+2,)" 
a--% a: ass 
(6) (3) 


+ %, > +2,)"+ 1, > a", 
Zy--+By z 


> 
wo 


km, r= 10, y= 2-5, r= 2-3-5, 7, =— 9, re — 2*-3- 13, 


rg=2-3-5-29-173, r,—2%- 8°. 5 - 23 - 487. 
2. Fiir 14. Potenzen: 


(12) (12) 
k(a,? + 2, + 2,")' =r, > (27, 22,+2;)"+ ¢, > (32, + 7, +2,)™ 
Pinon Pre 


(12) (4) (12) 
+ Ys (22, +2, +2,)"*+ n> (2, +4, +25)" + rs > (32, +2,)" 
a---M% aA Pa 


7 


(12) (6) (3) 
+ 1% 2 (22, + 2,)*+ 17, > (a, +2%,)*+ 75 > (z,)", 
at a | By hy M+ ty 


wo 
jn = 2.5 5 27. 5 53. 173 12 
=> 12-5, 7, = 3-5, re=—2'-5, rp =—3-5?- , = 12, 


r= 2°.3-41, 1, = 2°. 3. 5%. 103, vr, = 26-3 -5%- 13 - 1471. 


38 


Da man eine obere Schranke fiir die Anzahl von 6. (resp. 7.) Po- 
tenzen kennt*), die zur Darstellung einer Zahl héchstens nétig sind, er- 
méglicht die Identitét 1. (resp. 2.) auf einfachem Weg die Berechnung 
einer oberen Schranke fiir die zur Darstellung jeder Zahl héchstens ‘er- 
forderliche Anzahl von 12. (resp. 14.) Potenzen. 


*) Vgl. fiir 6. Potenzen: Fleck, Math. Ann. 64 (1909), S. 563 und § 4 dieser 
Arbeit; fiir 7. Potenzen: Wieferich, Math Ann. 67 (1909), S. 61. 
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§ 7. 
Eine notwendige Bedingung fiir die Darstellbarkeit 
aller natiirlichen Zahlen durch eine feste Anzahl von Elementen 
eines gegebenen Systems ganzer Zahlen. 


Es soll der folgende Satz bewiesen werden: 

Sind ¢,= 1, ¢,, ¢, ¢s,---, WO L=a<e,<o&<e,<---, ein irgend- 
wie gegebenes System von ganzen Zahlen von der Eigenschaft, daB jede 
natiirliche Zahl durch k oder weniger von ihnen additiv darstellbar ist, 
wo k eine feste Zahl ist, so muB die Potenzreihe ¢,+c¢,t+¢,@+---den 
Einheitskreis zum Konvergenzkreis haben. 

Der Beweis dieses Satzes folgt fast unmittelbar; um zu zeigen, dab 
der Konvergenzkreis der Einheitskreis ist, reicht es hin, zu beweisen, 


daB lim Ve, existiert und gleich 1 ist. Nun ist aber: ¢,<("{") (da im 


ganzen durch m Zahlen ¢,, ¢,, ¢,,+--¢,_, weniger als ee Zahlen auf 
die vorgeschriebene Weise darstellbar sind, ergibt sich ein Widerspruch 
mit der Voraussetzung, wenn die (n+1)* Zahl c, > ey angenommen 


wird). Aus 1<¢,< ("1") folgt wegen lim |/("**) — 1, dab 


lim Ve, = 1, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Herr Maillet*) hat in einem Satz notwendige Bedingungen angegeben 
dafiir, daB die Elemente einer Zahlenfolge, die einem rekurrenten Bildungs- 
gesetz gehorchen, ein derartiges System bilden, daB man additiv aus einer 
festen Anzahl von ihnen alle ganzen positiven Zahlen aufbauen kann, ev. 
unter Aufnahme der Zahl 1 in die vorgelegte Zahlenfolge. Dieser Satz 
von Herrn Maillet, dessen Beweis umstiindliche Uberlegungen erfordert, 
steht in engem Zusammenhang mit dem Satze des Textes, jedoch ohne 
daB einer von den Siitzen sich véllig aus dem andern herleiten lieBe. 


Bemerkung bei der Korrektur. 


Im Anschlu8 an § 3 macht mich Herr stud. math. Kamke in Gottingen darauf 
aufmerksam, daf die Tabelle c) auf 8. 98 der Wieferichschen Arbeit Fehler enthilt. 
Es lauten richtig: 

en 

die vierte Zeile: 3 | 9 15 21 27 $3 39 51 57 63 69 81 87 

die zehnte Zeile: 9/93 3 45, 

und eine Zeile 15 75 ist neu einzufiigen. 


*) Assoc. frang p. l’avancem. des sciences, 25™* session 1896, Seconde partie, 8. 78. 
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Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Raume. 
(Zweite Abhandlung.) 


Die Gruppen mit einem endlichen Fundamentalbereich. 
Von 
Lupwic Bresersacn in Kénigsberg i. Pr. 


§ 1. 
Einfiihrung. 


Dieser Aufsatz stellt die Fortsetzung meiner im 70. Bande dieser 
Annalen erschienenen Arbeit iiber die Bewegungsgruppen der euklidischen 
Riume I dar. Die Ergebnisse dieser hat inzwischen Herr Frobenius in 
seiner in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie 1911 erschienenen 
Arbeit iiber die unzerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen auf eine ver- 
einfachte Weise abgeleitet. Die folgenden Seiten beschiiftigen sich aus- 
schlieBlich mit solchen Bewegungsgruppen, welche einen endlichen Funda- 
mentalbereich besitzen. Fiir diese gilt, wie ich bereits in einer in den 
Géttinger Nachrichten 1910 erschienenen Note angedeutet habe, und wie 
Herr Frobenius in der eben genannten Arbeit dargelegt hat, der Satz, daB es 
nur endlich viele derartige Gruppen gibt. Bewegung des n-dimensionalen 
euklidischen Raumes nannten wir eine reelle lineare Substitution von 


n Variabeln 
a) = Sbay7,+ A, (i=1,---, m). 
1 


Dabei ist die durch Nullsetzen der A; entstehende homogene lineare Sub- 
stitution eine orthogonale Substitution, die wir mit Herrn Frobenius den 
rotativen Teil der Bewegung nennen wollen. Die Substitution 

4, = 2,+ A, (i= 1,---,m) 
stellt den Translationsteil der Bewegung dar. Bezeichnet man mit fi den 
rotativen, mit Z den Translationsteil einer Bewegung 8, so liBt sich 
diese im Sinne des Matrizenkalkiils als Produkt 8 = ZR der beiden dar- 
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stellen. Kine Bewegung, die mit ihrem rotativen Teile tbereinstimmt, 
nennen wir Rotation; eine Bewegung, die mit ihrem Translationsteil tiber- 
einstimmt, Translation. Eine Gruppe aus solechen Bewegungen heiBt Be- 
wegungsgruppe. Die Forderung, daB diese Gruppe einen Fundamental- 
bereich besitzen soll, ist gleichbedeutend mit der Forderung, daB sie keine 
infinitesimalen Operationen enthilt. Dies stellten wir im § 6 der ersten 
Abhandlung fest. Jenachdem sich der Fundamentalbereich der Gruppe 
durchs Unendliche zieht oder nicht, kann man zwei Arten von Bewegungs- 
gruppen unterscheiden. Die Gruppen mit einem unendlichen Fundamental- 
bereich sind immer zerlegbar, und es haben alle zerlegbaren Gruppen, sofern 
sie tiberhaupt einen solchen besitzen, einen unendlicken Fundamentalbereich. 
Dabei nannten wir eine Gruppe zerlegbar, wenn sie bei zweckmiBiger 
Wahl der Variabeln auf die Form 


h 


, i=1,--h 
a; — Delt, ; rv h) 
v= 1, 2,---) 


ry = Deae)a,+ A, (u=h+1,--+,n) 
h+1 

gebracht werden konnte. Wir stellten weiter fest, daB die Gruppen mit 
einem endlichen Fundamentalbereich immer Translationen enthalten. Wie 
leicht zu sehen, bilden diese Translationen eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Bewegungsgruppe. Denn ist Z eine Translation und B eine 
beliebige Bewegung, so ist auch @TB~' eine Translation. Die Gruppe 
enthilt, wenn anders der Fundamentalbereich endlich sein soll, m unab- 
hangige Translationen, d. h. es gibt immer » Translationen 


£,=2, =—2,+ A” (i, v= 1,-++,m) 


in der Gruppe, sodaB es keine Zahlen a,,---, a, gibt, fiir die die folgen- 
den Relationen gelten: 


vA = 0 (i= 1,-+-,n) 
1 
(Math. Ann. 70, 8S. 333). Diese Ergebniss€ der ersten Arbeit bilden die 
Grundlage des folgenden. 

Zwei Bewegungsgruppen gelten als verschieden, wenn sie nicht aqui- 
valent sind. Dabei heiBen zwei Gruppen iiquivalent, wenn sie durch eine 
lineare Anderung der Variabeln auseinander hervorgehen. 

Dann gilt, wie wir darlegen wollen, der Satz, daf es nur endlich viele 
verschiedene Bewegungsgruppen mit einem endlichen Fundamentalbereich gibt. 
Auf diese Gleichheitsdefinition wird man schon in der Krystallographie 
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gefiihrt und in dieser Form hat auch Herr Frobenius den Satz bewiesen. 
Ich selbst hatte in meiner Mitteilung in den Géttinger Nachrichten zwei 
Gruppen gleich genannt, wenn sie isomorph sind. Dies ist aber in der 
Tat genau das Gleiche. Denn es gilt der Satz (was ich allerdings damals 
nicht angab), daB im Sinne der angegebenen Definition zwei isomorphe 
Bewegungsgruppen immer gleich sind. 

Unser Beweis beruht auf Methoden, die unter Weiterbildung der 
Ideen, welche GauB und Dirichlet in der Theorie der terniren Formen 
benutzten, Minkowski zuerst in der Theorie der positiven quadratischen 
Formen von » Variabeln verwendet hat. Um eine in sich geschlossene Dar- 
stellung geben zu kénnen, sowie um die nahe Beziehung der Untersuchung 
zur erwahnten Theorie Minkowskis deutlicher hervortreten zu lassen, werden 
wir an einigen Stellen lingst bekannte Dinge dieser Art erneut ausein- 
andersetzen miissen. Den Gedankengang des Beweises habe ich Gitt. Nachr. 
1910 angedeutet. 


§ 2. 
Die Translationsuntergruppe. 


Wie wir gesehen haben, gibt es in der ausgezeichneten Translations- 
untergruppe immer » unabhingige Translationen. Seien solche z. B. 


Y=2= X,+ A (k, i=1,---,n), 


so gibt es also keine Zahlen a,,---, a,, sodaB die folgenden Relationen 
bestehen: 


14,4, = 0 (k= 1, +++, 0). 


1 


Translationsgruppen dieser Art erhalt man offenbar, wenn man irgend 
welche » unabhingige Translationen Z,,---, ZT, nimmt und aus ihnen 
durch beliebige Kombination eine Gruppe bildet. Aber wir wollen uns 
nun tiberzeugen, daf man in jeder unserer Translationsuntergruppen immer 
n unabhingige Translationen Z,,---, TZ, finden kann, aus welchen sich 
die Gruppe in dieser Weise erzeugen liBt, sodaB sich also jede andere 
Translation Z in der Form 


THT"... a 

schreiben laiBt, wo die ¢,, ---, ¢, ganze Zahlen sind. Dies kann man (ef. z. B. 
Minkowski Geometrie der Zahlen, 8. 172 ff.) so einsehen. Seien zuniichst 
U,,---, U, irgendwelche » unabhiingige Translationen der Gruppe, so lassen 
sich die Komponenten 7,,---, 7’, jeder Translation Z so darstellen: 


T,=t,AM+ LAM +--+ 4.4 (i=1,--+,n). 
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Wir schreiben symbolisch: 
T—A' Us... A. 
Hier sind die ¢; im allgemeinen keine ganzen Zahlen. Dies ist nur dann 
der Fall, wenn die &; Erzeugende der Gruppe sind. Wir nennen nun von 
zwei Translationen 
i,- a ee i 
und 


T= --- wn 


die erste niedriger als die zweite, wenn die erste nicht verschwindende 
der Bifferenzen a,—b,, a4,_,—0,_,,--+, @,—, negativ ist. Wir be- 
trachten weiter die Gesamtheit aller Translationen { der Gruppe, fir die 
in der Darstellung 
T=... a 

alle Zahlen ¢,, ---, ¢, positiv und kleiner oder gleich 1 sind. Es gibt min- 
destens » solcher Translationen, denn die YU, selbst gehdren dazu. Es gibt 
aber nur endlich viele solcher Translationen, da sonst infinitesimale Ope- 
rationen in der Gruppe vorkimen. Unter diesen Translationen gibt es 
daher eine niedrigste. Wir nennen sie Z,. Sie ist notwendig von der 
Form &". Unter allen angegebenen Translationen, die nicht von der 
Form %% sind, gibt es nun wieder eine niedrigste. Wir nennen sie &,. 
Sie ist notwendig von der Form YM". Unter allen Translationen, die 
nicht von der Form YW} sind, gibt es nun wieder eine niedrigste. Wir 
nennen sie 7. Sie ist notwendig von der Form UU". So fort- 
fahrend erhalten wir ersichtlich » voneinander unabhingige Translationen: 


t,= a; <= A a; veep Dm = tee =. 
Aus ihnen la8t sich aber nun jede andere Translation 


B= or. -- wn 


in der Form rt" vee x " darstellen, wo aber nun die #,,---,8, ganze 


Zahlen sind. Denn man kann jedenfalls die ganzen Zahlen £,,---, 8, so 
bestimmen, daB in 


BT... Tm CM HAS... Oe 


n? 


wo 
C, = b, — Bit, Gy = by — Bytyy — Batons» - +) Op =O, — Bian —*** — Baten 
die Zah! ¢, kleiner ist als die entsprechende Zahl ¢,, in Z,, dab c, kleiner 


ist als die entsprechende Zahl ¢,. in &, daB endlich die Zahl-c, kleiner 
ist als die entsprechende Zahl ¢,, in Z,. Diese Translation © ist daher 
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niedriger als ZT, und daher ist c,— 0, sie ist niedriger als Z,_, und da- 
her ist c,_,— 0, sie ist endlich niedriger als EZ, und daher ist ¢, = 0. 
Sie ist somit die Identitit und also ist jede Translation 8 der Gruppe 
in der Form 


Bm I... Gn 


mit ganzzahligen f; darstellbar. 

Damit haben wir » erzeugende Translationen in der Gruppe ausfindig 
gemacht. Diese sind nicht die einzigen dieser Art. Denn wenn f,, - - 
erzeugende Translationen sind, so sind auch die » Translationen 


Z/ = X — =, @ 


a t, 


wenn die Determinante der ganzzahligen c,, gleich +1 ist, bekanntlich 
erzeugende Translationen, und umgekehrt laiBt sich jedes System erzeugen- 
der Translationen in dieser Weise aus irgend einem anderen gewinnen. 

Man kann sich die m Translationen 2,,---, Z, vom Koordinaten- 
anfangspunkt aus als Vektoren abgetragen denken und diese Vektoren als 
Einheitsstrecken eines neuen schiefwinkligen Koordinatensystems einfiihren, 
oder analytisch, man kann, wenn 


{,=2,=—2,+ A, (i,k =1, --+, m) 
die » Translationen sind, durch 
at => A® , (i =1,---,m) 


die neuen Variabeln &,; einfiihren. Deutet man dann in diesem neuen Ko- 
ordinatensystem die Translationen der Gruppe alle als Vektoren, so macht 
die Gesamtheit der Endpunkte dieser Vektoren gerade die Gesamtheit der 
Punkte aus, die im neuen Koordinatensystem ganzzahlige Koordinaten 
haben; oder analytisch, wenn man durch die angegebene Substitution neue 
Variable einfiihrt, so schreiben sich die Translationen in den neuen 
Variabeln wieder in der Form 

Ee = &, + A? (i, k= 1,---, n). 
Die Koeffizienten A, sind aber nun ganze Zahlen. Insbesondere werden 
die m erzeugenden Translationen, die wir zur Einfiihrung der § beniitzten: 
b= §,+ 4,0 (40={¢ wl ent ) 
k — Se k : = 0 i2kf (i,2—=1---m) }. 


Die oben genannten unimodularen ganzzahligen Substitutionen (ganzzahligen 
Substitutionen der Determinante +1), die die verschiedenen Systeme er- 
zeugender Translationen miteinander verbinden, vermitteln nun auch den 
Ubergang zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen, in welchen 
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sich die Translationen in dicser Weise mit ganzzahligen Koeffizienten 
schreiben lassen. 

(Die Gesamtheit der ganzzahligen Punkte in einem gewissen Koordi- 
natensystem nennt man Gitter. Die Figur des Gitters ist es, die der 
Minkowskischen Theorie der quadratischen Formen ihr durchsichtiges Ge- 
prage verleiht. Auf diese Figur werden wir auch bei den Translations- 
gruppen gefiihrt. Darauf beruht geometrisch der nahe Zusammenhang. 
Man hat nur nétig, in bezug auf eines unserer schiefwinkligen Koordinaten- 
systeme, in welchen sich die Translationsgruppe ganzzahlig schreibt, den 
analytischen Ausdruck des Quadrates der Entfernung aufzustellen; dann 
erhailt man eine der unendlich vielen dergestalt zu unserem Gitter ge- 
hérigen positiven quadratischen Formen. Da die Ubergiinge zwischen den 
verschiedenen Koordinatensystemen durch unimodulare ganzzahlige Sub- 
stitutionen vermittelt werden, so gehen alle diese quadratischen Formen 


durch unimodulare ganzzahlige Transformationen ihrer Variabeln ausein- 
ander hervor.) 


g 3. 
Die Gruppe der rotativen Teile. 


Unter dem rotativen Teile einer Bewegung 


a = Db, 0, + B, (¢=1,---, ) 


1 


verstehen wir die orthogonale Substitution 

«= . Dip Ly (i _ 1, “4 n). 

1 

Es ist leicht zu sehen, daB die rotativen Teile der Bewegungen einer Be- 
wegungsgruppe selbst unter sich eine Gruppe bilden, welche mit jener 
Bewegungsgruppe mehrstufig isomorph ist. Diese Gruppe der rotativen 
Teile ist, wie wir jetzt zeigen wollen, eine endliche Gruppe. Um das ein- 
zusehen, beziehen wir die ganze Bewegungsgruppe und also auch die 
Gruppe der rotativen Teile auf eines der im vorigen Paragraphen erwihnten 
schiefwinkligen Koordinatensysteme, die dadurch charakterisiert waren, 
daB die darauf bezogenen Translationen ganzzahlige Substitutionen waren. 
Hat man solcherart neue Variable eingefiihrt, so erhalten nun auch die 
rotativen Teile ganzzahlige Koeffizienten. Dies folgt daraus, daB fiir jede 
Bewegung B mit dem rotativen Teile B’ zugleich mit irgend einer Trans- 
lation Z auch BE B-!=— B’I(B’)-' eine Translation der Gruppe ist. 
Wendet man dies inbesondere auf eine der erzeugenden Translationen &, 
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an, bei welchen nur eine Komponente von Null verschieden und zwar 
gleich 1 ist, z. B. auf 
T= a; = 2,41, b>) 
tT, = X%y 
so wird fiir den rotativen Teil 


B= 2; = Sto.2, (i= 1,---, ) 
1 


die Translation 

BIB-'=2, = 1,4 b, (k=1, +--+, m). 
Die Komponenten dieser Translation miissen aber ganze Zahlen sein. Das 
heiBt aber, daB die Koeffizienten in der i*" Kolonne des rotativen Teiles 
und also auch in allen Kolonnen ganze Zahlen sind. Die Determinante 
dieser ganzzahligen Substitution ist tibrigens + 1, weil sie durch Ande- 
rung der Variabeln aus einer orthogonalen Substitution hervorging. Die 
ganzzahlige Gruppe der rotativen Teile liBt nun aber eine positive quadra- 
tische Form invariant, eben weil sie durch Anderung der Variabeln aus 
einer Gruppe hervorging, fiir die das der Fall ist, nimlich aus einer Gruppe 
orthogonaler Substitutionen, fiir die die Quadratsumme der Variabeln in- 
variant ist. (Geometrisch wiirde man sagen: da die rotativen Teile Be- 
wegungen darstellen, miissen sie die quadratische Form, die der analytische 
Ausdruck der Entfernung ist, bezogen auf das schiefwinklige Koordinaten- 
system, invariant lassen.) Daraus, dab die ganzzahlige Gruppe der rota- 
tiven Teile eine positive quadratische Form fest lift, folgt nach einem be- 
kannten Satze die Endlichkeit dieser Gruppe; ja man kann sogar eine nur 
von der Variabelnzahl abhiingige obere Grenze fiir die Ordnung dieser 
Gruppe angeben. 

Der Vollstindigkeit halber wollen wir in geometrischem Gewande den 
Grundgedanken uach einen Beweis dieses Satzes skizzieren (obwohl wir 
uns dazu auch auf den in § 4 heranzuziehenden Satz berufen kénnten) 
(cf. dazu Minkowski, Geometrie der Zahlen, 8. 176ff.). Durch die Drehungen 
der Gruppe der rotativen Teile gehen aus einem ersten System von m er- 
zeugenden Translationen der Translationsuntergruppe weitere solche Systeme 
erzeugender Translationen hervor. Sei / die gréBte unter den T,,---, Z, 
vorkommende Linge. Dann sind alle Translationen, die dergestalt durch 
die Drehungen aus den Z, hervorgehen, kiirzer als 7. Es gibt aber sicher 
nur endlich viele verschiedene Translationen, die kiirzer sind als / (da es 
sonst infinitesimale Operationen in der Gruppe giibe). Diese endlich vielen 
Translationen kann man nur auf endlich viele verschiedene Weisen zu 
Systemen von m Erzeugenden zusammenfassen. Da die Substitution, die 
den Ubergang zwischen zwei solchen erzeugenden Systemen, bez. den zu- 
gehérigen Koordinatensystemen vermittelt, durch die beiden véllig be- 
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stimmt ist, so kommen fiir die rotativen Teile nur endlich viele Sub- 
stitutionen in Betracht. Die Gruppe der rotativen Teile ist also endlich. 

Um auch die Existenz einer nur von » abhingenden Grenze fiir die 
Ordnung dieser Gruppe zu erkennen, legt man zweckmiBig statt des eben 
benutzten Systems von m erzeugenden Translationen ein anders gewihltes 
System von  unabhingigen Translationen zugrunde. Wir bezeichnen mit 
, die kiirzeste in der Gruppe vorhandene Translation, mit ZT, die kiirzeste, 
die nicht in der Form &% darstellbar ist, mit Z, die kiirzeste nicht in 
der Form I“ darstellbare, --- mit ZT, die kiirzeste nicht in der Form 
TP --- Tin- darstellbare Translation der Gruppe. (Dabei brauchen die 
Zahlen a, keine ganzen Zahlen zu sein, weil ja auch das so ausgewihlte 
System von Translationen kein System von erzeugenden Translationen zu 
sein braucht.) Durch die Drehungen der rotativen Teile gehen aus diesem 
System von Translationen nur endlich viele weitere hervor und wie oben 
kénnten wir auf die Endlichkeit der Gruppe der rotativen Teile schlieBen. 
Aber jetzt gelingt es auch zu zeigen, daB die Zahl der Translationen, die 
man durch Drehung aus diesen » erhalten kann, eine nur von m abhiingige 
Grenze nicht tiberschreiten kann, und damit diese Tatsache auch fiir die 
Ordnung der Gruppe der rotativen Teile zu erkennen. Denn aus dem 
kiirzesten Z, werden sicher endlich viele Translationen, deren Zahl eine 
von # abhiingende Grenze nicht iiberschreitet; denn sei J, die Linge von 
T,, so endigen alle Translationen, die man daraus durch Drehungen ab- 
leiten kann, auf einer Kugel vom Radius /,; sie bilden da ein Punktsystem, 
in dem keine zwei Punkte um weniger als /, voneinander entfernt sind. 
Thre Zahl ist also kleiner als eine gewisse nur von » abhiingende Zahl 
s(=(2Vn+1)"). Sei nun /, die Linge von &,, so endigen alle Trans- 
lationen, die man aus Z, durch die Drehungen erhalten kann, auf einer 
Kugel vom Radius 7,; sie bilden darauf ein Punktsystem, sodaB sich in 
der Entfernung 7, von einem jeden seiner Punkte sicher immer héchstens 
s weitere Punkte des Systems finden. Daraus folgt, daB die Zahl dieser 
Punkte héchstens s® ist. Diesen Schlu8 kann man fir alle nacheinander 
wiederholen und daraus den Satz ableiten. Dies ist der einfache Grund- 
gedanke, den Minkowski, allerdings ohne ihn anzugeben, in einer etwas 
anderen Weise verwertet, die den Vorteil bietet, schirfere Resultate zu 
liefern. Er betrachtet dabei die Reste der Koordinaten der eben ange- 
fiihrten in Betracht kommenden Gitterpunkte in bezug auf ein passend 
gewiihltes Koordinatensystem nach dem Modul 2. Es zeigt sich dabei, 
daB diese Restsysteme alle voneinander verschieden sind. Dies liefert er- 
sichtlich die bekannte Grenze (2"*+'—2)* fiir die Ordnung der Gruppe 
der rotativen Teile. 
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§ 4. 
Ansatz zum Endlichkeitsbeweise. 


Gestiitzt auf die Ergebnisse der beiden vorangegangenen Paragraphen 
wollen wir nun zuniichst zeigen, dab zwei isomorphe Bewegungsgruppen 
immer durch eine passende Anderung der Variabeln auseinander hervor- 
gehen. Wenn also A,, A,,--- die Bewegungen einer ersten Bewegungs- 
gruppe und B,, B,, --- die Bewegungen einer zweiten Gruppe sind, sodaB 
immer zwei Bewegungen, die einander bei dem Isomorphismus entsprechen, 
den gleichen Index tragen, so wollen wir zeigen, dab es immer eine vom 
Index i unabhingige Substitution S gibt, sodaB fiir alle Indices i zugleich 
SA,S-'= B, ist. Um das einzusehen, bemerken wir zuniichst, daB bei 
der isomorphen Zuordnung notwendig den Translationen der einen Gruppe 
die Translationen der anderen entsprechen. Denn jedenfalls muf einer 
Translation A der ersten Gruppe eine Bewegung B der zweiten entsprechen 
derart, daB alle B,BB-' mit B vertauschbar sind. Nehmen wir fiir die 
B, z. B. m unabhiingige Translationen, so folgt daraus schon nach Uber- 
legungen, die wir im ersten Teile dieser Arbeit mehrfach angestellt haben 
(vgl. z. B. § 5 daselbst), daB B eine Translation ist. Da also nun bei 
dem lsomorphismus die Translationsuntergruppen einander entsprechen, so 
wihlen wir in beiden Gruppen auf Grund der Ergebnisse der beiden vor- 
ausgegangenen Paragraphen die Variabeln so, dab die Translationen ganz- 
zahlige Substitutionen werden, und daB entsprechende Translationen beider 
Gruppen identisch ausfallen. Wir haben dazu nur nétig, in beiden Gruppen 
entsprechende Systeme von m erzeugenden Translationen als Einheitsstrecken 
der neuen Koordinatensysteme einzufiihren. Wenn wir das tun, so werden 
nun aber auch die nunmehr ganzzahligen rotativen Teile von irgend zwei 
entsprechenden Bewegungen beider Gruppen identisch. Denn seien 


A=2;= Dta,%,+ A, (i= 1,--+, m) 
1 
und 


B=2;= tb, 2, + B, (é=1, +--+, m) 
1 
zwei zugeordnete Bewegungen der beiden Gruppen und &, die in beiden 
Gruppen vorkommende erzeugende Translation 
C=2,—2,+1; 2,=—2, (i2k), 
so sind 


y= Xt a, (i,k=1,---, n) 
und 


y= 1+ by (i, k=1,--+, m) 
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nun auch zugeordnete Translationen und miissen daher identisch sein; das 
bedeutet aber Ubereinstimmung der i** Kolonnen der rotativen Teile beider 
Bewegungen; da dieser Schluf fiir alle Kolonnen gilt, so folgt daraus die 
Ubereinstimmung der rotativen Teile irgend zweier zugeordneter Be- 
wegungen. Seien nun also 

W,= 2) — Shape, + 4” (i=1,--n) 


1 
und 


n 
= or (A (A) 
B,= 2, rapa, + B; 
1 


die Bewegungen der beiden Gruppen, so bilden wir die Bewegungen 


CF.=2;= > ax, + AM — BM. 
1 


Diese bilden nun ersichtlich selbst wieder eine Gruppe. Diese Bewegungs- 
gruppe ist aber nun, da nur endlich viele verschiedene rotative Teile vor- 
kommen und da die Gruppe keine Translationen enthilt, eine endliche 
Gruppe. (Sind namlich ©, und ©, zwei Bewegungen unserer Gruppe mit 
tibereinstimmendem rotativen Teile, so ist G7*C, eine Translation und 
daher, da keine Translationen in der Gruppe vorkommen, die Identitit.) 
Dann gibt es aber nach einem Satze von Maschke (vgl. auch die Uber- 
legungen in § 9 des ersten Teiles dieser Abhandlung) eine Translation 


t=a;=—2,+ 71, 
sodaB TC,Z-'=— D, die folgende homogene Substitution wird: 


n 
D,=2,= y a!" x,. 
1 


Uben wir nun diese Translation Z noch auf die Bewegungsgruppe Y,, U,, «+» 
aus, sodaB wir also eine aus den Bewegungen TUA,T-', TA,T-',--- be- 
stehende Gruppe erhalten, so werden die dann einander entsprechenden Be- 
wegungen TA,T-!— MW’ und B, vollends identisch. Denn es wird 


n 
, , (h , 
= 2= > aspx, + A;, 
1 
wobei 
n 
Aj = T,— At a,T, + A,; 


1 
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und es wird R 
D,=2,= > a)a2,+ D,, 
wobei 
D,= 1,— Shay T+ A,— B,. 
i 


Hier ist aber D,—0. Also Aj=—B,. Und das ist gerade unsere Be- 
hauptung. 

Isomorphe Bewegungsgruppen gehen also durch eine passende Ande- 
rung der Variabeln auseinander hervor. Um also zu beweisen, wie wir es 
im § 1 in Aussicht nabmen, daB es nur endlich viele Bewegungsgruppen 
gibt, die nicht durch solche Variabelniinderungen auseinander hervorgehen, 
brauchen wir jetzt nur noch zu beweisen, daf es nur endlich viele nicht 
isomorphe Bewegungsgruppen gibt. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir fortan die Variabeln so gewahlt an, daB 
die Translationen ganzzahlige Substitutionen werden, und daB die rotativen 
Teile ganzzahlige Koeffizienten erhalten. Dies kann in jeder Gruppe auf 
verschiedene Weise erreicht werden, je nach dem System erzeugender Trans- 
lationen, welches man zur Einfiibrung des schiefwinkligen Koordinatensystems 
benutzt. Bei diesen verschiedenen Méglichkeiten gehen die jeweiligen 
Gruppen der rotativen Teile dadurch auseinander hervor, dab man durch 
passende unimodulare ganzzahlige Substitutionen neue Variabeln einfiihrt 
(vgl. § 2, 3). Wenn somit zwei Bewegungsgruppen isomorph sein sollen, 
so miissen die Gruppen der rotativen Teile durch Transformation mit einer 
unimodularen ganzzahligen Substitution auseinander hervorgehen, weil sie 
ja, wie wir gerade vorher gesehen haben, bei passender Wahl des schief- 
winkligen Koordinatensystems identisch werden. Wenn wir also zeigen 
wollen, daB es nur endlich viele nicht isomorphe Bewegungsgruppen gibt, 
so werden wir zuniichst zeigen miissen, dab es nur endlich viele ver- 
schiedene endliche Gruppen ganzzahliger Substitutionen in » Variabeln gibt, 
die nicht durch eine unimodular ganzzahlige Transformation der Variabeln 
auseinander hervorgehen. (Man iiberzeugt sich nimlich leicht, dab jede 
beliebige endliche Gruppe ganzzahliger Substitutionen als Gruppe der 
rotativen Teile einer passenden Bewegungsgruppe auftreten kann.) Dies 
ist der Inhalt eines tief liegenden Satzes, der in der Reduktionstheorie 
der positiven quadratischen Formen bewiesen wird. 

Den in Rede stehenden Satz hat ©. Jordan*) entdeckt und ihn mit 
Hilfe einer von Korkine und Zolotareff herriihrenden Reduktionsmethode 


*) In dem ersten Teile dieser Arbeit habe ich diesen Satz irrtimlicherweise 
Minkowski zugeschrieben. Ich stelle das hiermit richtig. 
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bewiesen*). Einen weiteren dem Jordanschen nahestehenden Beweis gab 
Minkowski**) auf Grund der von ihm verbesserten Hermiteschen Reduk- 
tionsmethode. EKinen dritten Beweis veréffentliche ich eben in den Gittinger 
Nachrichten ebenfalls auf Grund der Minkowskischen Reduktionstheorie***). 
Es wiirde indessen zu weit fiihren, wenn wir diese Beweise hier ausein- 
ander setzen wollten. Wir miissen dafiir auf die angefiihrten Arbeiten 
verweisen, sowie auf eine in einiger Zeit in diesen Annalen erscheinende 
Arbeit tiber Reduktion der quadratischen Formen, die der Verfasser zu- 
sammen mit Herrn I. Schur veréffentlichen wird. 


§ 5. 
Durchfiihrung des Endlichkeitsbeweises. 


Wir fassen zuniichst noch einmal zusammen, wieweit unser Endlich- 
keitsbeweis jetzt gediehen ist. Wenn wir die Bewegungsgruppen auf passende 
schiefwinklige Koordinatensysteme beziehen, so kennen wir zunichst ein fiir 
allemal die Translationsuntergruppe; es ist die aus den m Translationen 

Tj=2—2,4+1; 4—% (i2k) 
erzeugte Gruppe. Des weiteren wissen wir nach dem vorigen Paragraphen, 
daB fiir die Gruppen der rotativen Teile nur endlich viele verschiedene 
Méglichkeiten in Frage kommen. Aber iiber die Translationsbestandteile 
derjenigen Bewegungen, welche nicht selbst Translationen sind, wissen 
wir noch nichts. Wir werden also nun alle Bewegungsgruppen, die in 
den Gruppen der rotativen Teile iibereinstimmen, in eine (von endlich 
vielen) Klassen zusammenfassen und dann zeigen, daB auch fiir die Trans- 
lationsteile der einzelnen Bewegungen nur endlich viele Méglichkeiten 
bleiben. Zwei Gruppen sind dabei nach § 4 als gleich anzusehen, wenn sie 
isomorph sind. Dann kann man folgendermafen+) schlieBen. 

Sei B eine Bewegung und & eine Translation der Gruppe, so haben 
alle Bewegungen ZB den gleichen rotativen Teil, und umgekehrt gehen 
alle Bewegungen mit gleichem rotativen Teil auf diese Weise auseinander 
hervor. Wir fassen sie in eine von endlich vielen Klassen Z- 8 von Be- 


*) C. Jordan, Journal de I'Ecole Polytechnique cah. 48. 
**) Minkowski: Diskontinuitiitsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. J.f. Math. 129. 
***) Bieberbach: Uber die Minkowskische Reduktion der positiven quadratischen 
Formen. Gétt. Nachr. 1912. 
+) Auf eine ein wenig andere, vielleicht auch etwas einfachere Weise fiihrt 
Herr Frobenius in der erwihnten Arbeit den Beweis. Der Hauptunterschied besteht 
darin, daB Herr Frobenius zuniichst die in den Translationsteilen noch vorhandene 
Willkiir durch eine passende Wahl des Koordinatensystems aufhebt und alsdann statt 
des hier vorgetragenen Schlusses eine Rechnung mit Kongruenzen benutzt. 


27° 
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wegungen zusammen. Durch passende Wahl von & kann man immer er- 
reichen, daB in der Bewegung 


t$=2;= Fby2,+ B, 
1 
alle 0< B,<1. Es gibt in jeder Klasse TB von Bewegungen gerade 
eine solche Bewegung. Wir nennen sie die reduzierte Bewegung der Klasse. 
Sind 8, und %, zwei reduzierte Bewegungen, 8, 8, das Produkt der beiden 
und %, die reduzierte Bewegung der Klasse I -B,%,, so ist also bei 
passender Wahl von Z: 8,8,— TB,. Wir zeigen, dab bei gegebenen 
%,, B, fir I nur endlich viele Méglichkeiten in Betracht kommen. Es 
seien namlich b, und b, die rotativen Teile von B, und %,, also B, = ¢,b, 
und $,=¢,),. Sei weiter b, der rotative Teil von B,, sei also B, = ¢,b, 
und also 
BB, = T- tb, = T- t,b,d,, 
dann ist 
BB, = tb, tb, = t,- bt, bo bd, 
und wegen b, = b,b, 
Lt, = t,- b,t,b7'; 

die Komponenten von ¢,, ¢,, ¢, sind alle kleiner als 1, die Koeffizienten 
von 6, sind fest gegeben und also liegen die Komponenten von ),t,b;' 
jedenfalls unter einer angebbaren Grenze. Daher miissen auch die Kom- 
ponenten von & unter einer angebbaren Grenze liegen und daher kommen 
fiir Z, da es eine Translation der Gruppe (mit ganzzahligen Komponenten) 
ist, nur endlich viele Méglichkeiten in Betracht. Wir kénnen diese Be- 
trachtung fiir alle die endlich vielen Produkte von reduzierten Bewegungen 
wiederholen, und wenn wir dann zwei Gruppen vorliufig dann als gleich 
ansehen, wenn fiir irgend zwei Produkte reduzierter Bewegungen die Trans- 
lation, um die sich das Produkt von der reduzierten Bewegung des Pro- 
duktes unterscheidet, tibereinstimmen, so erhalten wir nur endlich viele 
verschiedene Gruppen. Nun ist aber die Sache die, daB zwei derartige 
Gruppen, fiir die also alle die angegebenen Translationen iibereinstimmen, 
isomorph sind. Um das einzusehen, brauchen wir nur in beiden Gruppen 
die gleichen Translationen und die jeweils reduzierten Bewegungen mit 
gleichen rotativen Teilen einander zuzuordnen, um eine isomorphe Zuord- 


nung der beiden Gruppen zu erhalten. Damit ist aber dann unser Satz 
bewiesen. 


Heppenheim a. d. B., Weihnachten 1911. 
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Transformation der Kurven auf zweiseitigen Flachen. 
Von 


M. Deun in Kiel. 


Das Problem, das uns im folgenden beschiftigen wird, ist eines der 
einfachsten der Topologie: Gegeben sind zwei geschlossene Kurven auf einer 
geschlossenen zweiseitigen F'liche, es ist zu untersuchen, ob sie durch stetige 
Deformation ineinander iibergefiihrt, ,,ineinander transformiert“ werden kinnen. 
Die Lésung des Problems fiir Flichen mit einem Geschlecht p> 1 mit 
Hilfe der ,,Polygongruppen“* und demgemiB auf Grund der Metrik der 
hyperbolischen Ebene ist naheliegend und z. B. von Poincaré (Rend. Cire. 
Mat. Pal. 1905) angedeutet, von mir in der Arbeit Math. Ann. 71 ganz genau 
entwickelt.*) In derselben Arbeit habe ich auch eine Methode angegeben, 
um ohne Hilfe der Metrik rein topologisch die Frage zu entscheiden. Bei 
der Begriindung dieser Methode habe ich aber sehr wesentlich Eigen- 
schaften von Figuren der hyperbolischen Ebene benutzt. — Fiir Flichen 
vom Geschlecht p= 0 und p = 1 ist die Lésung des Problems sehr ein- 
fach: im ersten Fall sind alle Kurven ineinander transformierbar, im 
zweiten Fall ist die ,,./undamentalgruppe“ abelsch, und jede Kurve ist trans- 
formierbar in eine Kurve, die durch das m-malige Durchlaufen einer festen 
Kurve C ynd darauf u-malige Durchlaufen einer zweiten festen Kurve [ 
entsteht, und zwar sind diese Zahlen m und uw unabhiingig von der Art 
der Transformation, womit das Transformationsproblem gelést ist. 

Es ist nun eigentiimlich und fir die Unvollkommenheit der Durch- 
forschung der Topologie charakteristisch, daB eine Liésung des Trans- 
formationsproblems fiir p> 1, die fast ebenso einfach ist wie die eben 
angefiihrte fiir den Fall p= 1, bisher unbekannt war: Fiihrt man durch 
2p Schnitte a,,,,---,a,, b, die Flache in ein einfach zusammenhingendes 
Flichenstiick iiber, dessen Berandung der Reihe nach von den Kurven 


*) Vgl. hierzu die analytische Ausfiihrung in der demniichst erscheinenden 
Dissertation von Gieseking. 
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a,, b,, a7", by; ay,---, b5* gebildet wird, dann laBt sich jede geschlossene 
Kurve LZ der Fliche transformieren in eine aus diesen ,,erzeugenden“ 
Kurven zusammengesetzte Kurve, etwa 


ay: Pra” ...=A. 
P 1 


Gibt es dann, eventuell nach zyklischer Vertauschung der Glieder, 
einen Teil des Ausdruckes A, der mehr als 2p, etwa q Glieder der Relation 


a,b,ay tbr? --- b5t=1 


in der Reihenfolge der Relation oder in der umgekehrten Reihenfolge ent- 
halt, dann ersetze man diesen Teil durch den ihm gleichen Ausdruck, der 
aus den 4p — q iibrigen Gliedern zusammengesetzt ist, man streiche ferner, 
eventuell nach zyklischer Vertauschung, aufeinanderfolgende Glieder von 
der Form ¢ und c~' gegeneinander fort und setze diese beiden Reduktions- 
verfahren solange wie méglich fort. Dann ist A schlieBlich in einen Aus- 
druck K iibergefiihrt, den wir einen reduzierten Ausdruck nennen wollen. 
K stellt eine Kurve dar, in die L transformierbar ist. Darauf lautet unser 

Hauptsatz: Abgesehen von unschwer zu erledigenden Ausnahmefiillen 
bestimmt jede Kurve eindeutig bis auf zylklische Vertauschung der Glieder 
einen redusierten Ausdruck. 

Abgesehen von den Ausnahmefiillen sind zwei Kurven dann und nur 
dann ineinander transformierbar, wenn ihre reduzierten Ausdriicke bis auf 
syklische Vertauschung der Glieder identisch sind. 

Einige Ausnahmefille sind sehr naheliegend, z. B. sind ja zwei Aus- 
driicke, die aus je einer Hiilfte der Glieder der Relation bestehen, inein- 
ander transformierbar, fiir p = 2: 


a,b,ay*b>* und b,a,by* az". 


Weniger triviale Beispiele fiir Ausnahmefiille findet man im folgenden in 
dem ihrer Behandlung gewidmeten Absatz. 

Fiir das folgende wird die Kenntnis der einfachsten Eigenschaften 
der Abbildung der zweiseitigen Fliche vom Geschlecht p > 1 auf ein Netz 
von 4p-Ecken, die zu je 4p an einer Ecke zusammenstoBen, vorausgesetzt. 
Man findet diese in Kapitel I, § 1, Absatz 1—5 und § 5 meiner Arbeit 
Math. Ann. 71. Ich erimnere hier nur daran, daB dieses Netz das Bild 
einer unendlichen Gruppe, der zu der Fliche gehérenden Fundamental- 
gruppe, ist, die a,, b,,---, b, als Erzeugende hat und durch die Relation 


a,b,ayb>*--- bpt'=1 


definiert ist. Allen Kurven der Fliche, die ineinander transformierbar 
sind, entsprechen Elemente der Gruppe, die ineinander transformierbar 
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sind, speziell den Kurven, die auf einen Punkt zusammenziehbar sind, der 
Identitaét gleiche Elemente der Gruppe, die durch geschlossene Strecken- 
ziige des Netzes repriisentiert werden. 


§ 1. 
Das Identititsproblem. 
Satz 1: Es sei das Element afb®... af .-- der Fundamental- 


gruppe gleich der Identitét, dann ist dieser Ausdruck reduzierbar, d. h. nach 
dem oben Auseinandergesetzten kommen in dem Ausdrucke q Glieder 
(q> 2p) in derselben Reihenfolge vor wie in der definierenden Relation 
und sind also durch 4p — q Glieder ersetzbar, oder es kommen zwei Glieder 
von der Form s und s~* in dem Ausdruck hintereinander vor und sind 
also weglaBbar. 

Zum Beweise haben wir blob zu zeigen, dab jeder geschlossene 
Streckenzug in dem Gruppenbild, also in dem 4p-Ecknetz, mit einem 
Netzpolygon mehr als 2p Seiten gemein hat oder zweimal in entgegen- 
gesetztem Sinne und nacheinander durchlaufene Strecken besitzt. 

Wir betrachten zuniichst die Gesamtheit G, von Netzpolygonen, die 
aus einem einzigen Netzpolygon besteht, dann die Gesamtheit G,, die ent- 
steht, wenn man zu G, alle Netzpolygone hinzufiigt, die eine Ecke mit 
dem Rand von G, gemeinsam haben, dann G,, das aus G, durch Hinzu- 
fiigung aller Polygone entsteht, die mit dem Rand von G, eine Ecke ge- 
meinsam haben, usw. — Jeder geschlossene Streckenzug in G, hat gewiB 
die verlangte Eigenschaft, aber auch jeder geschlossene Streckenzug von 
G,. In der Tat, jeder Punkt von G,, der nicht zu G, gehért, ist ein 
Randpunkt der einfach zusammenhingenden Gesamtheit G, und von ihm 
geht héchstens eine Strecke nach dem Inneren, und in diesem Fall gehen 
zwei reduzierbare Streckenziige von ihm aus, die ganz dem Rande ange- 
héren. Ein geschlossener Streckenzug, der keine hintereinander im ent- 
gegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken besitzt, ist also entweder ganz 
in G, enthalten oder enthalt notwendig einen der reduzierbaren Strecken- 
ziige des Randes von G,. Genau derselbe SchluB gestattet den Beweis 
von den in G, auf die in G,, G, usw. verlaufenden geschlossenen Strecken- 
ziige sukzessive auszudehnen, womit unser Satz bewiesen ist. 

Unser Beweis benutzt wesentlich die Eigenschaften des Gruppenbildes, 
dagegen liefert der Satz selbst ein Verfahren, um ohne Konstruktion des 
Gruppenbildes direkt zu entscheiden, ob ein Ausdruck ein der Identitit 
gleiches Element darstellt oder nicht. Das ist ein Vorteil gegeniiber der 
Methode, gemi8 welcher man zu dieser Entscheidung zuerst das Gruppen- 
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bild konstruiert und diesem entnimmt, ob der Ausdrack einen geschlossenen 
Streckenzug liefert oder nicht. 

Fiir das Folgende ist es nétig, noch mehr Eigenschaften von ge- 
schlossenen Streckenziigen herauszufinden: wir wollen uns zuniichst auf 
singularititenfreie derartige Ziige beschriinken. Wir bezeichnen eine Reihe 
von Netzpolygonen P,, P,,---, von denen jedes mit dem folgenden eine 
Strecke gemeinsam hat, sonst aber zwei Polygone keine gemeinsamen 
Elemente besitzen, als eine Kette. Beginnen wir unsere Betrachtungen der 
Einfachheit wegen mit einem Polygon, das dem von dem zu untersuchenden 
Zug TT eingenommenen Gebiet [ angehért und nur einen ungeschlossenen 
Streckenzug mit TT gemeinsam hat. Dieses Polygon bezeichnen wir in 
der obigen Bedeutung mit G,. Besteht TT nicht bloB aus der Berandung 
eines Polygons, dann gehéren zu [ sicher Polygone von G,. Denn sonst 
miiBte TT Doppelstrecken haben. Gehért aber zu [ nur ein Polygon von 
G,, dann bildet dies mit dem ersten zusammen eine Kette, auf deren Be- 
randung zwei reduzible Ziige von 4p — 1 Strecken liegen; gehéren aber 
mehrere Polygone von G, zu, dann hat der Rand des von diesen Poly- 
gonen und G, eingenommenen Gebietes mindestens drei reduzierbare Ziige 
von mindestens 4p — 2 Strecken. Da nun ein Polygon von G, niemals 
zwei Strecken mit dem Rande von G, gemeinsam hat, andererseits nicht 
zwei Polygone von G, gleichzeitig miteinander und mit G, je eine Strecke 
gemeinsam haben, so kann durch die zu [ gehdrenden Polygone von G, 
keiner seiner reduzierbaren Ziige zerstért werden, ohne daf gleich grofe 
neue reduzierbare Ziige auftreten. Indem wir diese SchluBweise fortsetzen, 
erhalten wir das Resultat: 

Eine geschlossene singularititenfreie Kurve des Netzes hat mindestens 
drei reduzible Ziige von mindestens 4p — 2 Strecken mit alleiniger Ausnahme 
des Falles, daB sie die Berandung einer Kette oder eines einzigen Polygons 
bildet. 

Wir betrachten nun weiter Kurven mit Singularitiiten, zuniichst sollen 
dies bloB Punkte sein. Bei jeder solchen Kurve TT kénnen wir von einem 
solchen singuliren Punkt ausgehen, daB man, wenn man die Kurve TT in 
geeigneter Weise von ihm aus durchliuft, zu dem Punkte zuriickkehrend, 
eine singularititenfreie geschlossene Kurve beschrieben hat (eine Schleife). 
Diese Schleife hat dann und nur dann nicht mehr als zwei reduzierbare 
Streckenziige, wenn sie die Berandung einer Kette ist; dadurch, dab TT 
sich nicht in dem singuliren Punkt schlieBt wie die Schleife, kann héch- 
stens ein reduzierbarer Streckenzug der Schleife nicht auf TT selbst liegen. 
Nun hat aber jede Kurve mit Singularititen mindestens zwei Schleifen ohne 
gemeinsame Strecken. Wenn also TT keine drei reduzible Ziige von min- 
destens 4p — 2 Seiten haben soll, so darf TT nur zwei Schleifen ohne ge- 
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meinsame Strecken haben und diese miissen je eine Kette begrenzen. 
Daraus folgt aber weiter, daB in diesem Fall keine der beiden Schleifen 
singulire Punkte haben kann. Denn betrachte ich eine Schleife ABA, 
der Punkt B auf ihr sei ein singulirer Punkt fiir TT, -dann sind zwei Fille 
méglich: 1. (Fig. 1) Beide von A aus laufenden nicht zur Schleife ABA 
gehérenden Ziige von TT laufen nach singuliren Punkten 

etwa B und C der Schleife, ohne vorher selbst eine Schleife 

zu bilden, d. i. ohne Doppelpunkte; diese Ziige seien etwa B 
AXB und AYC. Begrenzt AXB mit BA zusammen 

eine Kette, so hat diese mit der von der Schleife ABCA 

begrenzten Kette BA gemeinsam, folglich besteht BA 

aus einer einzigen Strecke. Also bleibt von den reduzier- 


baren Ziigen von AX BA mindestens einer ein reduzier- Y 
barer Zug von mindestens 4p — 1 Strecken fiir den Zug me 


AXB auf TT. Begrenzt aber AX B mit BA keine Kette, so braucht zwar 
BA keine einzelne Strecke zu sein, aber dafiir hat 4X BA mindestens 
drei reduzible Ziige von 4p — 2 Seiten, von dem also einer mindestens 
auf dem Zug AXB oder auf dem Zug AB von TT liegt. Durch Betrach- 
tung des anderen Zuges AYC folgt, daB auch auf diesem oder auf AC 
mindestens ein reduzibler Zug von mindestens 4p — 2 Seiten liegen miiBte. 
Wenn wir dann beriicksichtigen, da’ sowohl auf der Schleife AYCBA 
als auch auf der Schleife AXCBA mindestens ein reduzibler Zug von TT 
mit 4p — 2 Seiten liegt, so ergibt sich sofort, daB in diesem 

Fall wieder drei reduzible Ziige von mindestens 4p — 2 Seiten 

auf TT voihunden sind. — 2. (Fig. 2.) Einer von den von A - 
auslaufenden nicht zur Schleife ABA gehdrenden Ziige von 

TT bildet eine Schleife CYC, bevor er zu einem singuliren c 
Punkt auf ABA gelangt. Dann wird der andere, wenn TT nicht 
drei reduzierbare Ziige haben soll, singularititenfrei zu dem 
singuliren Punkt B der Schleife ABA laufen miissen (sonst 
hiitte man ja mindestens drei getrennte Schleifen); sein Vor- 
handensein bewirkt aber nach dem Obigen mindestens zwei reduzible Ziige 
von 4p — 2 Seiten fiir TT, was zusammen mit dem von der Schleife CYC 
gelieferten Zug wieder drei solche Ziige fiir TT ergibt. Also hat die Existenz 
eines singuliren Punktes B auf der Schleife notwendig zur Folge, daB TT 
mindestens drei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 2 Seiten be- 
sitzt. Soll dies alsc nicht der Fall sein, so teilt TT die Ebene in lauter 
Parzellen 2,, %2,-+**; %,, Von denen jede mit der folgenden einen Punkt 
gemeinsam hat, und die je aus einer Kette oder aus einem einzigen Netz- 
polygon bestehen. Lassen wir auch Doppelstrecken zu, so fndert sich 
nichts Wesentliches in unserer SchluBweise. Wir erhalten zusammenfassend: 


~~ 


Fig. 2. 














418 M. Deny. 


Satz 2. Eine geschlossene Kurve TT des Netzes hat mindestens drei 
reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 2 Strecken, wenn sie nicht die 
Randkurve einer Kette resp. eines Netzpolygons oder eine Reihe von Ketten 
(resp. Netzpolygonen) ist, bei der jedes Glied mit dem folgenden durch einen 
gemeinsamen Punkt oder eine Doppelstrecke von TT verbunden ist. 

Hat TT also nicht drei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 2 
Strecken und ist es nicht die Berandung eines Netzpolygons, dann besitzt 
TT zwei reduzible Streckenziige von mindestens 4p — 1 Strecken. 


§ 2. 
Das Transformationsproblem. 


Mit Hilfe des Satzes 2 ist es nun leicht, das Transformationsproblem, 
d. i. das Problem der Reduktion der geschlossenen Kurven auf einer Fliche 
vom Geschlecht p > 1, in der beabsichtigten Weise zu lésen. 

Es seien U und V zwei reduzierte Ausdriicke in der Bezeichnung 
der Einleitung, d. i. U und V enthalten auch nach zyklischer Vertauschung 
keine reduziblen Streckenziige oder Streckenziige von der Form SS-*. 
(Diese Reduktion liBt sich ohne jede Benutzung des Gruppenbildes direkt 
mit einem gegebenen Ausdruck auf Grund der Fundamentalrelation vor- 
nehmen.) U und V seien nun ineinander transformierbar, d. i. bei geeig- 
neter Wahl eines dritten Ausdruckes 7 sei der Streckenzug 

TUT-'V-'=—TT 
geschlossen. Dann kénnen wir zunichst durch zyklische Vertauschung 
der Glieder in U und V erreichen, daB TT keinen Streckenzug von der 
Form SS~-' enthalt; ferner bewirken wir durch eventuelle Reduktion von 
T und 7T-', dab auf diesen Ziigen keine reduziblen Streckenziige liegen. 

Wir nehmen nun zuniichst an, daB TT nicht die Berandung einer Kette 
oder einer Reihe von Ketten ist (s. § 1). Dann hat TT nach § 1 mindestens 
drei reduzierbare Streckenziige von nicht weniger als 4p — 2 Strecken. 
Da die Ziige U, V und 7 selbst keine solchen Ziige enthalten, so mub 
es zwei dieser Ziige geben, die einen Teil mit U und keinen mit V ge- 
meinsam haben, oder zwei, die einen Teil mit V und keinen mit U ge- 
meinsam haben. Nehmen wir etwa die erste Méglichkeit als erfiillt an 
und seien tu und fu’ diese beiden reduzierbaren Streckenziige, wo ¢ und 
¢ mu T resp. T-', wu und uw’ zu U gehéren. Da ¢ und ¢ zwei End- 
streckenziige desselben Streckenzuges 7’ sind, go kann eimer von ihnen 
bloB eine Strecke lang sein. Denn tu und fw’ sollen je zu der Begrenzung 
einer Netzmasché gehéren. Aber zwei Strecken kommen in derselben 
Reihenfolge nur einmal in der Netzmaschenbegrenzung vor. Haben also 
sowohl ¢ als ¢ mehr als eine Strecke, so miiBten « und w’ den gleichen 
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Anfang haben. Dann wiiren die letzte und die erste Strecke von U gleiche 
aber im entgegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken und U kénnte 
durch zyklische Vertauschung der Glieder und Weglassung eines Strecken- 
zuges von der Form SS~-' gegen die Voraussetzung reduziert werden. 
Besteht aber etwa ¢ nur aus einer Strecke, so mu, weil der Zug tu min- 
destens 4p — 2 Strecken hat, « mindestens 4p — 3 Strecken haben. Also 
besitzt U einen Zug von 4p — 3 Strecken, der reduzibel ist, weil p > 1 
sein soll. Es wire also U gegen die Voraussetzung kein reduzierter Aus- 
druck. 

Wir haben also das Resultat: 

Zwei reduzierte ineinander transformierbare Ausdriicke bilden stets mit 
Hinzunahme eines geeigneten transformierenden Ausdruckes die Berandung 
einer Kette oder einer Reihe von Ketten. 

Fiir ein allgemeines Element ist es aber unméglich, Elemente 7 und 
V m finden, sodaB TUT-'V-!=TI die Berandung einer wirklichen 
Kette bildet, sondern vielmehr wird TT aus einem doppelt in entgegen- 
gesetztem Sinne durchlaufenen Streckenzug bestehen. 

In der Tat, wenn diese Berandung nicht derartig ausarten soll, so 
miissen U und V je, abgesehen von doppelt durchlaufenen Ziigen in TH, 
in Streckenziige von nicht weniger als 2p — 2 Strecken zerfallen, die je 
auf einer Netzmasche liegen: In diesem Falle haben wir auf TT zwei re- 
duzierbare Ziige von mindestens 4p — 1 Strecken. Diese kénnen beide 
gleichzeitig auf U und V liegen, dann folgt ebenso wie oben, dab 7 
héchstens aus einer einzigen Strecke besteht. Oder der eine liegt etwa 
auf TU, der andere auf 7-'V-1. Es sei wieder der eine mit tu, der 
andere mit fv bezeichnet, in der oben angewandten Bedeutung. Dann kann 
man nach Voraussetzung ¢ in 7’ ersetzen durch cu~' (e ist eine Erzeugende) 
resp. w~', je nachdem tu aus 4p — 1 oder 4p Strecken besteht. Wir kénnen 
aber das Glied w-' in der Transformierenden weglassen, wenn wir die zu- 
gehérige zyklische Vertauschung der Glieder in U ausfiihren und erhalten 
je eine neue Transformierende 7’, die mindestens 2p — 2 Glieder weniger 
hat als 7. So kénnen wir fortfahren, so lange 7 nicht erst zusammen 
mit U und V reduzierbare Streckenziige bildet. Wir erhalten also das 
Resultat: 

Zusatz zum Hauptsatz: Bilden U und V mit einer geeigneten Trans- 
formierenden zusammen die Berandung einer Kette usw., dann kann man durch 
geeignete zyklische Vertauschung der Glieder in U und V erreichen, dab U 
gleich V ist oder durch Transformation mit einer einzigen Erzeugenden in 
V iibergeht. 

Dieses Resultat geniigt zuniichst, um in diesem Ausnahmefall das 
Transformationsproblem auf das im vorigen Paragraphen erledigte Identitiits- 
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problem zuriickzufiihren. In der Tat: sollen U und V ineinander transformier- 
bar sein, so muB also 

cUc-'V-!—1 
oder Bee 

UV-'=1 

sein, wo ¢ irgend eine der 2p Erzeugenden und U resp. V ein aus U resp. 
V durch geeignete zyklische Vertauschung der Glieder entstandener Ausdruck 
ist. — Wir haben also jetzt das Transformationsproblem vollstandig erledigt. 
Der von uns als Ausnahmefall bezeichnete Fall ist in der Tat, wie schon 
oben bemerkt, etwas ganz Spezielles: Damit er eintreten kann, ist nétig, dab 
in U sowohl wie in V Ziige von mindestens 2p — 2 Strecken vorkommen, 
die zu einem Netzpolygon gehéren. Wir kénnen demgema8 z. B. sofort 
schlieBen: Zwei Ausdriicke von der Form om + cys +++ et, WO Cy, Cy, *°* 
irgendwelche Erzeugende und |\m,\,|m, ,---,\m,| sémtlich gréfer als 1 sind, 
sind nur dann ineinander transformierbar, wenn sie durch czyklische Ver- 


tauschung der Glieder auseinander hervorgehen, ebenso zwei Ausdriicke von 
der Form 
aa”... ana 
%, Ms q 


oder 
7 
Wp” ... b,2 
q? 


hols ’ 


in denen also nur die eine oder die andere Hiilfte der Erzeugenden vor- 
kommt, nur dann ineinander transformierbar, wenn sie durch zyklische Ver- 
tauschung der Glieder auseinander hervorgehen. Das sind Resultate, die sich 
mit den bisherigen Methoden wohl nur miihsam ableiten lassen wiirden. 
Wir geben ferner noch ein Beispiel fiir den Ausnahmefall: Es sei 

p = 2, dann sind 

a,b, az *ar*by*ta,= U 
und 

a,b>*ay*a;*b,a,= V 
ineinander transformierbar, denn es ist 

b> *Ub, V-'= 1; 


denn der Ausdrack auf der linken Seite der letzten Relation ist ausfiihr- 
lich geschrieben 


by ‘a,b, a7 * az by 'a,b,az by 'a,a,b,az". 
Hier bilden die letzten drei und die ersten vier Glieder einen Zug von 
4p —1=7 Seiten des Fundamentalpolygons und sind also durch eine 
Seite, nimlich b, ersetzbar. Es bleiben dann nur noch acht Glieder, die 
genau ein Fundamentalpolygon zusammen begrenzen. 
Die Methode der Entscheidung der Transformierbarkeit sowohl wie 
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ihr Beweis ist ganz frei von metrischen Elementen. In dem Beweis wird, 
was den speziellen Fall des Identitiitsproblems sowohl als den Satz 2 an- 
geht, die spezielle Bezeichnung der Netzseiten gar nicht benutzt, diese Re- 
sultate gelten also fiir alle Gruppen, deren Bilder Netze von 4p-Ecken sind, 
die zu je 4p an jeder Ecke zusammenstoBen. Es ist leicht zu sehen, dab 
auch dies nicht vorausgesetzt zu werden braucht, sondern bloB, daB die 
Maschen mindestens siebeneckig sind, und daB an jeder Ecke mindestens 
vier Maschen zusammenstoBen. 

Bei der Lésung des Transformationsproblems wird an einer Stelle die 
spezielle Natur der Bezeichnung der Netzseiten in Rechnung gebracht, 
hier wird nimlich die Eigenschaft benutzt, daB ein Streckenzug von mehr 
als einer Seite auf einer Netzmasche héchstens einmal vorkommt. Diese 
die Bezeichnung betreffende Eigenschaft folgt aber aus der topologischen 


Eigenschaft des Netzes, daB an keiner Ecke bloB zwei Maschen zusammen- 
stoBen. 
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Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve. 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die in der Schoenfliesschen Theorie 
der ebenen gestaltlichen Invarianten noch vorhandene Liicke, auf welche 
ich bei einer friiheren Gelegenheit hingewiesen habe*), auszufiillen. 


§ 1. 


Sei g ein geschrinktes, (i+ 1)-fach zusammenhingendes, ebenes Ge- 
biet, P ein willkirlicher Punkt von g. Alsdann kénnen wir h, als Funda- 
mentalkurven zu bezeichnende, einfache geschlossene Kurven ¢,, ¢,,---,¢, durch 
P legen, welche sich nur in P treffen und die Eigenschaft besitzen, daB 
jede in g verlaufende geschlossene stetige Kurve 6 sich mittels stetiger 
Abiinderung innerhalb g in eine aus einer endlichen Zahl von Kurven ¢, 
zusammengesetzte ,,kanonische stetige Kurve  iiberfiihren laBt.**) 

Unter einer Kette verstehen wir im folgenden eine zyklisch ge- 
ordnete, endliche Punktmenge, unter einer ¢-Kette eine solche Kette, fiir 
welche die Entfernung je zweier aufeinanderfolgender Punkte kleiner 
als « ist. 

Unter einer «-Abdnderung einer Kette x verstehen wir erstens eine 
solche Verriickung <<’ eines Punktes von x, durch welche x in eine 
é'-Kette iibergeht, zweitens eine solche Zwischenfiigung eines neuen Punktes 
zwischen zwei aufeinanderfolgende Punkte von x, durch welche x in eine 
é'-Kette tibergeht. 


*) Vgl. Math. Ann. 68, S. 434, 444. 

**) Diese stetige Abinderung ist dahin zu verstehen, da6 ein von zwei kon- 
zentrischen Kreisen k, und k, begrenztes ebenes Ringgebiet sich derart eindeutig und 
stetig auf g abbilden liSt, daB einerseits o und k,, andererseits @ und k, einander 
entsprechen. 
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Wenn zwei aufeinanderfolgende Punkte einer Kette zusammenfallen, 
so werden sie als ein einziger Punkt betrachtet. Bei einer «’-Abinderung 
bleibt mithin die Anzahl der Punkte der Kette entweder ungeindert, oder 
sie nimmt um eine Einheit zu, oder sie nimmt um eine Einheit ab. 


§ 2. 

Sei a eine geschrinkte, zusammenhiingende, perfekte Punktmenge, 
welche in der Ebene eine endliche Zahl h+ 1 von Gebieten bestimmt. 
In jedem dieser Gebiete konstruieren wir das die Punktmenge a im Ab- 
stande ¢ approximierende Polygon*), bezeichnen das von diesen Polygonen 
begrenzte (h+1)-fach zusammenhiingende Gebiet mit g,, das Maximum der 
Entfernungen, welche die Punkte von g, von 2 besitzen, mit «, wihlen 
in g, einen Punkt P beliebig aus, konstruieren durch P in g, ein System 
von h Fundamentalkurven ¢,, ¢, -+-, ¢,, bestimmen eine GréBe «, << mit 
der Eigenschaft, daB je zwei auf derselben Kurve c, liegende «,-Ketten 
durch eine Folge von e-Abanderungen auf dieser c, ineinander tibergefithrt 
werden kénnen, konstruieren auf jeder c, eine den Punkt P enthaltende, 
als Fundamentalkette zu bezeichnende ¢,-Kette x, und nennen eine aus einer 
endlichen Zahl von Ketten x,, deren je zwei aufeinanderfolgende im Punkte P 
zusammenhingen, zusammengesetzte ¢,-Kette eine kanonische Kette. 


g 3. 


Sei x eine willkiirliche in a liegende ¢-Kette. Indem wir je zwei 
aufeinanderfolgende Punkte von x durch ein Geradensegment verbinden, 
konstruieren wir einen in g, enthaltenen geschlossenen Streckenzug 6, den 
wir mittels einer stetigen Abinderung a innerhalb g, in eine kanonische 
stetige Kurve  iiberfiihren. Diejenigen Punkte von 6, welche durch « 
in den Punkt P iibergehen, fiigen wir in die Kette x ein. Sodann fiigen 
wir so viele weitere Punkte von o in die Kette x ein, daB die ent- 
stehende Kette wiihrend des ganzen Verlaufes der stetigen Abiinderung « 
eine ¢,-Kette bleibt. 

Die vorstehende Konstruktion zeigt, daB h ,, /undamentalketten® in g, exi- 
stieren mit der Eigenschaft, daB es zu einer willkiirlichen in 2 liegenden 
é-Kette x eine endliche Kettenfolge x, x’, x”,---, x” gibt, deren letztes 
Element eine kanonische Kette ist, wahrend je zwei aufeinanderfolgende 
Elemente durch eine e-Abanderung ineinander tibergehen. 


*) Vgl. Schoenflies, Bericht fiber die Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, 
Il, 8. 114. 
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§ 4. 

Wir bezeichnen ¢ + 2¢, mit « und ersetzen jeden Punkt der Ketten 
x, x",---,#™ durch einen ihm méglichst nahe liegenden Punkt von z. 
In dieser Weise entsteht eine Folge x,, x;, «,",---, x" von ¢-Ketten, in 
welcher je zwei aufeinanderfolgende Elemente durch eine ¢-Abiinderung 
ineinander iibergehen. 

Mithin lassen sich zu jedem « eine solche mit ¢ unter jede Grenze 
herabsinkende GréBe « und h solche in a liegende ,,Fundamentalketten“ 
mit einem gemeinsamen Punkte P; bestimmen, daB eine willkiirliche in 
a liegende «-Kette, mittels einer endlichen Folge von ¢’-Abianderungen 
auf z, in eine aus einer endlichen Zahl von Fundamentalketten, deren je 
zwei aufeinanderfolgende im Punkte P, zusammenhiingen, zusammengesetzte 
kanonische Kette iibergefiihrt werden kann. 


Wir werden kurz sagen: ,,Die Punktmenge x besitzt eine h-fache Basis 
der Zyklosis*. 

§ 5. 

Sei h eine endliche Zahl und @ eine geschrinkte, zusammenhingende, 
perfekte Punktmenge, welche in der Ebene mehr als h +1 Gebiete be- 
stimmt. Wir behaupten, daB o keine h-fache Basis der Zyklosis besitzen kann. 

Wihlen wir naimlich h +1 von @ in der Ebene bestimmte endliche 
Gebiete 9,,42,+--,9,,, und im jedem der g, einen Punkt P, beliebig aus, 
so bleibt fiir hinreichend kleines «’ die Ordnung*) der P, in bezug auf den 
zu einer in @ liegenden «’-Kette gehérigen geschlossenen Streckenzug bei 
einer willkiirlichen «’-Abianderung dieser Kette auf g ungeindert. Die zu 
einem hinreichend kleinen ¢ gehérigen Fundamentalketten miissen mithin 
durch ihre Komposition fiir die Ordnungen der P, alle méglichen Systeme 
von h+1 ganzen Zahlen liefern kénnen, wozu es wenigstens + 1 Funda- 
mentalketten geben mubB. 

Hiermit sind wir nun zu folgendem Ergebnis gelangt: 

Eine geschriinkte, zusammenhiingende, perfekte Punktmenge, welche in 
der Ebene eine endliche Zahl h+ 1 von Gebieten bestimmt, besitzt eine 
h-fache, nicht aber eine (h—1)-fache Basis der Zyklosis. 

Eine geschriinkte, zusammenhingende, perfekte Punktmenge, welche in 


der Ebene unendlichviele Gebiete bestimmt, besitzt keine endliche Basis der 
Zyklosis. 


*) Vgl. z. B. J. Tannery, ,,Introduction & la théorie des fonctions d'une variable“, 
II, 8. 438. 
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§ 6. 


Wenn eine geschriinkte, zusammenhingende, perfekte Punktmenge x 
eine h-fache Basis der Zyklosis besitzt, so bleibt diese Eigenschaft, wie aus 
ihrer Definition sofort hervorgeht, fiir ein willkiirliches eineindeutiges und 
stetiges Bild von a bestehen. Aus den am Schlusse des § 5 formulierten 
Theoremen folgt somit unmittelbar folgender 

Satz. Die Gebietsmengen, die von zwei ebenen, geschrdnkten, zusammen- 
héngenden, perfekten, einander eineindeutig und stetig entsprechenden Punkt- 
mengen in der Ebene bestimmt sind, besitzen dieselbe Kardinalzahl. 

In diesem Satze ist die Invarianz der geschlossenen Kurve enthalten. 


Mathematische Annalen. LXXIL 28 
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Sur les surfaces algébriques dont les courbes canoniques sont 
elliptiques doubles. 


Par 


Lucren Gopeaux 4 Morlanwelz (Belgique). 


M. Noether*) a considéré les surfaces algébriques (p,>1, p\ = 1) 
dont les courbes canoniques sont elliptiques, ou se décomposent en des 
courbes elliptiques (d’un faisceau). Plus tard, M. Enriques**) a déterminé 
les surfaces algébriques (p, >2, p = 2p,—3) dont les courbes canoniques 
sont hyperelliptiques et irréductibles. Actuellement, je me propose d’étudier 
les surfaces algébriques dont les courbes canoniques sont irréductibles et 
elliptiques doubles, cest-a-dire possedent une série elliptique de groupes 
de deux points.***) 

Je parviens aux résultats suivants: 

Une surface algébrique de genre géometrique p, supérieur a trois, dont 
les courbes canoniques sont irréductibles et elliptiques doubles, 

a) posséde un faisceau elliptique de courbes de genre deux, ou 

b) posséde deux faisceaux linéaires de courbes de genre trois, hyper- 
elliptiques (p,=9), ow peut se ramener, par une transformation birationnelle a 

c) un plan double dont la courbe de diramation est du douziéme ordre 
(p, = 10). 

1. Soit F une surface algébrique de genre géométrique p, > 3, dont 
le systeéme canonique |C| est formé par des courbes irréductibles C, ellipti- 
ques doubles; c’est-a-dire que chaque courbe C posséde une série elliptique 
y de couples de points telle qu’un point de la courbe appartienne a un 
seul de ces couples. 


*) Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. Math 
Ann. 8 (1874). 
**) Sopra le superficie algebriche di cui le curve canoniche sono iperellittiche. 
Rend. della R. Accad. dei Lincei. 1° sem. 1896 (5) 5, p. 191—197. 
***) Comessatti, Sulle curve doppie di genere qualunque. Mem. della R. Accad. di 
Torino, 1909, (2) 60, p. 313—350. 
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Considérons un faisceau |C,| de courbes canoniques” C. Les couples 
des séries y relatives aux courbes C, de |C,| sont en nombre oo” et forment 
évidemment une involution [, sur la surface F. Soit F* une surface dont 
les points représentent, biunivoquement, les groupes de l'involution [,. 
Aux courbes C, correspondront sur F’* des courbes elliptiques C,* formant 
un faisceau |C,*|. Ce faisceau a certainement des points-base, car d’aprés 
un théoreme de M. Noether*), le degré p du systeme |C| sur F est 
p® =p —1>2p,—4>2. Par suite, d’aprés un théoreme de MM. Castel- 
nuovo et Enriques**), la surface F* est rationnelle, ou bien elle peut se 
ramener, par une transformation birationnelle, & une surface réglée ellip- 
tique. Nous voyons done que la surface F est représentable sur un plan 
double, ou sur une surface réglée elliptique double. 

2. Nous allons maintenant montrer que le systéme canonique |C\ est 
nécessairement composé avec une involution qui coincide avec |’involution 
[, déterminée par un faisceau quelconque de courbes canoniques. En effet, 
s'il en était autrement, il serait possible de trouver un réseau de courbes 
canoniques simple. Soit |C,| un pareil réseau, s’il est possible d’en trouver 
un. Alors, la série caractéristique de ce réseau n’est pas composée, sur 
une courbe quelconque (C,, avec la y elliptique portée par cette courbe. 
Considérons un point quelconque P de la surface. Par P passent co 
courbes C, du réseau considéré et les conjugués de P sur ces différentes 
courbes dans les séries elliptiques y décrivent une certaine courbe ration- 
nelle [. Faisons varier P sur une courbe [ particuliére, soit [,. Alors, 
trois cas peuvent se présenter: 

1°) les courbes [ relatives aux points P de [, coincident toutes avec [,. 
Dans ce cas, il y a co* courbes [ formant nécessairement un faisceau. 
Une courbe de ce faisceau rencontrant une C, en un groupe de la série 
elliptique relative & cette courbe C,, ce faisceau est elliptique. D’aprés 
un théoreme de M. Enriques***), la surface F’ possédant un faisceau el- 
liptique de courbes rationnelles, peut se ramener, par une transformation 
birationelle, 4 une surface réglée elliptique. Or, cela est impossible, puis- 
qualors la surface F' n’aurait pas de systeme canonique. 

2°) La courbe [ relative & un point variable P de [, est fixe, mais 
ne coincide pas avec [,. Alors, il y a co’ courbes [ formant un faisceau 
dont le genre est égal au genre d’une courbe C,, car une courbe [ ne 
rencontre une courbe C, qu’en un seul point. Mais la surface F, possédant 


*) loc. cit. 
**) Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle superficie algebriche. 
Ann. di Mat. 1901 (3) 6, p. 165—225 (n° 11). 


***) Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve razionali. 
Math. Ann. 52. 


28° 
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un faisceau irrationnel de courbes rationnelles, peut se ramener, par une 
transformation birationnelle, & une surface réglée, d’aprés le théoréme de 
M. Enriques qui vient d’étre rappelé. Cela est impossible par hypothése. 

3°) La courbe [ relative & un point P de [, varie avec ce point. 
Alors, F' possede oo* courbes rationnelles [ et est done rationnelle, ce 
qui est impossible. 

On en conclut qu’un réseau de courbes canoniques de F' est néces- 
sairement composé. Le raisonnement qui vient d’étre employé est une 
simple extension de celui qui a permis & M. Castelnuovo*) de démontrer 
qu'une surface possédant un réseau de courbes hyperelliptiques, est ration- 
nelle ou référable, par une transformation birationnelle, @ une surface réglée. 

Montrons maintenant que l’involution avec laquelle un réseau | C,| de 
courbes canoniques est composé, coincide avec chaque involution [, déter- 
minée par un faisceau de ce réseau. S’il en était en effet autrement, une 
courbe C, du réseau porterait une infinité continue de séries irrationnelles, 
ce qui est impossible, d’aprés un théoreme de MM. Humbert et Castel- 
nuovo**), puisque l'on a p® > 2p, —-3>3. 

Cela étant, on déduit immédiatement que le systeme canonique |C| est 
composé avec une involution de couples de points. Il suffit de procéder 
de proche en proche par la considération de réseaux ayant un faisceau 
en commun. 

3. Commengons par étudier le cas ot la surface F' est représentable 
sur un plan double, c’est-a-dire oi l’involution qui compose le systéme 
canonique |C| est rationnelle. Si nous représentons par les points d'un 
plan les groupes de cette involution, aux courbes C correspondront des 
courbes elliptiques formant évidemment un systeme complet et simple. 
Par suite, si nous rapportons projectivement les courbes C de |C| aux 
hyperplans d’un espace linéaire S,, 4 p,—1 dimensions, la surface F 
sera représentée doublement sur une surface rationnelle F'* de cette espace, 
les sections hyperplanes de F* étant elliptiques. Mais, par un théoréme 
de MM. Castelnuovo et Del Pezzo***), la surface F* est: 

1°) la surface de Tespace S, représentant le systéme linéaire des 
eubiques planes (ou une de ses projections), ou 

2°) la surface de l’espace S, représentant le systéme linéaire des 
quartiques planes ayant deux points doubles fixes: 


*) Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve iperellittiche. 
Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1894. 
**) Pour une démonstration, voir R. Torelli, Sulla linearitaé delle involuzioni pid 
volte infinite appartenenti a una curva algebrica. Atti del R. Ist. Veneto, 1907—08, 67. 
***) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve 
ellittiche. Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1394, 3. 
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Dans tous les cas, Vordre de la surface F* est égal a ; (p — 1). 
Nous allons examiner ces cas séparément. 

4. Supposons que F* est la surface d’ordre 9, de S,, représentant 
le systeéme linéaire des cubiques planes d'un plan. Alors, on a p, = 10. 
p™ = 19. La courbe de diramation sur la surface F* a l’ordre égal au 
nombre de coincidences d'une série elliptique de couples de points sur 
une courbe d’ordre 19. D’aprés la formule classique de Zeuthen, ce nombre 
est 36. — La surface F est représentable sur le plan double dont la 
courbe de diramation a l’ordre ; 36 = 12. 


Inversement, ur plan double dont la courbe de diramation a l’ordre 
12 représente une surface 4 courbes canoniques elliptiques doubles. En 
effet, d’aprés un théoreme de M. Enriques*), les courbes canoniques d'un 
plan double sont doubles, et si 2m est l’ordre de la courbe de diramation, 
les courbes canoniques ont l’ordre n — 3. 

Partons maintenant d'un plan double dont la courbe de diramation 
D est du douziéme ordre. Si D a un point quadruple ou quintuple (isolé), 
les courbes canoniques passeront simplement par ce point d’aprés un 
théoreme de M. Enriques**), Par conséquent: 

Les plans doubles dont la courbe de diramation est du douziéme ordre 
et posséde @ points quadruples et 9 points quintuples (isolés), représentent 
des surfaces ad courbes canoniques (irreductibles) elliptiques doubles de genre 
géométrique p, = 10 —(9+9’). 

On pourrait de méme considérer les couples de points triples infiniments 
voisins de la courbe D. Une telle singularité abaisserait p, d’une unité 
(Enriques). 

5. Supposons actuellement que la surface /* est du huitieme ordre 
dans S, et représente le systeme linéaire des quartiques ayant deux points 
doubles (distincts) P,, P, dans un plan z. Alors la surface F’* posséde 
deux faisceaux linéaires de coniques***), généralement dépourvus de points- 
base, dont les courbes se rencontrent en un point. En correspondance, on 
a sur la surface F deux faisceaux linéaires de courbes hyperelliptiques 
de genre trois, car ces courbes rencontrent les courbes canoniques en quatre 
points variables. De plus, on a p™ = 17, p, = 9. 

Inversement, partons d’une surface F’ possédant deux faisceaux linéaires 
de courbes hyperelliptiques de genre trois, deux courbes, une de chaque 


*) Sopra le superficie di cui le curve canoniche . . . loc. cit. 
**) Sui piani doppi di genere lineare p™’ = 1. Rend. della R. Accad. dei Lincei, 
1898, (5) 7, p. 234—241, 253—257. 
***) Montesano, Su i varii tipi di congruenze lineari di coniche dello spazio. Rend. 
della R. Accad. di Napoli, 1895. 
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faisceau, se rencontrant en deux points. Alors, F peut étre représentée 
sur un plan double x de maniére qu’aux courbes de chaque faisceau 
correspondent des droites passant respectivement par deux points P,, P,. 
Une droite passant par P, (ou P,) rencontre la courbe de diramation D, 
en dehors de ce point, en huit points. Entre les faisceaux de droites 
(P,), (P,) existe une correspondance (8,8), la courbe D sera done 
généralement du seiziéme ordre et aura en P,, P, des multiplicités d’indice 
huit. D’aprés les théoremes de M. Enriques évoqués au paragraphe précé- 
dent, les courbes canoniques du plan double ayant D pour courbe de 
diramation, sont d’ordre cing et possédent deux points triples P,, P,. 
Ces courbes canoniques se décomposent donc en la droite fixe P,P, et 
en les quartiques (elliptiques) ayant deux points doubles P,, P,. Les 
courbes canoniques de la surface F’ sont donc bien elliptiques doubles. 

6. Il nous reste & examiner le cas ot la surface F*, qui représente 
Yinvolution avec laquelle le systeme canonique de F’ est composé, est 
référable, par une transformation birationnelle, & une surface réglée ellip- 
tique. Alors, /* possede un faisceau elliptique de courbes rationnelles [*. 
Si une courbe [* a m points en commun avec une courbe C* (correspon- 
dant 4 une courbe canonique C de F’), il y a 2(m—1) courbes C* d'un 
faisceau touchant une courbe [*. D’autre part, les courbes [* marquent 
sur une C* une série elliptique y,, de groupes de m points, D’aprés la 
formule classique de Zeuthen, il n’y a pas de points doubles de cette y,,, 
par suite, il n’y a pas de courbes [* touchant une courbe C*. Mais alors, 
il ne peut pas y avoir de courbes C* d'un faisceau touchant une [* et 
on a m= 1. Les courbes C* et [* sont done des unisécantes. 

Aux courbes [* correspondront sur la surface F' des courbes hyper- 
elliptiques [ de genre x, formant un faisceau elliptique. Ces courbes [ 
rencontrant les courbes canoniques C en des couples de points. De la 
relation fondamentale : , 

r=f+C, 


’ désignant une courbe adjointe & une [, on déduit 2a —2=—0 + 2, ou 
a= 2. Ainsi, la surface F’ posséde un faisceau elliptique de courbes 
hyperelliptiques ‘de genre deux. , 

Inversement, une surface algébrique F’ possédant un faisceau ellip- 
tique de courbes [ de genre deux, a ses courbes canoniques elliptiques 
doubles. En effet, par la propriété caractéristique des courbes canoniques 
celles-ci rencontrent les courbes [ en des couples de points, ce qui démontre 
le théoreme. 

Nous avons ainsi établi complétement le théoreme annoncé dans le 
préambule. 


Morlanwelz (Belgique), 15 Décembre 1911. 
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Uber die Flachen, welche ein Kurvenbiindel unter festem 
Winkel schneiden. 


Von 


Grorc LanpsBerG in Kiel. 


In einer in diesen Annalen (Bd. 66, 8.195—201) veréffentlichten Arbeit 
habe ich die Fliaichen untersucht, welche ein Strahlenbiindel unter festem 
Winkel schneiden, und nachgewiesen, da8 sie siimtlich durch Bewegung 
einer logarithmischen Spirale entstehen, deren Ebene an einem vom Scheitel 
der Spirale ausstrahlenden, sonst beliebigen Kegel ohne Gleiten rollt. Herr 
Scheffers hat sodann nach Erscheinen dieser Arbeit (ibid. 8.575) darauf 
hingewiesen, daB er in anderem Zusammenhang, niimlich in einer allge- 
meinen Untersuchung iiber Loxodromen im Raume (Leipz. Sitzber. vom 
12. Nov. 1902, S. 363—370) das gleiche Resultat bereits friiher erhalten 
hatte. Aber auch Herr Scheffers kann nicht die Prioritit dieses Satzes in 
Anspruch nehmen, da derselbe, wie ich kiirzlich aus dem Jahrbuch itiber 
die Fortschritte der Mathematik ersehen habe, bereits im Jahre 1893 von 
Herrn L. Lecornu in einer Note: Sur les surfaces d’égale incidence (Comptes 
rendus de |’assoc. frang. pour l’avancement des sciences 1893, 8. 172—177) 
aufgestellt worden ist. 

Herr Lecornu hat zur gleichen Zeit in dem Bulletin des sciences 
mathématiques ((2) 16, 8. 307—311, 1892) allgemeiner die Flichen unter- 
sucht, welche ein Kurvenbiindel unter festem Winkel schneiden, haupt- 
sichlich in der Absicht festzustellen, woher es kommt, daB es im all- 
gemeinen zu jedem Kurvenbiindel Flichen gibt, welche es unter schiefem 
Winkel schneiden, wihrend eine besondere Bedingung erfiillt sein mub, 
wenn es eine rechtwinklig schneidende Fliche geben soll. Zur Aufklirung 
dieser merkwiirdigen Erscheinung, die mich ebenfalls in diesem Zusam- 
menhange beschiiftigt hat, beabsichtige ich in dieser Note, von anderen 
Gedankengiingen ausgehend wie Herr Lecornu und unter Benutzung all- 
gemeiner Koordinaten, einen weiteren Beitrag zu liefern. 
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Gegeben sei also ein Kurvenbiindel durch die Gleichungen: 
(1) x= ot, u,v), y= v(tu, v), e=yz(t,u, »), 
derart, daB auf der einzelnen Kurve ¢ allein variiert, wihrend die Kurve 
selbst durch die Parameter u, v festgelegt Wird. Die Richtungskosinus der 
Kurve im Punkte (¢, u,v) sind hiernach 
2) amt, bam, cm *t, 
© Vite) Veet) Vite) 
wenn, wie stets im folgenden, 
(tt) = a2 +y?+ 2? 
und analog z. B. 
(tu) _ UL, + YY + 4,2, 
gesetzt wird. Konstruiert man andererseits eine Fliche, indem man auf 
jeder Kurve des Biindels einen Punkt annimmt, so hat man in den Glei- 
chungen (1) und den hieraus abgeleiteten 


dz =2z,dt+2,du+2,dv, 
dy —y,dt+y,du + y,dv, 
dz = z,dt+ z,du+ z,dv 
fiir ¢ eine Funktion @ von u und v einzutragen. 
Setzt man also “ =p, z =q und somit 


dt=pdu+qdbv, 
so bestimmen sich die Richtungskosinus X, Y, Z der Flachennormalen 
aus den Gleichungen 
Xz, + Yy, + Z2,=—— 4, 
Xa,+ Yy,+Z2,= dp, 
Xa,+ Yy,+2Z2,= 44, 
X'?+Y°+77 = 1, 
und wenn die Flaiche die Kurven des Biindels unter dem festen Winkel h 
schneiden soll, so mu8 der Proportionalititsfaktor 
—A=sinh-V(tt) 
sein. Fiir die isogonal schneidenden Flachen ergibt sich hiernach nach 


leichter Zwischenrechnung, daB die Funktion ¢ = (u,v) der folgenden 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung geniigen mub: 


| (tt) (tu) (te) = 1 | 


(ut) (uu) (uv) p 
(4) | (ot) (vu) (vv) q |= 9. 





(3) 


i P q (tt)sin®*h | 





= 


(s 
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Da diese Differentialgleichung in p und g quadratisch ist und die GréBen 
a8 p q 

5 = ——————, 4, = ——— uy = 

©) °  Vit+pttq?  * Vitpt+q? 7% Vite +e 

die Richtungskosinus der Tangentialebene (in dem transformierten Raume 

t,u, v) sind, so wird durch sie jedem Punkte des Raumes ein Kegel zweiter 

Ordnung zugeordnet. Setzt man 


4, Us 


as — — -— 
? q ? 
Uy Uy 


so lautet die Gleichung dieses Kegels: 


(6) P A,,u,u, — wy? = 0, 
i,k =0,1,2 
worin 
(tt) (tu) (tv) 
(7) bg | (ut) (uu) (uv) — 
(tt) sin*h | (tt)sin*h 


‘(vt) (vu) (vv) 


und die GréBen A,, die zweigliedrigen Minoren der Determinante R sind. 
Konstruiert man lings einer willkiirlich angenommenen Kurve ¢ in jedem 
Punkte den zugehérigen Kegel der durch die Differentialgleichung zugelassenen 
Tangentialebenen, so erhilt man einen Streifen der gesuchten, durch ¢ hin- 
durchzulegenden Fliche, indem man in jedem Punkte die beiden Ebenen 
bestimmt, welche die Kurve ¢ und den Kegel gleichzeitig beriihren. Sollen 
diese Ebenen aber iiberall reell ausfallen, so muB die Kurve ¢ iiberall 
auferhalb des Raumes gelegen sein, der in der Héhlung jener Tangential- 


kegel liegt. Je weniger aber der Winkel h von = abweicht, um so schmaler 


ist der Raum, den die Tangentialkegel frei lassen und um so weniger unter- 
scheiden sich diese von Ebenen. 


Ist aber geradezu h =”, so degenerieren die Ke el, und es wird die 
g' 2 g g 


Differentialgleichung (4) durch ein einziges reelles Wertsystem p,q be- 
friedigt. In diesem Falle kann nimlich den Gieichungen (3) nur so durch 
reelle Richtungskosinus X, Y, Z geniigt werden, daB 


Xe, Yo, Ze- 
- Vito Vito’ Vite)’ 
80 
(tu) __ (tv) 
' (8) —~ P= @H? = (tt) 
oder 


(8a) Uy 2 Uy: Uy = (tt) : (tu) : (tv) 
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ist. Das gleiche Resultat kann auch aus der Form (6) der Differential- 
gleichung abgeleitet werden; setzt man nimlich 


Ajgty + Ay, %, + Ajgt, = %, 
Aggy + Ag, 4, + Aggtty = %, 


so reduziert sich der Tangentialkegel (6) in dem Falle, daB h = os also 


“= ah ist, auf das Doppelbiischel 


Agy0,* + Aj, 0,’ — 2,90, 0, = 0, 
und da die Diskriminante dieser biniren Form: 


le, & @#/* 
\A A t u ° | 
| Ay 4. 7H) R=) me om | 
21 23 } | 
‘& & &1 
positiv, die Form also definit ist, so kann sie fir reelle Werte nur erfiillt 
werden, wenn 
v,=0, »=0, 
also 
Uy 2 Uy: Uy = (tt) : (tu) : (tv) 


ist. In diesem Falle aber muB 





(9) dt —pdu+qdo— — Wedu+ode 
(tt) 

ein vollstaindiges Differential, also 

(10) a (tu) a (tv) 


dv (tt) du (tt) 


sein; nur wenn diese Bedingung erfiillt ist, gibt es Flachen, welche das 
gegebene Kurvenbiindel unter rechtem Winkel schneiden. Bei der Aus- 
fihrung der in (10) auftretendew Differentiationen hat man zu beriick- 
sichtigen, daB in den zu differentiierenden Ausdriicken ¢ selbst von u 
und wv abhiingig zu denken und nachtriglich zufolge der Gleichung (9) 
a und * durch — a , resp. 2 zu ersetzen ist; die sich so ergebende 
Gleichung zwischen ¢, u,v kann entweder eine Bedingungsgleichung fir ¢ 
oder eine bloBe Identitat sein. Im ersten Falle ist zu priifen, ob die durch 
die Gleichung bestimmte Funktion ¢ der Forderung (9) geniigt, und nur 
wenn dies der Fall ist, so gibt es eine und auch nur eine einzige Flache, 
welche das Biindel rechtwinkelig schneidet; im zweiten Falle kann den 
Bedingungen (9) durch unendlich viele Funktionen ¢ geniigt werden, und es 
gibt also oo" Flichen, welche die obige Forderung erfiillen. 








— 
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Uber das GauBsche Verfahren fir die Zerlegung einer ganzen 
homogenen Funktion in Kugelfunktionen. 


Von 


G. Prasap in Benares (Indien). 


Bekanntlich hat Gau8*) ein Verfahren fiir die Entwicklung einer 
ganzen homogenen Funktion (2, y, z) in Kugelfunktionen gegeben. Es 
ist das Ziel der folgenden Zeilen zu zeigen, dab das GauBsche Verfahren 
auch zu einer expliziten Darstellungsformel fiir y(z, y, z) fihrt. 

Der Einfachheit halber setzen wir zuerst voraus, daB g(z, y,z) vom 
Grade 2m ist. Dann ist nach Gau8 

p(x, y, 2) = YO* + pPVOm—% 4... 4 pe VOm—2u) 4... 4 pm YO, 


wo Pr =—2?+y?+2 ist, und die Kugelfunktionen Y durch das Glei- 
chungssystem 


A", = 2m(2m—2)---2-(2m+1)(2m—1)--- BY, 

A"-'o= 2m(2m—2)---4-(2m+1)(2m—1)--- 5° YO, 
+ (2m—2) (2m—4) ---2-(2m+3)(2m+1)--- TY®, 

A*-*o= 2m(2m—2)---6-(2m+1) (2Qm—1)--- TrA YO, 
+ (2m—2) (2m—4)---4+-(2m+3) (2m+1)--- 97° Y 


+ (2m—4) (2m—6) ---2-(2m+5) (2m+38)---11Y, 





usw. gegeben sind. Dabei ist A = jos + 5S + ae A‘ die symbolische 
k* Potenz des A. Dies gibt die Auflisung 
Yem—2x) _ Se — 1 oe ‘ 
2u(2u—2)---2-(4m—2u-+ 1) (4m—2p—1) --- (4m—4y+3) 
1 r?A r* A? 
[ ~ 2(4m — 4 — 1) +34 -(4m—4p—1)(4m—4n—3) 


(—3)" —“ r? m—2u A™-# | 
** T $-Gm—tp) - Gm—ip—1)Gm—ip—t)- Gu—Sp+i) (2; ¥, 2). 








*) GauB, Werke 5, 8. 630. Vgl. auch Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 1, 
S. 324—325. 
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Nun hat Herr Hobson*) bewiesen, daf 


f (sea 5? n+ 


to. 1-3---(2m—1) rea r*A? 
pintt- [1— sea + 2.4-(2n—1)Qn—8) ‘| fla, Y, 2) 


ist, wo f(z,y,2) eine ganze homogene Funktion vom Grade n bedeutet. 
Hieraus folgt 


r°A r*A? 
[1 ~~ 2. (4m—4p—1) + 2-4-(4m—4u—1) (4m—4yu—3) ee | A“ p(2, Y; 2) 
ytm—4utl 
- - (4m—4yu—1) {Af g(a, B, »)} = r? 

d. h. 

(4m—4y 41) #4844 (AH @(@, 8,9) — 
Yem—2e) _ 
2u(2u—2)---2-(4m—2u-+1) (4m—2y—1)-- 
wo 


0 a? a oe 
-~,p= for ¥ = 99 »4.= 7a t+ opt ap 
sind. Dies gibt die Formel 


mdm — hp tye +? (AK @ (a, 8,9) | > 
P(%, Y, 2) = PS 2u(2p—2)---2-(4m—2p+1)(4m—2p—1)---1 
0 


us 
Wenn 9(z, y, 2) vom Grade 2m + 1 ist, setzen wir nach Gaub 
p(x, Y, 2) —_ yYem+t) + pe Yeu + = + ree Yem—2e+) + ae + ym yo 
und bekommen, wie in dem obigen Falle, die Formel 


™ (4m— 4p +3)r°"— aii { AE p(a, B, ”n) = = 
(2%, #) = 2 a -(ém—2u + 3) ame F 





Bezeichnen wir zum Schlu8 mit » den Grad von g(z, y, 2), dann ist 
klar, daB die Formel 


2 (2m—4yu +1)r**~ 2444 (An ela, B, ”n)— 
P(% , #) = (—1)" > 269) 2. (2m—2u-+1) @n—2u—1)---1 
die Formeln (1) und (2) in sich enthialt, weil alle Glieder der obigen 
Reihe, fiir welche 2u > ist, gleich Null sind. 


Benares, den 5. Januar 1912. 


*) Hobson, ,,On a theorem in differentiation and its application to spherical 
harmonics“, Proc. Lond. Math. Soc. 24 (1892), S. 56. 
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Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. III. 


(Erster Beweis der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme. Das iterierende 
Verfahren.) *) 


' Von 


Paut Kogse in Leipzig. 


Inhaltsverzeichnis. 
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B. Erster Teil. Begriff der allgemeinen kanonischen uniformisierenden 
Variabeln. Formulierung der Fundamentaltheoreme. 
§ 1. Bestimmung der primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln. 
Erste Methode. Anwendung der Geometrie der linearen Substitutionen. 442 
§ 2. Zweite (rein topologische) Methode zur Bestimmung der primitiven 


kanonischen uniformisierenden Variabelv.. . ........2.4.. 449 
§ 3. Die charakteristische Signatur der einzelnen primitiven kanonischen 
uniformisierenden Variabeln.. ........2..24+4e8es8e80-8 464 


§ 4. Definition der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln 
und ihrer charakteristischen Signatur. Formulierung der Fundamen- 
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C. Zweiter Teil. Der Unititsbeweis der allgemeinen kanonischen uni- 
formisierenden Variabeln. 
§ 5. Der U-ProzeB (UntergruppenprozeB) und der U-ProzeB (erweiterter 
Ree rr ee ee ee ee ee 460 
§ 6. Der Inhalt der Begrenzungsmannigfaltigkeit des Gebiets T. . . . . 465 
§ 7. Ansatz des allgemeinen Unitiitsbeweises. Die Induktionsformel.. . . 468 
§ 8. Begriindung der Induktionsformel in den Grenzpunktfillen . ... . 472 
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*) Die Wahl des Untertitels ist bestimmt im Gegensatz zu dem Untertitel der 
spiter zu verdffentlichenden Abhandlung ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven. IV“, welche einen zweiten, auf der Kontinuitiétsmethode beruhenden Beweis 
der allgemeinen Kleinschen Fundamentaltheoreme bringen soll. 
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D. Dritter Teil. Der Existenzbeweis der allgemeinen kanonischen uni- 
formisierenden Variabeln. Das iterierende Verfahren. 


§ 11. Darlegung des iterierenden Verfahrens..............-. 489 
§ 12. Die gruppentheoretische Wirkung des iterierenden Verfahrens: Der 
U’-ProzeB. Die Grundbereiche. .........-..02-05. 491 
§ 13. Der Konvergenzbeweis des iterierenden Verfahrens. ........ 496 
§ 14. Priifung der durch das iterierende Verfahren gelieferten Grenzab- 
bildung. Erste und zweite Methode. ..........622426 503 
§ 15. Priifung der durch das iterierende Verfahren gelieferten Grenzab- 
bildung. Dritte Methode. Vertiefung des Konvergenzbeweises. . . . 509 
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Einleitung. 


In den Abhandlungen ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven. I und II“*) habe ich gezeigt, wie man mit Hilfe der Methode der 


*) Math. Ann. 67 (1909), zitiert mit ,,U. d. a. K. I und Math. Ann. 69 (1910), 
zitiert mit ,,U. d. a. K. II“. Wie in ,,U. d. a. K. I und II“ benutze ich auch hier die 
Gelegenheit, die neuhinzugekommene einschligige Literatur zu nennen. 

P. Koebe: I. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II.‘ Math. 
Ann. 69 (1910) S. 1—81. 

Il. ,,Uber die konforme Abbildung mehrfach zusammenhiingender Bereiche“. 
Vortrag, gehalten auf der Jahresversammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
in Kénigsberg, September 1910. Jahresbericht der D. Math. Ver. 1910 8S. 339—348. 

Ill. ,,Ober die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Zweiter Teil: 
Die zentralen Uniformisierungsprobleme“. J. f. Math. 139 (1911) S. 251—292. 

lV. ,,Begriindung der Kontinuititsmethode im Gebiete der konformen Abbildung 
und Uniformisierung*. Gétt. Nachr. 13. Januar 1912. 

V. ,,Zur Begriindung der Kontinuititsmethode", Sitzber. Ak. Leipzig 1912. 

VI. ,,Uber eine neue Methode der konformen Abbildung und Uniformisierung“. 
Gott. Nachr. 22. Juni 1912. 

VII. ,,Referat iiber automorphe Funktionen und Uniformisierung‘t, der D. M. V. 
erstattet in Karlsruhe 1911. Jahresbericht der D. Math. Ver. 1912. 

Ferner sind von anderer Seite zu nennen: 

S. Johansson: ,,Uber einige neuere Fragen aus der Theorie der konformen Ab- 
bildung“. ,,Zur Theorie der Uniformisierung Riemannscher Flichen“, Acta soc. scient. 
Fenn. 40, (1910) Nr. 1 und 2. 

R. Konig: ,,Konforme Abbildung der Oberfliiche einer riumlichen Ecke‘. Math. 
Ann. 71 (1911) S. 184—205. 

R. Courant: ,,Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung“. Abdruck der Dissertation. Math. Ann, 71 (1911) S. 145—183. 
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Uberlagerungsfldche solche Uniformisierungsprobleme fiir algebraische Kurven 
behandeln kann, bei welchen das Wertegebiet 7 der uniformisierenden 
Variabeln ¢ entweder einfach zusammenhingend ist, in welchem Falle 
man im allgemeinen die Normierung auf die obere Halbebene machen 
kann, oder allgemein zu reden, unendlich-vielfach zusammenhingend, jedoch 
dann nur von diskreten Punkten begrenzt. Neben der Methode der Uber- 
lagerungsflache fand auch bereits die von mir als iterierendes Verfahren 
bezeichnete Methode beiliufige Erérterung. 

In der vorliegenden” Abhandlung bestimme ich alle diejenigen uni- 
formisierenden Variabeln zu einem gegebenen algebraischen Gebilde (z, y), 
deren Fundamentalbereich (allgemeiner kanonischer Fundamentalbereich) durch 
Komposition*) aus solchen Fundamentalbereichen (primitiven kanonischen 
Fundamentalbereichen) entsteht, die fiir sich genommen bei der Repro- 
duktion nur zur Bedeckung eines endlich-vielfach zusammenhingenden 
Teiles der Ebene fiihren, der dann von selbst stets entweder einfach zu- 
sammenhingend ist und dann in bezug auf seine Begrenzung (entsprechend 
dem Klein-Poincaréschen Grenzkreistheorem) kreisférmig normiert wird, 
oder zweifach zusammenhingend, in welchem Falle er nur von zwei Punkten 
begrenzt sein kann. Ich bezeichne dieselben als die allgemeinen kanonischen 
uniformisierenden Variabeln im Gegensatz zu den primitiven kanonischen 
uniformisierenden Variabeln, deren Fundamentalbereich eben ein primitiver 
kanonischer Fundamentalbereich ist. Diese allgemeinen hier zum ersten Male 
als existierend (Existenzbeweis) und als einzig in ihrer Art (Unititsbeweis) 
nachgewiesenen uniformisierenden Variabeln sind wesentlich diejenigen und zwar 
die allgemeinsten, deren Existenz und Unitdt von Herrn Klein in seiner Abhand- 
lung ,,Neue Beitrige zur Riemannschen Funktionentheorie* (Math. Ann. 21 
(1883)) in den sogenannten ,,Fundamentaltheoremen* behauptet worden ist. 

Durch die Bezeichnung ,,kanonische uniformisierende Variable“ soll 
einerseits an die der Bestimmung der einzelnen GréBe zugrundeliegende 
kanonische Zerschneidung der Riemannschen Fliche F, andererseits aber 


Derselbe: , Uber den Kontinuitiitsbeweis fiir das Fundamentaltheorem der auto- 
morphen Funktionen im Grenzkreisfalle‘. Jahresber. D. Math. Ver. 1912. 

Fricke-Klein: ,,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen‘ 
Lieferung 1911 und SchluBlieferung 1912 von Bd. II, insbesondere S. 236—548 ,,Funda- 
mentaltheoreme iiber die Existenz polymorpher Funktionen auf Riemannschen Flichen“. 
(Leipzig, Teubner.) 

J. Plemelj: ,,Die Grenzkreisuniformisierung analytischer Gebilde*. Monatshefte 
fiir Math. und Phys. 1912, 8. 297—304. 

E. Study: ,,Vorlesungen iiber Geometrie, zweiter Band, herausgegeben unter 
Mitwirkung von W. Blaschke: ,,Konforme Abbildung einfach zusammenhingender 
Bereiche“. Leipzig, Teubner 1912. 

*) Im Sinne von Klein Math. Ann. 21. S. auch ,,U. d. a. K. II* des Verfassers. 
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an den sogleich zu erwihnenden ,,Kanon“ erinnert werden, welchen diese 
GréBen vermége der Stufenfolge der kanonischen Zerschneidung bilden. 

Um eine einzelne solche Grife, die relativ unverzweigt sein miége, 
niher zu charakterisieren, hat man sich die Riemannsche Fliche F der 
algebraischen Funktion y(x) zu einer schlichtartigen Fliiche aufgeschnitten 
zu denken, ein ProzeB, zu dessen Hauptméglichkeiten man schrittweise 
gefiihrt wird, indem man die Fliiche zuniichst lings p getrennter Riick- 
kehrschnitten*) aufschneidet, darauf einen Riickkehrschnitt nach dem an- 
dern zu einem Riickkehrschnittpaar erweitert,**) dann wieder diese Paare 
durch Deformation zu Gruppen mit je einem gemeinschaftlichen Kreuzungs- 
punkt zusammenfaBt,***) schlieBlich alle Paare in eine einzige Gruppe 
mit nur einem Kreuzungspunkte vereinigt.+) Bei den relativ verzweigten 
GréBen treten zu den Riickkehrschnitten noch Einschnitte nach den rela- 
tiven Verzweigungspunkten hinzu. Insofern sich nur zu jeder der erwihnten 
Aufschneidungen eine in der aufgeschnittenen Fliche F’ eindeutige uni- 
formisierende Variable aufstellen laiBt, erhalten wir einen Kanon der 
Fundamentaltheoreme, dessen erstes Glied das Theorem von der Uniformi- 
sierung durch automorphe Funktionen des Schottkyschen Typus “(loxo- 
dromische erzeugende Substitutionen), dessen letztes Glied das Theorem von 
der Grenzkreisuniformisierung (hyperbolische Erzeugende) bildet, wiihrend 
in der Mitte das der Aufschneidung mit p getrennten Riickkehrschnittpaaren 
entsprechende Uniformisierungstheorem ( parabolische Erzeugende) steht. Von 
den Theoremen dieser Kette sind diejenigen vom ersten bis zum mittleren, 
sowie das letzte bereits durch meine Abhandlungen ,,U. d. a. K. I. und IL“ 
erledigt, doch komme ich auf dieselben hier in neuer Weise zuriick; bei 
den iibrigen, bisher unerledigt gebliebenen Theoremen handelt es sich um 
automorphe Funktionen mit unendlich vielen Grenzkreisen. 

Zu einer einzelnen allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln 
gehért ein Fundamentalbereich ®,, eine Gruppe linearer Substitutionen G, 
ein Wertegebiet T, welch letzteres von den vermittels der Gruppe G aus ®, 
entstehenden ,-Bildern gebildet wird. Das Wertegebiet 7’ besitzt im all- 
gemeinsten Falle wnendlich viele Grenzkreise (nicht nur Grenzpunkte). 
Indem man 7’ an diesen Grenzkreisen spiegelt, entstehen neue Grenzkreise, 
an denen wieder gespiegelt werden kann. Dadurch gelangt man mit Klein 
(Math. Ann. 21, S. 211) zu dem erweiterten Wertegebiet T, welches aus 
®, durch Ausiibung einer von uns mit G bezeichneten Gruppe teils eiyent- 
licher, teils uneigentlicher linearer Substitutionen (direkter und indirekter 


*) Klein, Math. Ann. 19. **) Vgl. meinen Rimischen Vortrag 1908, erschienen 
1909, meine Abhandlung ,,U. d. a. K. II*, Math. Ann. 69, 8S. 41 sowie Klein; Math. 
Ann, 21, 8. 202 FuBnote. **) Klein, Math. Ann. 21. 

+) Klein, Math. Ann. 20. Poincaré, Acta Math. 4. 
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Kreisverwandtschaften) gewonnen wird. Das Gebiet 7 zusammen mit seinen 
Grenzpunkten und Grenzkreisen liefert die volle Ebene. 

Es handelt sich nun nach der Begriffsbestimmung der allgemeinen 
kanonischen uniformisierenden Variabeln (erster Teil) zuniichst um den 
Beweis des Unitédtssatzes (eweiter Teil), welcher besagt, daB nach Angabe 
der die formale gruppentheoretische Struktur des Fundamentalbereichs , 
bestimmenden Stiicke (charakteristische Signatur) es, abgesehen von einer 
linearen Substitution, nicht mehr als eine uniformisierende Variable geben 
kann. Sind ¢ und ¢ zwei angenommene uniformisierende Variabeln der- 
selben charakteristischen Signatur, so erhilt man mit Klein (1. ¢.) eine 


Abbildung des Gebietes 7 auf das entsprechende Gebiet 7’ in der 7-Ebene, 
eine Abbildung, von welcher zu zeigen ist, daB sie linear ist. Die Schwierig- 
keit dieses Nachweises konzentriert sich auf die Uberwindung der unend- 
lich vielen Grenzpunkte und Grenzkreise, welche in der Auffassung itiberall 
singuliren Charakter darbieten. Der Nachweis gelingt mir unter speziellem 


Eingehen auf die Struktur der Gruppe G (U-ProzeB) mit Hilfe des 
Cauchyschen Integrales, das dabei fortgesetzt fiir unendlich-vielfach zu- 
sammenhiingende, durch den U-ProzeB gelieferte Bereiche zur Anwendung 
gelangt. Die erforderlichen Abschitzungen ergeben sich durch ausgiebigen 
Gebrauch des Verzerrungssatzes der linearen Funktionen. Insbesondere sei 
erwihnt, daB in einem unten genauer zu definierenden Sinne der Inhalt 
der Begrenzungsmannigfaltigkeit des Gebiets 7’ sich gleich Null herausstellt. 

Der Existenzbeweis der allgemeinen kanonischen uniformisierenden 
Variabeln (dritter Teil) schlieBlich gelingt uns durch das iterierende Ver- 
fahren, welches in einer unendlich oft wiederholten Anwendung der 
Bestimmung einer primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln 
besteht, fiir deren Existenz wir uns auf die Methode der Uberlagerungs- 
fliche berufen. Das iterierende Verfahren konvergiert wie eine geometrische 
Reihe. Bemerkenswert ist fiir den Konvergenzbeweis der eigentiimliche 
durchgiingige Parallelismus, welchen derselbe mit dem Unititsbeweise hat. 
Jetzt ist es der Verzerrungssatz der analytischen Funktionen, weicher an 
Stelle des Verzerrungssatzes der linearen Funktion die Abschiitzungen zu 
machen gestattet. 

Gewisse Fille gestatteten, auBer der Behandlung mittels des iterieren- 
den Verfahrens, noch eine Behandlung als Grenzfiille. 

Eine Skizze der in der vorliegenden Abhandlung zur ausfiihrlichen 
Darstellung gelangten Untersuchung habe ich in einer Note ,,Uber die 
Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funktionen 
mit imaginirer Substitutionsgruppe. (Fortsetzung und Schlu8)* in den 
Géttinger Nachrichten (1910) veréffentlicht, nachdem ich bereits 1908 in 
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einer Gétt.-Nachr.-Note ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven (Imaginire Substitutionsgruppen). Voranzeige. Mitteilung eines 
Grenziiberganges durch iterierendes Verfahren“ das iterierende Verfahren 
erliutert hatte, wie ich dasselbe Ostern 1906 Herrn Klein brieflich mit- 
geteilt und 1905 gelegentlich im Mathematischen Seminar der Universitit 
Berlin an dem Schottkyschen Problem der konformen Abbildung eines 
(p+1)-fach zusammenhiingenden Bereiches auf einen von p+ 1 Voll- 
kreisen begrenzten Bereich auseinandergesetzt hatte. 

Hinsichtlich der Form der Darstellung méchte ich hervorheben, dab 
ich, geleitet von dem Streben nach independenter Darstellung, eine ge- 
legentliche Ausfiihrlichkeit nicht gescheut habe. Die in den allgemeinen 
Kleinschen Fundamentaltheoremen definierten GréBen habe ich, wie bereits 
angedeutet, in gewisser Weise eigenartig eingefiihrt und ihrem Umfange 
nach abgegrenzt, wobei jedoch auch fiir mich der von Herrn Klein mit 
Recht als natiirliches organisches Leitprinzip bentitzte Gedanke der Kom- 
position oder Ineinanderschiebung der Fundamentalbereiche der leitende 
gewesen ist. 


Erster Teil. 


Begriff der allgemeinen kanonischen uniformisierenden 
Variabeln. Formulierung der Fundamentaltheoreme. 


$ 1. 
Bestimmung der primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln. 
Erste Methode. Anwendung der Geometrie der linearen 
Substitutionen. 


Es sei F die Riemannsche Fliche einer beliebig gegebenen alge- 
braischen Funktion y(z), p das Geschlecht des algebraischen Gebildes 
(x, y) bez. der Riemannschen Flaiche F. Das Geschlecht p kann auch Null 
sein. Wir haben in (B) der Abhandlung ,,U.d.a K. 1“ den allgemeinen 
Begriff der zur Kurve (x, y) gehérenden linear polymorphen uniformi- 
sierenden Variabeln ¢(x, y) definiert, ebenfalls den Begriff des Wertege- 
biets 7’ der Variabeln ¢ genau prizisiert. Das Gebiet 7 wurde gebildet 
von allen von der Funktion ¢(z,y) auf / angenommenen Werten, wobei 
jedoch die in den logarithmischen Verzweigungspunkten sich ergebenden 
Grenzwerte der Funktion ¢(z, y) nicht mehr als zum Gebiete 7’ selbst, 
sondern bereits zur Grenze dieses Gebiets gehérig betrachtet wurden. 
Unter Zugrundelegung des erwihnten allgemeinen Begriffs der linear poly- 
morphen uniformisierenden Variabeln stellen wir jetzt die Frage nach allen 
linear polymorphen uniformisierenden Variabeln, deren Wertegebiet T end- 
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lichen Zusammenhang hat. Diese GréBen bezeichnen wir vorbehaltlich einer 
eventuell noch vorzunehmenden Normierung der Begrenzungsform von T 
(Grenzkreisnormierung) als die primitiven kanonischen wniformisierenden 
Variabeln.*) 

Indem wir an die Behandlung der gestellten Frage gehen, bemerken 
wir zunichst, daB in dem Falle, in welchem die zu einer pr. k. u. V. ge- 
hérende lineare Substitutionsgruppe G (d. i. die Gruppe der zwischen den 
einzelnen relativen Zweigen der Funktion ¢(z, y) bestehenden Substitutionen, 
deren jede einzelne eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Wertege- 
biets 7 in sich vermittelt), endlich ist, die GréBen xz und y rationale 
Funktionen von ¢ werden. Der Bereich 7 wird in diesem Falle von der 
ganzen Ebene inkl des unendlich fernen Punktes gebildet, ist also eine 
geschlossene einfach zusammenhiingende Fliiche. Nach den Resultaten in 
(C) der genannten Abhandlung ist in diesem Falle notwendigerweise p=0 
und die Anzahl der relativen Verzweigungsstellen auf F' gleich 2 oder 3. 
Ist sie gleich 2, so sind die beiden zugeordneten Verzweigungszahlen beide 
einander gleich und endlich, ist sie gleich 3, so sind die zugeordneten 
Verzweigungszahlen /,, l,, 1, endlich und lediglich der weiteren Bedingung 
unterworfen r + r - + r > 1, d. h.: es sind nur folgende Fille méglich: 
2, 2,2; 2,2,n> 2; 2, 3,3; 2, 3, 4; 2, 3, 5. 

Nehmen wir nun an, da8 die Gruppe G aus unendlich vielen Substi- 
tutionen besteht, so besitzt der Bereich 7 sicher eine Begrenzung. Wir 
wollen zeigen, daB unter der an die Spitze gestellten Voraussetzung end- 
lichen Zusammenhanges des Bereichs 7’, dieser Zusammenhang entweder 
gleich 1 oder 2 ist und daB im letzteren Falle die Begrenzung von 7 
lediglich von zwei Punkten gebildet wird. 

Wir kénnten zum Nachweise dieser Behauptung die Tatsache heran- 
ziehen, daB iiberhaupt jeder endlich-vielfach zusammenhingende Bereich 
(auch bei allgemeinster Begrenzungsart**)) nur endlich viele umkehrbar 
eindeutige konforme Transformationen in sich gestattet. Jedoch wollen 
wir uns hier auf einen elementaren Standpunkt stellen und den Umstand 
benutzen, daB wir es ja nur mit linearen Transformationen zu tun haben. 
Nehmen wir also an, die Anzahl der Begrenzungslinien des Bereiches 7 
sei > 3. Alsdann muB es unter den Substitutionen der Gruppe G eine 
von der identischen Substitution verschiedene Substitution geben, welche 
drei verschiedene Begrenzungslinien von 7’ ungeiindert JaBt. Die genannten 

*) Abgekiirzt bezeichnet mit: pr. k. u. V. 

**) Man kann durch wiederholte Anwendung des Abbildungssatzes fiir den ein- 
fach zusammenhiingenden Bereich leicht zu einem von lauter geschlossenen reguliren 
Linien begrenzten Bereich iibergehen. 
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drei Begrenzungslinien begrenzen fiir sich einen dreifach zusammenhingen- 
den Bereich, welcher durch die genannte Substitution in sich transformiert 
wird. Wir beweisen nun folgenden Hilfssatz. 

Hilfssatz: Eine lineare Substitution S, welche einen dreifach zu- 
sammenhingenden schlichten Bereich X der z-Ebene derart in sich iiber- 
fihrt, daB dabei jede Begrenzungslinie in sich tibergefiihrt wird, reduziert 
sich notwendig auf die identische Substitution. 

Beweis: Die Begrenzungslinien des Bereichs X mégen mit L,, L,, L, 
bezeichnet werden. Wir kénnen annehmen, da der unendlich ferne Punkt 
im Innern des Bereichs X liegt. Die linearen Substitutionen werden be- 
kanntlich eingeteilt in elliptische, parabolische, hyperbolische, loxodromische 
Substitutionen. Die elliptischen Substitutionen kénnen gegeniiber den 
andern drei Kategorien von Substitutionen durch folgende Bemerkung 
unterschieden werden: ist S eine nichtelliptische Substitution und bildet 
man, ausgehend von irgend einem Punkte x, der x-Ebene, die Punkte 
S(a,), S*(x), S¥(a), «++, S~*(aq), S~*(xq), S~* (aq), «++, indem man mit 
S, S*, S%,---, S41, S-*, in bekannter Weise die durch Iteration der Sub- 
stitution S und ihrer inversen S~' erhaltenen Substitutionen bezeichnet, 
so nibert man sich asymptotisch den Fixpunkten der Substitution S. 
Wenden wir diese Bemerkung auf unsern Fall an, indem wir etwa an- 
nehmen, daB S eine nichtelliptische Substitution ist, und indem wir 2, 
als einen Punkt auf DL, [«=1,2,3] wihlen, so ergibt sich, dab auf L, 
die Fixpunkte von S liegen und zwar beide, wenn die Substitution zwei 
verschiedene Fixpunkte hat, (+). Die Substitution S miiBte demnach so- 
wohl auf Z,, als auch auf Z, als auch auf ZL, ihre Fixpunkte haben. Das 
ist ein Widerspruch, der sich nur durch die Annahme auflést, dab S eine 
elliptische Substitution ist. Eine solche Substitution hat zwei voneinander 
verschiedene Fixpunkte. Es muB sich daher unter den Linien L,, L,, L, 
eine, etwa L, befinden, welche so beschaffen ist, daB die genannten beiden 
Fixpunkte im Innern (nicht auf der Grenze) des von derselben Linie L, 
begrenzten einfach zusammenhiingenden, den Bereich X als Teil enthalten- 
den Bereichs X, liegen. Denken wir uns durch eine lineare Transfor- 
mation die Fixpunkte der Substitution nach Null und oo verlegt, wobei 
die Linie ZL, in eine Linie 1, tibergehen midge, so wiirde demnach /, eine 
den Nullpunkt nicht umschlingende, ganz im endlichen verlaufende ge- 
schlossene Linie sein, welche durch eine euklidische Drehung um einen 
auBer ihr liegenden Mittelpunkt als Fixpunkt in sich tibergeht. Das ist 
jedoch offenbar nicht méglich (++), womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Wir haben im Vorhergehenden von den Linien L, gesprochen, ohne 
jedoch von dem Charakter dieser Punktmengen als eigentlich linienhafter 
Mannigfaltigkeiten Gebrauch zu machen. Wesentlich war vielmehr nur, dab 
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jede dieser sogenannten Linien als Grenze eines nur durch seine Innenpunkte 
charakterisierten einfach zusammenhiingenden Bereichs erklirt ist. 

Nachdem somit auf Grund des Hilfssatzes gezeigt ist, daB der Be- 
reich 7 nur einfach zusammenhiingend oder zweifach zusammenhiingend 
sein kann, ist jetzt noch darzutun, da® im Falle des Zusammenhangs 2 
beide Begrenzungslinien sich auf Punkte reduzieren. Dieser Nachweis ist 
auf den Umstand zu griinden, daB in dem Gebiete 7 eine aus unendlich 
vielen Substitutionen bestehende diskontinuierliche Gruppe erklirt ist. 

Nehmen wir zum Zwecke des Beweises an, da nicht beide Begrenzungs- 
linien des zweifach zusammenhingenden Bereichs 7’ sich auf Punkte redu- 
zieren. Die betrachteten Substitutionen, welche den Bereich 7 in sich trans- 
formieren, zerfallen in solche, welche die Begrenzunglinien einzeln in sich 
transformieren und solche, welche eine Vertauschung der beiden Linien 
bewirken. Die Anzahl der Substitutionen der ersteren Kategorie ist jeden- 
falls unendlich groB, da die aus zwei Substitutionen komponierte Substi- 
tution eine Substitution der ersten Kategorie liefert. Jetzt erkennen wir 
weiter mittels des vorhin dargelegten SchluBverfahrens (vgl. (+) S. 444), 
daB eine Substitution der ersten Kategorie nur eine elliptische Substitution 
sein kann, deren zwei Fixpunkte durch das Innere des Bereichs 7 getrennt 
werden (vgl. (*+) S. 444). Nehmen wir etwa wie oben an, daB beide Be- 
grenzungslinien ganz im Endlichen liegen und daB der unendlich ferne 
Punkt dem Innern des Bereiches 7 angehért, so haben wir also elliptische 
Substitutionen zu betrachten, deren beide Fixpunkte je in einem bestimmten 
endlichen Bezirke variieren kénnen, namlich der eine Fixpunkt in dem 
von der einen Begrenzungslinie umschlossenen Gebiet, der andere in dem 
von der andern umschlossenen Gebiet. 

Wir wihlen nunmehr innerhalb 7 eine Kreisfliiche K und zwar so 
klein, daB dieselbe keine zwei in bezug auf die betrachtete diskontinuier- 
liche Gruppe linearer Substitutionen fquivalenten Punkte enthilt, dann 
ist unmittelbar einleuchtend, daB die bei Anwendung irgendeiner den er- 
wihnten Bedingungen geniigenden elliptischen Substitution sich ergebende 
Bildkreisfliche K’ ihrer Gré8e nach nicht unter eine bestimmte von Null 
verschiedene endliche GréBe herabsinken kann. Daraus folgt, daB die un- 
endlich vielen bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe G sich er- 
gebenden Kreisfliichen K’, die sich ja gegenseitig nicht bedecken diirfen, 
im Endlichen nicht Platz haben und sich folglich nach dem unendlich 
fernen Punkte hiiufen miissen, was jedoch ebenfalls einen Widerspruch 
darstellt, da der unendlich ferne Punkt ein innerer Punkt von 7’ ist und 
als solcher nicht Hiufungspunkt iiquivalenter Punkte sein kann. Es ergibt 
sich also, daB die Annahme, 7’ werde nicht lediglich von zwei Punkten 
begrenzt, unzutreffend ist. 
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Nachdem festgestellt ist, daB der Bereich 7, sofern er nicht einfach 
zusammenhingend ist, lediglich von zwei Punkten begrenzt wird, kénnen 
wir zur naheren Bestimmung der Natur der diskontinuierlichen Gruppe 
annehmen, daB die beiden Grenzpunkte der Nullpunkt und der unendlich 
ferne Punkt sind. Alsdann ist die Form einer linearen Substitution, welche 
den Bereich 7’ in sich transformiert 


t'=at oder =~, 


je nachdem die beiden Grenzpunkte bei Anwendung der Substitution ein- 
zeln in sich iibergehen oder miteinander vertauscht werden. Wir kénnen 
nun die nihere Bestimmung der in Rede stehenden Substitutionsgruppe 
in bekannter*) Weise durch logarithmische Abbildung der ¢Ebene auf 
die Betrachtung der bei den efliptischen Funktionen auftretenden Gruppen 
zuriickfiihren. Aber auch direkt ergeben sich die genannten Gruppen aus 
folgenden einfachen Bemerkungen. Die in der Gruppe vorkommenden 
Konstanten a miissen eine Gesamtheit bilden, welche sich bei Multipli- 
kation und Division reproduziert und keinen von Null und oo verschie- 
denen Hiufungswert besitzt. Hieraus kann gefolgert werden, daB die Ge- 
samtheit aller Konstanten a in der Form 

a = ou 
darstellbar ist, wobei mit g eine Einheitswurzel, mit uw eine beliebige 
komplexe Zahl mit von 0, 1, 00 verschiedenen absolutem Betrage bezeich- 
net wird und x die ganzen Zahlen von 0 bis e —1 durchliuft, unter e 
den Exponenten verstanden, zu welchem die Einheitswurzel g gehért, 
wihrend 4 alle positiven und negativen ganzen Zahlen einschlieBlich Null 
durchliuft. Die Konstanten }) andererseits bestimmen sich aus der Be- 
merkung, daB der Quotient zweier GréBen b eine GréBe a sein mub. 
Daraus ergibt sich fiir 6 die allgemeine Gestalt 

b = dyo*n’, 
unter b, irgendeine beliebig gewahlte und dann fest zu denkende GriBe } 
verstanden. Die Fixpunkte der Substitutionen t’ = a (d. s. simtlich 


elliptische Substitutionen der Periode 2), werden mithin durch den Ausdruck 


+03 (¢2) (x), 


1 1 
geliefert, wobei die Wurzeln g? und uw? mit beliebigem Vorzeichen fest 


*) Vgl. Fricke-Klein: Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen 
Bd. I, 8. 234ff., woselbst bereits alle eigentlich diskontinuierlichen Gruppen mit 
zwei Grenzpunkten bestimmt und figiirlich erliiutert sind. 
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gewahlt werden kénnen und dann durch die Vorzeichen + jedesmal die 
beiden Fixpunkte einer und derselben elliptischen Substitution der Periode 2 
unterschieden sind. 

DaB die hiermit explizite gefundenen Gruppen tatsiichlich diskon- 
tinuierliche Gruppen sind, erkennt man nun sofort durch Konstruktion 
der zugehérenden Fundamentalbereiche. Ein solcher Fundamentalbereich 
ergibt sich im Falle des Fehlens von elliptischen Substitutionen der 
Periode 2, welche den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt mit- 
einander vertauschen, in der Gestalt des schraffierten Vierecks der Figur 1, 





Fig. 1. Fig. 1a. 


in welchem das eine Paar gegeniiberliegender Seiten durch die Substitution 
t’= ut aufeinander bezogen ist, wihrend das andere Paar durch die Sub- 
stitution ¢’ = o¢ aufeinander bezogen ist. Ist insbesondere 9 = 1, so haben 
wir den von uns als Schottkyschen Typus bezeichneten Fall (Fig. 1a). 
Kommen jedoch elliptische Substitutionen vor, welche die Punkte 0 und 
oo mitcinander vertauschen, so erhalten wir einen Fundamentalbereich in 
Gestalt des schraffierten Vierecks der Figur 2, auf dessen Begrenzung 
man die Fixpunkte 
1 1 1 1 1 1 _ oo 1 1 1 
bs, be e*, bie, bru*, bier u*, bi ou? 
bemerkt. Fiir die Darstellung dieses Fundamentalbereichs und der An- 
ordnung seiner Reproduktionen sei die Bemerkung gemacht, daB durch 


Anwendung der Substitution =? das AuBere des Kreises mit dem 


| 1 | 
Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius be 
in das Innere desselben Kreises iibergefiihrt wird, 
und umgekehrt. Das schraffierte Viereck der 
Figur 2 weist eine elliptische Substitution ¢’ = ot 


und zwei elliptische Substitutionen der Form 
b 


t= + auf. 


Was nun die Lésung der in diesem Para- Fig. 2. 
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graphen gestellten Aufgabe der Bestimmung aller pr. k. u. V. (Abkiirzung 
sollte heifen: primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln) anbe- 
trifft, so kénnen wir jetzt das Resultat leicht angeben. Ist niimlich das 
Wertegebiet 7 der uniformisierenden Variabeln ¢(x, y) einfach zusammen- 
hiingend, so ist die zu t(x,y) gehérende Uberlagerungsfliche der Fliche F 
einfach zusammenhingend und die GréBe ¢ unterscheidet sich daher von 
einer der in meiner Abhandlung ,,U. d. a. K. I* bestimmten GréBen lediglich 
durch eine Normierung der Form des Wertegebiets 7. In der Tat kann 
man ja jeden schlichten, einfach zusammenhiingenden Bereich, sofern er 
nicht geschlossen ist oder nur von einem Punkte begrenzt wird, als end- 
liche Kreisfliche oder Halbebene normieren, wobei dann von selbst die 
linearen Substitutionen des Bereiches 7 in sich wieder lineare Substitu- 
tionen werden, die nun die Kreisfliche bzw. Halbebene in sich trans- 
formieren. Wenn wir also die Voraussetzung der Normierung mit in den 
Begriff der primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln aufnehmen, 
was wir jetzt tun wollen, so haben wir tatsichlich, allgemein zu reden, 
in der GréBe ¢ die durch das Klein-Poincarésche Grenzkreistheorem bei 
einer bestimmten Signatur definierte GréBe. 


Ist jedoch T zweifach zusammenhingend, so kommen wir durch Unter- 
suchung der oben bestimmten Fundamentalbereiche zu dem Ergebnisse: 
die primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln mit zweifach zu- 
sammenhingendem Wertegebiet 7 entspringen aus p= 0 und p=1. Im 
Falle p= 0 (Fig. 2) haben wir vier relative Verzweigungsstellen a,, a, 
a, «, mit 2 als zugeordneter Verzweigungszahl. Die GréBe ¢ ist, wenn 


uni 


man y direkt gleich x setzt, durch einen Ausdruck e ® gegeben, unter u 
das elliptische Integral erster Art { "= ona und unter 
e xz 


— a) (@— a,) @— a) @— @,) 
2@ eine primitive oder nichtprimitive Periode dieses Integrals verstanden. 
Im Falle p=1 (Fig. 1) haben wir ebenfalls lediglich die GréBen der 


Form e” zu betrachten, wobei wir unter u dasselbe elliptische Integral 
wie oben verstehen kénnen, wenn wir uns die Fliche p=1 als zwei- 
blattrige Riemannsche Fliche mit den vier Verzweigungsstellen «,, --, @, 
gegeben denken. Der Unterschied zwischen dem Falle p=0O und p=1 


besteht also lediglich darin, daB wir einmal die Gesamtheit aller zwischen 


den Zweigen der Funktion e” als Funktion auf der schlichten x-Ebene 
bestehenden Substitutionen als die zugeordnete Gruppe zu betrachten haben, 
das andere Mal nur die Gesamtheit aller zwischen den relativen Zweigen 
dieser Funktion bestehenden Substitutionen, relativ nimlich zur Riemann- 


schen Fliche der Funktion (xz —«,) - - (a — @,). 
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g 2. 


Zweite (rein topologische) Methode zur Bestimmung der primitiven 
kanonischen uniformisierenden Variabeln. 


Beachten wir, daB der Existenzbereich 7 einer u. V. ¢ gemaB den all- 
gemeinen Begriffsbestimmungen in (B) der Abhandlung U. d. a. K. 1. ein 
umkehrbar eindeutig konformes Abbild der zur Funktion ¢(z, y) gehérenden 
Uberlagerungsfliiche ® ist, so erkennen wir, daB die im vorhergehenden 
Paragraphen behandelte Fragestellung wesentlich mit folgender Fragestellung 
der Analysis situs aequivalent ist: Man soll tiber der Riemannschen Fliche F 
der Funktion alle relativ reguliren endlich-vielfach zusammenhingenden 
schlichtartigen Uberlagerungsflichen ® bestimmen; eine Fliche heiSt dabei 
schlichtartig, wenn sie durch jeden inneren Riickkehrschnitt in getrennte 
Stiicke zerfillt. Wir werden sehen, da eine solche Fliiche ®, sofern sie nicht 
einfach zusammenhingend ist, zweifach zusammenhiingend sein muh. Ferner 
wird sich im Falle des Zusammenhangs 2 ergeben, da fiir die Grund- 
fliche F' das Geschlecht p entweder gleich 1 oder 0 ist. Im Falle p= 1 
wird es sich weiter zeigen, dab die zweifach zusammenhingende Fliche ® 
gegeniiber F’ keine relativen Windungspunkte besitzt, im Falle p = 0 wird 
sich ergeben, daB die Anzahl m der relativen Windungspunkte dieser Fliche 
gleich 4 ist und daB alle vier Windungszahlen l,, l,, 1,, 1, gleich 2 sind. 

Die genannten Ergebnisse sollen nun alle durch reine Analysis-situs- 
Betrachtungen hergeleitet werden. 

Es werde mit f der als endlich vorausgesetzte Zusammenhang der 
Fliche ® bezeichnet. Im Falle f=1 ist ® durch Angabe der relativen 
Windungsstellen und Windungszahlen auf F' vollstindig bestimmt und 
identisch mit einer Fliche ®» oder ®; der Abhandiung U. d. a. K. 1. 
(1. «. S. 194). 

Es sei nun f>1. Wir wollen zeigen, daB unter dieser Annahme 
notwendig f= 2 ist. Unter der genannten Annahme muB die Fliche ® 
relativ zu F' jedenfalls unendlichvielblittrig sein, da andernfalls ® eine 
geschlossene schlichtartige Fliche, also einfach zusammenhingend wire. 

Denken wir uns die Fliche F jetzt durch p Riickkehrschnittpaare 
A,, B,,---, A,, B, mit gemeinschaftlichem Kreuzungspunkt O und Ein- 
schnitte C,,---,C, von O aus nach den gedachten relativen Windungsstellen 
der Fliche, wie in ,,U. d. a. K. 1“, zu einer einfach zusammenhiingenden 
Fliche F, aufgeschnitten, so erscheint ® aus unendlich vielen Exemplaren 
der Fliiche F, gewissermaBen zusammengeheftet. Es mu8 nun méglich sein, 
einen aus endlich vielen Exemplaren F, gebildeten zusammenhiingenden 
Teilbereich g von ® zu ermitteln, dessen Zusammenhang genau so groB wie — 
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der Zusammenhang von 9, also gleich f ist, sodaB die Fliche g f von- 
einander getrennte Begrenzungslinien besitzt, deren jede einzelne eine ge- 
schlossene Linie ist, auBerhalb welcher noch wnendlich viele Exemplare 
F,, auf ® existieren. Die Exemplare F,, aus welchen die Fliche » zusam- 
mengesetzt ist, mégen etwa mit F,,---, F, bezeichnet werden. Da die 
Fliche ® relativ regulir zu F' vorausgesetzt ist, so kénnen wir um jedes be- 
liebige in © enthaltene Exemplar F, in der Weise uns die zugehérende Fliche 
@ hergestellt denken, daB wir das betreffende Exemplar F, als F,” ansehen 
und der Anordnung entsprechend Exemplare F,, -.., F, anfiigen. Die Fliche 
® — @, wobei jetzt m wieder die zuerst erwiihnte so bezeichnete Fliche 
bedeuten soll, zerfallt in endlich viele Stiicke, deren Anzahl >f ist. Das 
einzelne Zusatzflichenstiick ist dabei entweder einfach oder zweifach zu- 
sammenhiingend. Einfach zusammenhiingende Flichenstiicke kénnen nur 
dann vorkommen, wenn die Fliche ® relativ zu / Windungspunkte un- 
endlich hoher Ordnung besitzt, sodaB die Fliiche , wie jedes Exemplar F, 
an die Grenze von ® heranstéBt. Es ergibt sich dies aus der Bemerkung, 
daB eben die Anzahl der Begrenzungslinien von @ iibereinstimmt mit der 
Ordnung des Zusammenhangs der Fiiiche ©. Unter den erwihnten ge- 
trennten Flichenstiicken, aus welchen © — @ besteht, wihlen wir eines 
z, welches aus unendlich vielen Exemplaren F, besteht. Wir kénnen 
dann in zx ein Exemplar F, so wihlen, daB die im oben definierten 
Sinne zugehérende Fliche g ganz in dem erwihnten Zusatzflichen- 
stiick z liegen wird, welch letzteres seinerseits einfach oder zweifach 
zusammenhiingend ist. Das ist jedoch nur méglich, wenn f nicht gréBer 
als 2 ist, weil sonst offenbar der Zusammenhang der Fliiche © gréBer als 
f sein miiBte. Liegt insbesondere der Fall vor, dab ® relativ zu F' einen 
Windungspunkt unendlich hoher Ordnung besitzt, so bemerkt man sofort, 
daB das Zusatzfliichenstiick als ein einfach zusammenhingendes gewihlt 
werden kann, ein Umstand, welcher zur Folge hat, daB in diesem Falle 
nicht nur nicht f>2 sein kann sondern auch f = 2 ausgeschlossen ist. 

Wir haben demnach gefunden, dab die Fliiche ®, wenn die Ordnung 
ihres Zusammenhanges > 2 vorausgesetzt wird, notwendig den Zusammen- 
hang 2 hat und-daB dann relative Windungspunkte unendlich hoher Ord- 
nung nicht vorkommen kénnen. 

Fihren wir nun die Untersuchung auf Grund dieses Ergebnisses 
weiter. Die oben erwihnte Fliche m wird sich uns jetzt als zweifach zu- 
sammenhingender in der ebenfalls zweifach zusammenhingenden Fliche 
gelegener, an die Grenze nicht heranstoBender Giirtel darstellen. Sind /, 
und J, die beiden Begrenzungslinien der betrachteten Flaiche m, so be- 
stehen die beiden zweifach zusammenhiingenden Flichenstiicke, in welche 
® —  zerfillt, notwendig je aus unendlich vielen Exemplaren F,, und 
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es ist klar, daB man unendlich viele, als Teile von ® sich gegenseitig 
nicht tiberdeckende Exemplare m angeben kann, welche in ® ebenso ge- 
lagert sind, wie z. B. in der gewéhnlichen schlichten Ebene ein unend- 
liches System konzentrischer sich gegenseitig nicht tiberdeckender Kreis- 
ringe mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt innerhalb desjenigen zweifach 
zusammenhiingenden Gebietes der Ebene, welches durch den Nullpunkt 
und den unendlich fernen Punkt begrenzt wird. Man kann zwei dieser 
Flichen g so auswahlen, daB dieselben auch noch gleich orientiert sind 
in dem Sinne, daB das zwischen beiden liegende zweifach zusammen- 
hiingende Stiick der Flaiche ® auf der einen Seite von einer Linie /, und 
auf der andern Seite von einer Linie 7, begrenzt wird. Nehmen wir das 
zweifach zusammenhingende Zwischenstiick etwa mit demjenigen der beiden 
erwihnten Exemplare m zusammen, welches gegen das Zwischenstiick durch 
eine Linie 7, abgegrenzt wird, so erhalten wir dadurch ein neues zwei- 
fach zusammenhingendes Gebiet, dessen beide Begrenzungslinien Linien J, 
sind. Die zu diesem letzteren zweifach zusammenhingenden Gebiet ge- 
hérenden Exemplare F, kénnen wir daher zu einer geschlossenen Fiche 
vom Geschlecht 1 zusammenschlieBen, indem wir uns die beiden Begren- 
zungen /, zusammengeheftet denken. Die entstehende Fliche ®* vom Ge- 
schlecht 1 wird, worauf es im folgenden ankommt, sofern sie an einer 
Stelle von F' einen relativen Windungspunkt besitzt, in jedem relativen 
Blatte einen Windungspunkt der gleichen Ordnung besitzen. 

Wir stellen daher jetzt die Frage so: Wie mu8 F beschaffen sein 
und wie miissen die relativen Windungspunkte bez. Windungszahlen ge- 
wihlt sein, damit tiber F eine geschlossene Fliche ®* vom Geschlecht 1 
existiert mit den betreffenden relativen Windungspunkten? 

Zuniichst zeigen wir, dab fiir die Fliche F p= 1 sein mub. Nehmen 
wir in der Tat an, es sei p> 2, so kénnen wir uns die Fliche F' durch 
p getrennt verlaufende Riickkehrschnitte zu einer 2p-fach zusammen- 
hiingenden Fliche F” aufgeschnitten denken. Denken wir diese p Riick- 
kehrschnitte in der tiber /’ ausgebreiteten Flache ®* durch alle relativen 
Blatter hindurch ausgefiihrt, so wird ®* entweder zusammenhiingend 
bleiben oder in endlich viele Stiicke zerfallen. Sicher ist jedoch, daB das 
einzelne Stiick mindestens 2p Begrenzungslinien haben muB, d. h. min- 
destens vier, wenn p> 2 angenommen wird. Eine solche Zerschneidung 
ist nun aber mit einer Fliche vom Geschlecht 1, als welche doch * ge- 
dacht wird, unmglich. 

Nehmen wir nunmehr p=1 an. Wir zeigen dann weiter, dab unter 
dieser Annahme die Fliche %* relativ zu F keine Windungspunkte haben 
kann. Wiren nimlich » >1 Windungspunkte mit den Windungszahlen 
l,,---, 1, vorhanden, so kénnten wir in folgender Weise einen Wider- 
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spruch herleites. Wir schneiden die Flache F und gleichzeitig die Fliche 0* 
(letztere durch alle relativen Blatter hindurch) lings eines die Fliche F 
nicht zerstiickenden Riickkehrschnittes auf. Dabei kann * zerfallen oder 
nicht zerfallen. Es sei ®*’ eins der Stiicke, in welche * zerlegt wird. 
Dann Jeuchtet zuniichst ein, dab ®*’ zweifach zusammenhingend sein muB. 
Wir bezeichnen mit m die relative Bliitterzahl von ®*’. Von den beiden 
Begrenzungslinien der Fliche %*’ entsteht nun jede einzelne durch genau 
m-malige Durchlaufung des erwihnten Riickkehrschnitts. Hierin liegt je- 
doch ein Analysis-situs-Widerspruch. Denkt man sich niimlich etwa, was 
zulissig ist, die lings des Riickkehrschnitts aufgeschnittene zweifach zu- 
sammenhingend gemachte Fliche F’, d.i. F’ durch ein schlichtes zwei- 
fach zusammenhingendes Flachenstiick B ersetzt, so kann man sich die 
Fliche *’ auf die Flache B iiberpflanzt vorstellen. Es ergibt sich dann 
ein zweifach zusammenhingendes m-blittriges Flichenstiick *’ iiber B, 
welches in »>1 Punkten Windungspunkte besitzt, indem an der a” 
Stelle immer je /, Blatter zusammenhingen. Offenbar kann man nun von 
der Fliche *’ zu einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht 0 tiber- 
gehen, indem man die Fliche %*’ in der Weise iiber ihre beiden Be- 
grenzungslinien hinaus fortsetzt, daB man an jede dieser Begrenzungslinien 
ein Windungsflichenstiick der Ordnung m—1 ansetzt. Die erhaltene 
Fliche vom Geschlecht 0 besitzt dann gegeniiber der schlichten Ebene 
n+ 2 Windungsstellen und zwar haben zwei dieser Windungsstellen die 
Beschaffenheit, daB die Anzahl der an dieser Stelle jedesmal zusammen- 
haingenden Blatter genau gleich der Blitterzahl der Fliche iiberhaupt ist. 
Eine solche Fliche vom Geschlecht 0 gibt es aber bekanntlich nicht, wie 
man auch durch Priifung der 8. 162 ff. der Abhandlung ,,U. d. a. K. 1“ be- 
stimmten Flachen erkennt. Ist doch fiir jede dieser Flichen die Blatter- 
zahl ein Multiplum jeder einzelnen Windungszabl. 

Demnach steht fest, daB im Falle p= 1 die Fliche ®*, mithin auch 
die Fliche ® notwendig relativ zu F keinen Windungspunkt haben kann. 

Betrachten wir nunmehr den Fall p = 0 (schlichte Ebene) und fragen, 
welche Voraussetzungen beziiglich der Zahl der relativen Windungsstellen 
und beziiglich- der Windungszahlen zu machen sind, damit iiber der 
Fliiche F' (schlichte Ebene) eine geschlossene Fliche ®* vom Geschiecht 1 
mit den erwaihnten Windungsstellen und Windungszahlen konstruiert 
werden kann. 

Die Anwendung der Riemannschen Formel fiir das Geschlecht einer 
Riemannschen Fliche liefert in diesem Falle (vgl. 8. 164 1. c.) 


\ 


m( S'(1-7)-2)-0 


a=1 
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oder 
1 
© -~ “a 
nun ist ; 
1 < n 
> L,=2 
also ergibt sich 
3S? 
mithin 
n<4 


Ist n= 4, so ergibt (*) >’ —2,dh.4———1,—2. Ist je- 


doch n= 3, so folgt aus (*) >’ 7-—1, woraus fir ,, 4, l, die Mog- 
lichkeiten 2, 3, 6; 2, 4, 4; 3, 3, 3 folgen, in welchen bekanntlich in der 
Tat eine Fliche ®* vom Geschlecht 1 hergestellt werden kann. Die Fille 
n= 2 und n=1 schlieBen sich aus. 

Wie steht es nun mit der Bildung einer Fliiche ©? Die Méglich- 
keit der Konstruktion einer Fliche ®* vom Geschlecht 1 geniigt nimlich 
nicht, um die Existenz einer Fliche ®, wie wir sie verlangen, zu gewihr- 
leisten. Die Flache ® sollte relativ zu F reguliir gebildet werden. Daraus 
ergibt sich, daB die Gruppe derjenigen geschlossenen Wege auf F, lings 
welchen man, wenn man dieselben Wege auf ® beschrieben denkt, zum 
Ausgangspunkte zuriickkehrt, eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe 
aller auf F’ existierenden geschlossenen Wege ist. Simtliche Wege auf 
F kénnen wir dabei von einem und demselben Anfangspunkte ausgehend 
vorstellen. Als verschieden bezeichnen wir zwei geschlossene Wege dann 
und nur dann, wenn sie nicht durch stetige Deformation ineinander tiber- 
gefiihrt werden kénnen, wobei zu beachten ist, daB die Deformation tiber 
die als relative Windungsstellen fir ® gedachten Punkte auf F’ hinweg 
so vorgenommen werden muB, als ob die betreffenden Stellen Windungs- 
punkte der Fliche F’ selbst von der betreffenden Ordnung wiren. Die 
Gruppe aller in diesem Sinne verschiedenen geschlossenen Wege aber ge- 
langt zur konkreten Darstellung in der tiber /’ existierenden einfach zu- 
sammenhingenden Uberlagerungsfliche mit den betreffenden relativen Win- 
dungspunkten. Jedem relativen Blatte dieser einfach zusammenhiingenden 
Fliche entspricht ein und nur ein Weg der erwihnten Gruppe. 

Offenbar besteht nun die zu einer zweifach zusammenhiingenden 
Fliche ®, wie wir sie iiber F zu konstruieren wiinschen, gehérende aus- 
gezeichnete Untergruppe aus einem einzigen Wege, dessen inversem Wege 
und den Wiederholungen des ersteren und letzteren Weges. Diese Gruppe 
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wiirde also symbolisch in der Form W* [a=0, +1, +2,---] dargestellt 
werden kénnen. Eine derartige ausgezeichnete Untergruppe ist im Falle 


p= 0, n= 3, > = 1 nicht vorhanden. Es bleibt somit bei p = 0 nur 


der Fall n = 4, 1, = 1, =—1,=—1,=2 za betrachten. 
Es ergibt sich demnach schlieBlich als Fliache ® nur die oben ge- 


uni 


fundene Riemannsche Fliche des Abelschen Integrals e® , welche je nach- 
dem man sie als eine Flache iiber der schlichten Ebene (p=0) oder iiber 
der zweiblittrigen Riemannschen Flaiche der Y (p=—1) betrachtet, relatiy 


uni 
zu F Windungspunkte besitzt oder nicht. Die GréBe t=e” ist dann in 
bezug auf ® durch die Bemerkung, daB sie eine umkehrbar eindeutige 
konforme Abbildung der Fliche ® auf einen schlichten Bereich leisten 
soll, bereits vollstindig charakterisiert, abgesehen von einer linearen 
Substitution. Es ist nimlich nur durch lineare Funktionen méglich, einen 


lediglich von zwei Punkten begrenzten zweifach zusammenhingenden 
uni 


schlichten Bereich, was doch der zu e” gehérende Bereich 7' ist, wieder 
auf einen schlichten Bereich abzubilden. 


§ 3. 


Die charakteristische Signatur der einzelnen primitiven kanonischen 
uniformisierenden Variabeln. 


Als charakteristische Signatur einer zu einer |. p. Uniformisierungs- 
transzendenten ¢(x,y) bez. der dadurch definierten uniformisierenden 
Variabeln ¢ bezeichnen wir allgemein eine Gesamtheit von Bestimmungs- 
stiicken, welche zur Definition der betreffenden GréBe gegeniiber allen 
andern zu betrachtenden uniformisierenden Variabeln ausreichen. Die Sig- 
natur wird daher stets gebildet aus solchen Elementen (Riickkehrschnitte, 
Querschnitte, Einschnitte), welche eine bestimmte auf der Riemannschen 
Flaiche F' der. algebraischen Funktion y(z) ins Auge zu fassende Auf- 
schneidung derselben zu einer schlichtartigen Fliche F, definieren, in 
welcher ¢(z, y) eindeutig sein soll, ferner aus gewissen Punkten (relative 
Verzweigungsstellen) und zugeordneten ganzen positiven Zahlen > 2 (Ver- 
zweigungszahlen oder Windungszahlen), welche die Anzahl der in den be- 
treffenden Punkten jedesmal zusammenhiangenden relativen Zweige der 
Funktion ¢(z, y) bez. Blitter der zu ¢(x, y) gehérenden Uberlagerungsfliche > 
angeben, schlieBlich aus gewissen weiteren ganzen Zahlen (Erkennungs- 
zahlen) durch welche die Gruppe der geschlossenen Wege auf F, bei deren 
Durchlaufung die Funktion ¢(z, y) sich reproduziert, noch genauer bestimmt 
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wird, sofern die vorher genannten Daten der charakteristischen Signatur 
noch verschiedene Méglichkeiten zulassen. 

Fir unsere primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln treffen 
wir nun die Bestimmung der charakteristischen Signatur in folgender 
Weise: 

Im allgemeinen Falle, in welchem das Wertegebiet der GréBe ¢ ein- 
fach zusammenhingend ist, denken wir uns wie in ,U. d. a. K. L“, die 
Fliche F vom Geschlecht p> 0 durch p Riickkehrschnittpaare A, , B,,---, A,, B, 
mit je einem Kreuzungspunkte aufgeschnitten, welche wir jedoch noch in 
bekannter Weise so deformieren, daB die Kreuzungspunkte nach einem 
und demselben willkiirlichen Punkte 0 der Fliche zusammenriicken, der 
von den etwa vorhandenen relativen Verzweigungsstellen a,,---, a, mit 
den zugehérenden Verzweigungszahlen /,,---,1, verschieden gewiihlt werden 
soll. Die relativen Verzweigungsstellen a,,---, a, verbinden wir darauf 
durch Einschnitte C,,---, C, ebenfalls mit dem Punkte 0, sodaB die 
Fliche F' mittels eines kanonischen Normalsystems, wie wir uns kurz aus- 
driicken wollen, in eine einfach zusammenhingende Fliche PF, verwandelt 
ist. Ist p=0, so brauchen wir nur den Punkt 0 zu wiahlen und die Ein- 
schnitte zu ziehen. In dem besonderen Fall p= 0, n= 2 kommt anch 
der Punkt 0 in Wegfall, insofern als nur die aus C, und C, gebildete 
Verbindungslinie der beiden relativen Verzweigungspunkte eine Rolle spielt. 
Wir reden dann von einem isolierten Einschnitt und kénnen diesen durch 
S bezeichnen, indem wir die zugehérenden, den beiden Endpunkten zu- 
geordneten notwendig einander gleichen Verzweigungszahlen in der Dar- 
stellung der Signatur direkt dem EKinschnitt zuordnen. 

Um fiir diejenigen primitiven kanonischen uniformisierenden Variabeln, 
deren Wertegebiet zweifach zusammenhingend ist, die charakteristische 
Signatur zu bestimmen, legen wir die § 1 (S. 447) gefundene Form der 
Fundamentalbereiche zugrunde, indem wir uns die entsprechende Aufschnei- 
dung der Riemannschen Fliche F' bilden. Alsdann ergibt sich folgendes: 

Im Falle p= 1 kénnen wir ein Riickkehrschnittpaar A, B mit einem 
Kreuzungspunkte zugrundelegen und die GréBe ¢t(z, y) durch Hinzufiigung 
der ganzen Zahl e>2 zum Riickkehrschnitt B als Kennzijjer bestimmt 
definieren. Die Kennziffer e soll angeben, daB sich die GréBe ¢ erst bei 
e-maliger Uberschreitung des Schnittes B reproduziert. Ist insbesondere 
e=1, so haben wir lediglich einen Riickkehrschnitt A zur Charakteristik 
der GréBe t(z, y) ndtig (Schottky-Typus). Im Falle p=0O haben wir auf 
der Fliche F' (schlichte Ebene) vier Stellen a,, a,, a,, a, als Verzweigungs- 
stellen mit den zugeordneten Verzweigungszahlen 1, =1,—/,—/, in die 
Signatur aufzunehmen. Diese vier Stellen denken wir uns durch einen in 
F gemachten Einschnitt S von a, tiber a,, a, nach a, verbunden (drei- 
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teiliger Eimschnitt), wodurch die Fliche F' zunichst in die Fliche F, ver- 
wandelt wird. Jetzt ist noch eine Kennziffer anzugeben, welche wir dem 
Verbindungsstiicke a,a, des Einschnitts S zugeordnet denken wollen. Diese 
Kennziffer e zeigt an, daB die betreffende GréBe t(z, y) sich bei e-maliger 
Uberschreitung von S reproduzieren soll. 

Wir wollen im Anschlu8 an den Begriff der pr. k. u. V. den Begriff 
eines primitiven kanonischen Fundamentalbereichs formulieren. Wir ver- 
stehen darunter einen schlichten Bereich, dessen Begrenzung aus endlich 
vielen Stiicken besteht, die durch lineare Substitutionen einander paar- 
weis zugeordnet sind, sodaB der Bereich als das konforme Abbild einer 
in bestimmter Weise aufgeschnittenen geschlossenen*) Riemannschen Fiche 
aufgefaBt werden kann, und welcher auBerdem die Eigenschaft besitzt: es 
sollen die Wiederholungen des Bereichs gemi8 den Substitutionen der 
durch die Randsubstitutionen definierten Gruppe zu einer schlichten Be- 
deckung eines endlich-vielfach zusammenhingenden Teiles der Ebene fiihren, 
wozu schlieBlich noch eine sogleich zu erwihnende Normierungsbedingung 
tritt. Die oben in §1 und 2 dargelegten Beweisprinzipien gestatten nim- 
lich den SchluB, daB der genannte endlich-vielfach zusammenhingende 
Teil der Ebene notwendig entweder einfach oder zweifach zusammen- 
hiangend ist. Im letzteren Falle kann er nur von zwei Punkten begrenzt 
sein, im ersten Falle entweder geschlossen sein oder von einem und nur 
einem Punkte begrenzt oder von einer Linie begrenzt, fiir welch letztere 
wir dann als neue Bedingung noch die schon oben Seite 448 genannte 
normierende Bedingung der Kreisférmigkeit der Begrenzung einfiihren. 
Ein primitiver kanonischer Fundamentalbereich kann demnach stets als das 
durch eine primitive kanonische uniformisierende Variable vermittelte 
umkehrbar eindeutige Abbild einer geschlossenen Riemannschen Flache 
betrachtet werden. Die vorhin bei der Bestimmung der Signatur genannte 
jeweilige Aufschneidung der Fliche F liefert uns entsprechend bestimmte 
Formen fiir die pr. k. Fundamentalbereiche, welche wir als die Normal- 
formen der pr. k. Fundamentalbereiche bezeichnen wollen. 

Im Falle e = 1 kénnen wir das Stiick von S, welches zwischen a, 
und a, liegt, ‘fortlassen, sodaB die Fliche / mit zwei voneinander ver- 
schiedenen Einschnitten S, und S, versehen ist. In der Tat entsteht in 
diesem besonderen Falle der Fundamentalbereich, wie er in § 1 8. 447 fest- 
gelegt ist, einfach durch Komposition zweier elliptischen Sicheln, deren 
jede die Periode 2 hat. Man bemerkt auch sofort, daB dieser Spezialfall 


*) Durch die Bedingung der Geschlossenheit wird das Vorkommen hyperbolischer 
Zykeln ausgeschlossen, deren Vorkommen besagen wiirde, da® der Bereich als das 
konforme Abbild einer nicht geschlossenen, sondern von Linien begrenzten Riemann- 
schen Fliche angesehen werden kann. (Vgl. Klein in Math. Ann. 40, 8. 130/f.) 
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den einzigen Fall einer pr. k. u. V. darstellt, bei welchem es méglich ist, 
den Fundamentalbereich durch den ,,ProzeB der Ineinanderschiebung“ aus 
einfacheren Fundamentalbereichen herzustellen. 


§ 4. 
Definition der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln 
und ihrer charakteristischen Signatur. Formulierung der 
Fundamentaltheoreme. 


Legen wir nunmehr wieder eine beliebig gegebene algebraische Funk- 
tion y(x) zugrunde. Mit F werde wie immer die zur Funktion y(x) ge- 
hérende Riemannsche Filiiche bezeichnet. Ist dann ¢(x, y) irgend eine zur 
Fliche F' gehérende 1. p. u. V. im Sinne der allgemeinen Definition der 
Abhandlung ,,U. d. a. K. L.“, so wird dieselbe in bekannter Weise dadurch 
zu einer auf F’ eindeutigen Funktion des Ortes werden, dab man F’ mittels 
p Riickkehrschnittpaaren und Einschnitten nach den relativen Verzweigungs- 
punkten in eine einfach zusammenhingende Fliche F, verwandelt. Die 
Eindeutigkeit der Funktion ¢(z,y) kann jedoch unter Umstiinden bereits 
dadurch erreicht werden, daB man F' nicht zu einer einfach zusammen- 
hingenden, sondern mehrfach zusammenhingenden Fliche F, in geeigneter 
Weise aufschneidet, wie dies beispielsweise bei den in der Abhandlung 
»U. d. a. K. IL“ betrachteten u. V. zutrifft. 

Betrachten wir einen solchen Fall allgemein. Die Verwandlung der 
Fliche F in die Fliche F, findet durch gewisse auf F’ gezogene Linien 
statt, die in eine endliche Anzahl zusammenhiingender Liniensysteme zer- 
fallen werden. Das einzelne Liniensystem hat die Eigenschaft, daB man 
von jedem Punkte desselben zu jedem andern gelangen kann, indem man 
nur Linienstiicke des System durchliuft. Hingegen besteht zwischen zwei 
verschiedenen Liniensystemen keine Méglichkeit des Ubergangs auBer 
mittels Durchquerung des Inneren der Flache F,. Wir bemerken nun zu- 
nachst, daB die Fliche F, jedenfalls schlichtartig sein mu, da die Funk- 
tion ¢(2, y) in F, keinen Wert mehr als einmal annimmt und folglich 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Fliche F, auf einen schlichten 
Bereich , vermittelt, welcher einen Fundamentalbereich der zur u. V. 
t(x, y) gehérenden linearen Substitutionsgruppe G (Gruppe der zwischen 
den relativen Zweigen der Funktion ¢(z, y) bestehenden Substitutionen) dar- 
stellt. Derjenige in F, eindeutige Zweig der Funktion ¢(z, y), welcher die 
Abbildung der Flache F, auf den Bereich ®, vermittelt, werde mit 4, be- 
zeichnet. Wir kénnen annehmen, daB , den unendlich fernen Punkt in 
seinem Inneren enthilt. Jedes einzelne Linienstiick eines bestimmten 
Liniensystems besitzt zwei Ufer. Die von ¢, an gegentiberliegenden Punkten 
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eines und desselben Linienstiicks angenommenen Werte sind durch eine 
lineare Substitution verkniipft.*) Die Gesamtheit aller liings eines und 
desselben Liniensystems auf diese Weise definierten Substitutionen bilden 
ein System von Erzeugenden fiir eine eigentlich diskontinuierliche Gruppe, 
welche wir eine komponierende Gruppe der Gruppe 7 nennen wollen. 

Der Begriff der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln 
kann nunmehr folgendermaBen formuliert werden. 

Definition: Eine durch eine |. p. Funktion ¢(z, y) definierte u. V. 
t heiBt eine zur Kurve (z,y) bez. zur Riemannschen Fliche F' gehérende 
kanonische uniformisierende Variable, wenn es méglich ist, die Flaiche F 
derart in eine schlichtartige Fiiiche F, zu verwandeln, daB erstens der 
einzelne Zweig der Funktion ¢(z,y) in F, eindeutig ist, und daB der als 
Bild von F, in der ¢-Ebene sich ergebende Fundamentalbereich 9, im 
Sinne Kleins gemaB dem Prinzip der Ineinanderschiebung aus primitiven 
kanonischen Fundamentalbereichen entsteht. 


In der gegebenen Definition der allgemeinen k. u. V. ist nicht aus- 
gesprochen, daB die Aufschneidung der Fliche F zur Flache F, in der 
Weise méglich sein soll, daB dabei die den sich ergebenden komponieren- 
den Gruppen entsprechenden ineinandergeschobenen pr. k. Fundamental- 
bereiche hinsichtlich ihrer gruppentheoretisch-topologischen Struktur die 
S. 455 charakterisierte Normalform besitzen. Es ist jedoch leicht ein- 
zusehen, daB unser allgemeiner Begriff sich wesentlich mit dem durch Ein- 
fiihrung dieser Normierungsbedingung verengerten Begriff deckt. Sind 
nimlich etwa A,, A,,---, A, die verschiedenen auf /’ gezogenen Linien- 
systeme, durch welche F’ in die Fliche FP, verwandelt wird, so laBt sich 
sofort zeigen, dab man das Liniensystem A, unter vollstiindiger Beibehal- 
tung der Liniensysteme A,,---, A, so abindern kann, daB dem neuen 
Liniensysteme A, als komponierender Fundamentalbereich ein pr. k. Be- 
reich in Normalform entspricht. 


Zu dem Zwecke denke man sich den der Linie A, entsprechenden 
komponierenden pr. k. Fundamentalbereich ©,’ umkehrbar eindeutig kon- 
form auf eine geschlossene Riemannsche Fliiche F” abgebildet, sodaB zu- 
geordneten Randpunkten des Bereichs ®,' koinzidierende Punkte der Fliche F” 
entsprechen. Die Fliche F” erscheint dabei zu einer schlichtartigen Fliche Fy’ 
aufgeschnitten. Die Abbildungsfunktion, welche den Bereich F, auf den 
Bereich ©,’ abbildet, definiert eine pr. k. u. V. ¢#. Den Linien Aj, ---, A, 
entsprechen innerhalb F” gewisse Linien A,’,---, A,’, deren jede einzelne 

*) Diese linearen Substitutionen kinnen wir stets als von der Identitat ver- 


schieden voraussetzen. Andernfalls kénnten wir ja das betreffende Linienstiick ein- 
fach weglassen. 
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auf F” ein einfach zusammenhiingendes Stiick abgrenzt. Nunmehr fihre 
man auf F” die der erwahnten pr. k. u. V. entsprechenden Normalzerschnei- 
dung ein. Es ist dann klar, daB man es in der Hand hat, diese Auf- 
schneidung eventuell durch stetige Deformation so zu modifizieren, dab 
nachher die erwiihnten einfach zusammenhiingenden Flachenstiicke auf F” 
von der Aufschneidung nicht getroffen und auch nicht beriihrt werden. 
Naeh dieser Operation kehre man nun vermittels der genannten Abbil- 
dungsfunktion ¢’ in die Ebene des Bereichs ®, zuriick. 

Ebenso wie A, kann man natiirlich A, usw. entsprechend modifizieren. 
Es sei erwihnt, daB der hier soeben bewiesene Satz zu seinem Beweise 
offenbar nicht des transzendenten Hilfsmittels der erwihnten Abbildungs- 
funktion bedarf. Wir haben diese Funktion hier jedoch benutzt, weil 
dadurch der Beweis einen in diesem Zusammenhange leicht faBlichen Aus- 
druck erhielt. 

Nunmehr ist klar, daB wir zur Charakterisierung einer allgemeinen 
k. u. V., d. h. zur Angabe ihrer charakteristischen Signatur nur nétig haben, 
die zugrundeliegende Riemannsche Flaiche F' durch Riickkehrschnitte, Riick- 
kehrschnittpaare mit Kennziffer, Einschnitte mit Kennziffer, dreiteilige Ein- 
schnitte mit Kennziffer, kanonische Normalsysteme*) mit oder ohne Ver- 
zweigungszahlen in eine schlichtartige Fliche F, zu verwandeln. Die 
erwihnten Elemente bilden dann die charakteristische Signatur und es 
gilt nun der im zweiten Teile der vorliegenden Abhandlung zu beweisende 
Unitiatssatz. 

Unititssatz fiir die allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln: 
Jede ‘allg»meine kanonische uniformisierende Variable wird durch Angabe 
ihrer charakteristischen Signatur vollstiindig, d. h. abgesehen von einer 
linearen Substitution charakterisiert. Ferner gilt der weiterhin im dritten 
Teile zu beweisende Existenzsatz. 

Existenzsatz der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Variabeln: 
Zu einer den obigen Angaben geniigenden, sonst aber beliebig gegebenen 
charakteristischen Signatur gehért stets eine kanonische uniformisierende 
Variable. 

Beide Tatsachen zusammen konstituieren das 

Fundamentaltheorem der allgemeinen kanonischen uniformisierenden Va- 
riabeln. (Allgemeines Kleinsches Fundamentaltheorem oder, in Beachtung 
der einzelnen bestehenden Méglichkeiten, allgemeine Kleinsche Funda- 
mentaltheoreme.) 


*) Vgl. S. 455. 
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Zweiter Teil. 


Der Unitatsbeweis der allgemeinen kanonischen uniformi- 
sierenden Variabeln. 


§ 5. 


Der U-ProzeB (UntergruppenprozeB) und der U-ProzeB (erweiterter 
U-ProzeB). 


Definition des U-Prozesses. Es sei t(x, y) irgend eine k. u. V. all- 
gemeinster Art. Wir haben dann die zur algebraischen Funktion ¢(z, y) 
gehérende Riemannsche Fliche F', welche wir der Signatur der GréBe ¢ 
entsprechend zu einer schlichtartigen Flache F’, aufgeschnitten vorstellen. 
Durch einen Zweig ¢,(z, y) wird die Fliche F, umkehrbar eindeutig auf 
einen schlichten Fundamentalbereich ©, abgebildet, welcher den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthalten mége. Entsprechend den q Linien 
A,, ++, A, auf F, durch deren Vermittlung F in F, verwandelt ist, unter- 
scheiden wir q verschiedene Begrenzungslinien /,, /,,---, 1, des Bereichs 
®,, wobei wir dann im Falle eines isolierten Riickkehrschnittes A, das 
entsprechende Linienpaar J, der einheitlichen Sprechweise halber wie eine 
einzige Linie betrachten wollen. Bei jeder anderen Wahl von A, besteht 
die Linie |, tatsiichlich aus einer einzigen geschlossenen Linie. Die auf 
der Linie J, erklirten linearen Randsubstitutionen wollen wir als die 
Fundamentalsubstitutionen s, bezeichnen. 

Indem wir ein bestimmtes @ ins Auge fassen, kénnen wir die durch 
die betreffenden Substitutionen s, definierte Gruppe G, betrachten. Wir 
bezeichnen die allgemeinste Substitution dieser Gruppe mit S,, wihrend 
wir mit S iiberhaupt die allgemeinste Substitution der durch den Funda- 
mentalbereich ©, definierten Gruppe G bezeichnen, d. i. der zu t(z, y) ge- 
hérenden linearen Substitutionsgruppe. Die allgemeinste Substitution der 
Gruppe G wird sich demnach in der Form 


S= &.., Sa,» eee Sa 


darstellen lassen, wobei jede der Zahlen «,, «,,---,«, eine der. Zahlen 


1, 2,---, q ist und keine zwei aufeinanderfolgende dieser Zahlen einander 
gleich sind. 

Denkt man sich auf den Bereich , alle Substitutionen S, (die iden- 
tische Substitution nicht eingerechnet) eines bestimmten « angewandt, so 
erhalt man dadurch eine Erweiterung des Gebiets ®, zu einem zusammen- 
hiingenden Gebiete 7,, welches nur in dem Falle, in welchem die Gruppe G, 
endlich ist,.endlich-vielfach zusammenhingend ist. In den anderen Fallen 


x 
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haufen sich die durch Anwendung der Substitutionen S, entstehenden Bilder 
des Bereichs ®, gegen den betreffenden Grenzkreis oder Grenzpunkt oder das 
betreffende Grenzpunktepaar (Schottky-Typus). Die fiir die verschiedenen 
« sich so ergebenden Grenzelemente miégen als die Stiitzelemente erster 
Stufe des Wertegebiets T bezeichnet werden. Die g Gebiete 7,, T,, --:, T, 
bezeichnen wir als die Zusatzgebiete erster Stufe und fiihren fiir dieselben 
daher auch die Schreibweise 7“) [«=1,---,qg] ein. Das Gebiet 


2 
T® =O + D9 TH 
ist ein zusammenhingendes Gebiet, welches wir das Hauptgebiet erster 
Stufe in T, naimlich in dem Wertegebiet der Variabeln ¢ nennen. 

Nunmehr gehen wir zur Definition des Hauptgebietes zweiter Stufe 
T® in T tier. 

Die Begrenzung des Gebietes 7’ wird, abgesehen von den erwihnten 
Stiitzelementen, von, allgemein zu reden, unendlich vielen Linien gebildet, 
welche aus den Linien /,, ---, 1, durch Anwendung der Substitutionen S, 
[«—1,---,q] entspringen. Wir kénnen sie daher direkt in der Gestalt 
S,(l,) schreiben, miissen dann nur beriicksichtigen, daB a+ ist. Auf 
der Linie S,(/,) sind bestimmte lineare Substitutionen erklirt, welche in 
der Form Sz's, S, darstellbar sind, wobei s, die Gesamtheit der auf 1, er- 
klirten Substitutionsn bedeutet. Die Linie S_(1,) stellt sich svnnsiatiils 
als eine innere Begrenzungslinie des Bereichs s a(P,) dar. Wenden wir 
auf diesen Bereich die durch die Substitutionen auf der Linie S,(/,) als 
erzeugende Substitutionen definierte Gruppe an, so ergibt sich dadurch eine 
bestimmte, in das Innere dieser Linie eindringende Erweiterung des Ge- 
bietes 7. Das Zusatzstiick kann offenbar durch die Formel S,(7,) be- 
zeichnet werden, insofern als es aus dem Gebiete 7’, durch hantniion 
der Substitution S, entspringt. Indem wir fiir alle leslbadion Begrenzungs- 
linien von 7) den erwihnten ErweiterungsprozeB ausfiihren, gelangen 
wir zu den simtlichen verschiedenen Zusatagebieten zweiter Stufe, deren 
jedes wir als ein 7g, bezeichnen. Wir definieren nun das Hauptgebiet 
zweiter Stufe 7 in J durch die sofort verstiindliche Formel 


T® = T+ ST). 
Der Buchstabe & wird hierbei als Summenzeichen gebraucht, ebenso im 
folgenden. 

Jedes der Zusatzgebiete zweiter Stufe fiihrt uns zu einem bestimmten 
Stiitzkreise oder Stiitzpunkte, bez. Stiitzpunktepaar. Wir nennen diese 
Stiitzelemente die Stiitzelemente zweiter Stufe. Wir bemerken sofort den Satz, 
daB die Stiitzelemente zweiter Stufe eine abzihlbare Menge bilden und 
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daB ein Stiitzelemente zweiter Stufe gegen alle anderen Stiitzelemente zweiter 
Stufe, sowie auch gegen die Stiitzelemente erster Stufe isoliert liegt. Es 
ergibt sich dies unmittelbar aus der Bemerkung, daB der einzelne Stiitz- 
kreis bez. Stiitzpunkt zweiter Stufe durch die ihn umschlieBende Linie S,(/,) 
eindeutig charakterisiert wird. Die Linien S,(/,) liegen aber in der Tat 
alle isoliert. Andererseits bemerkt man auch sofort, dab die Stiitzelemente 
erster Stufe gegen die Stiitzelemente zweiter Stufe nicht isoliert liegen, 
vielmehr vollstandig durch die Eigenschaft charakterisiert sind, die Haufungs- 
menge der Stiitzelemente zweiter Stufe zu bilden. 

Der Bereich 7 — 7) oder*), was dasselbe ist, > Tz, besteht aus einer 
gewissen Gesamtheit von Bildern des Bereichs ®,, deren einzelnes durch 
eine bestimmte lineare Substitution aus ©, entsteht. Diese Gesamtheit von 
Substitutionen wird durch die Formel 


S® = S,(S;) [a+ 8] 
S® = 8,8, 


zusammengefaBt, eine Gesamtheit, welche wir fortan als die Gesamtheit 
der Substitutionen zweiter Stufe bezeichnen wollen, im Gegensatz zu den 
Substitutionen 


oder, was dasselbe ist, 


SO= 8, {a=1,--., ql, 


die wir als die Substitutionen erster Stufe bezeichneten. 

Wir gelangen in der Tat zu einem einzelnen Bilde zweiter Stufe von 9,, 
indem wir zuniichst eine Begrenzungslinie von 7 wihlen, S,(l,). Lings 
dieser Begrenzungslinie haben wir dann lineare Substitutionen, welche 
durch die Formel S7*(s,)S, dargestellt werden. Nunmehr hat man auf 
den Bereich S,(®,) irgend eine endliche Kombination dieser Substitutionen 
anzuwenden. Eine solche Kombination nimmt bei der Zusammensetzung 
die Form S7'S,S, an, da die aufeinanderfolgenden Substitutionen S, und 
S-' sich fortheben und ein Produkt aus lauter Substitutionen 8, nach 
unserer Definition eine Substitution S, liefert. Im ganzen bekommen wir 
also fiir die allgemeinste Substitution zweiter Stufe den Ausdruck 


S,S7'S,5, = 8,8, = 8,(S;). 


Es ist jetzt das Hauptgebiet dritter Stufe T® in T zu erkliren. Wir 
erkliren es in folgender Weise. Man betrachte die isoliert liegenden Be- 
grenzungslinien des Hauptgebietes 7. Es sei S®(1,) eine solche Be- 
grenzungslinie. Liings dieser Begrenzungslinie haben wir die linearen Sub- 
stitutionen SO-*s 3°, Diese Substitutionen definieren als Erzeugende 


*) Dieser Bereich ist in Wahrheit eine Zusammenfassung von unendlich vielen 
voneinander getrennten Bereichen, nimlich den Bereichen 7;,). 
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eine Gruppe von Substitutionen, welche wir uns auf den Bereich S(®,) 
angewendet denken. Alsdann erhalten wir eine Erweiterung des Be- 
reiches 7'® in das Innere der betrachteten Begrenzungslinie hinein. Es 
ergibt sich ein Zusatzgebiet dritter Stufe T,,, welches wir durch die Formel 
S®(T,) bezeichnen kénnen. Diese Erweiterungsoperation denken wir uns 
fiir alle isolierten Begrenzungslinien des Bereichs 7) ausgefiihrt. Dann 
erhalten wir das Hauptgebiet dritter Stufe T® in T, namlich 


T® = T® + ST, , 


wobei mit ale die Zusammenfassung aller Zusatzgebiete dritter Stufe 
bezeichnet wird. Unmittelbar mit dem vorhergehenden Begriff gewinnen 
wir nun auch den Begriff der Stiitzelemente dritter Stufe, sowie den Begriff 
der Substitutionen dritter Stufe. Die letzteren lassen sich auf eine und nur 
eine Weise jede in der Form 
SO=— S, 5,8, 
darstellen, wobei «,, a, @, Zahlen aus der Reihe 1, 2, ---, q bedeuten, 
von welchen keine zwei aufeinanderfolgende iibereinstimmen. Ferner er- 
kennt man unmittelbar, daB die Stiitzelemente dritter Stufe untereinander 
isoliert liegen, daB andererseits ihre Hiufungsmenge von den Stiitzele- 
menten zweiter und erster Stufe gebildet wird. 
Es ist klar, wie man jetzt induktiv zum Begriff des Haupigebietes 
n” Stufe T™, der Zusatzflaichenstiicke n*” Stufe, der Stiitzelemente n** Stufe 
und der Substitutionen n* Stufe gelangt. Mav kann setzen 
T =lim T™ 
d. h.: jedes in 7 enthaltene ,-Bild ist von einem gewissen » ab in dem 
Hauptgebiet 7) enthalten. 


Definition des U-Prozesses. Von besonderer Wichtigkeit fiir die Durch- 
fiihrung unserer spiteren Hauptuntersuchung ist nun die folgende Er- 
weiterung des U-Prozesses zum U-ProzeB. 

Der U-ProzeB stellt einen bestimmten Modus dar, um nun nicht 
mehr allein die Gruppe G, sondern eine gewisse sogleich zu definierende 
erweiterte diskontinuierliche Gruppe, die wir mit G bezeichnen wollen, 
gewissermaBen auszuschépfen, ahnlich wie wir durch den U-ProzeB die 


Gruppe G ausgeschépft haben. Wir haben, um den U-ProzeB zu erkliren, 
unsere Aufmerksamkeit noch in besonderer Weise auf diejenigen der Sub- 
stitutionskomplexe s, [«=1,---,q] zu richten, zu welchen ein Grenzkreis 
(nicht nur Grenzpunkt) gehért. Es seien dies die Komplexe 5,, s,,---,s,, 


wobei dann g, <q ist. Wir betrachten nun aufer den Fundamentalsub- 
stitutionen s,, 8,,---, 8, als erzeugende Substitutionen auch noch die 
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q, Transformationen durch reziproke Radien, ausgefiihrt in bezug auf die 
genannten q, Kreise als Direktrixkreise. Wir nennen die aus dem so er- 
weiterten Komplex von Erzeugenden entspringende offenbar ebenfalls dis- 
kontinuierliche Gruppe die Gruppe G, das aus ®, durch Anwendung aller 
Substitutionen der Gruppe G entspringende Gebiet nennen wir das er- 
weiterte Wertegebiet T und bezeichnen es mit 7. 

Wir hatten oben mit S, jede aus dem Substitutionenkomplex s, durch 
Zusammensetzung entspringende Substitution bezeichnet. Jetzt wollen wir 
unter S, in dem Falle «>, einfach wieder nur die Substitutionen S, 
verstehen, jedoch in dem Falle « <q, auber den Substitutionen S, noch 
die Substitutionen S,J, mit Einschlu8 der Substitution J, selbst, wobei 
mit J, die Inversion an dem zu den S, gehérenden Grenzkreise bezeichnet 
sein moge. 

Wenden wir auf 9, alle Substitutionen S, an, so gelangen wir zu 
dem Zusatzgebiete erster Stufe T, in T. Dieses Zusatzgebiet ist mit 7’, iden- 
tisch, wenn « > q, ist, im andern Falle besteht es in Wahrheit aus zwei 
im allgemeinen unendlich-vielfach zusammenhingenden Gebieten, nimlich 
aus dem Gebiete 7, und dem aus 7’, durch Spiegelung an dem a” Grenz- 
kreise entspringenden Gebiete 7). Wir definieren nun die Gebiete 7, T®, ..., 
nimlich die Hauptgebiete erster, zweiter, dritter Stufe usw. in T, genau in 
derselben Weise, wie die entsprechenden Hauptgebiete in 7, nur eben 
mit dem Unterschiede, daB jetzt als Zusatzgebiete jedesmal die Gebiete 
7, --., T, bez. kreisverwandte Transformationen derselben figurieren. Das 
Hauptgebiet n‘* Stufe 7 in T besteht demgemiB aus allen ©,-Bildern, 
welche man aus ®, selbst durch Anwendung der Substitutionen n** Stufe 
von G erhiilt, niimlich der Substitutionen 


Se — Sy, Se, -- + Say 
wobei keine zwei aufeinanderfolgende Indices gleich sein sollen und jeder 
Index eine der Zahl 1, 2, ---, q ist. 


Man bemerkt iiberhaupt sofort, daB in der Tat alle oben fiir die Sub- 
stitutionen ohne Akzent durchgefiihrten Entwicklungen und Begriffsbil- 
dungen sich iibertragen. So bekommt jetzt auch der Begriff der Stiite- 
elemente einen weiteren Umfang. Wir werden die Gesamtheit der Stiitz- 


elemente n‘** Stufe des Gebiets 7 aus den Stiitzelementen erster Stufe 
des Gebiets 7 durch Anwendung der Substitutionen S@- erhalten. Fir 
die erste Stufe fallen die Stiitzelemente von 7 und 7 zusammen. Die 
hier erklirten Hauptgebiete in 7 sind im gewdhnlichen Sinne nicht mehr 
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zusammenhingend, ebensowenig wie das Gebiet 7° selbst, vielmehr besteht 
das Hauptgebiet T sowie das Gebiet T aus unendlich vielen unendlich- 
vielfach zu enhiingenden Gebieten, welche lings der Stiitzkreise (in dem 
weiteren Sinne) erster bis n* Stufe aneinander anstoBen in der Weise, 
daB stets lings eines Stiitzkreises zwei und nur zwei der erwihnten Ge- 
biete aneinanderstoBen. 





§ 6. 
Der Inhalt der Begrenzungsmannigfaltigkeit des Gebietes T. 


Hat man irgend einen unendlich-vielfach zusammenhingenden schlichten 
Bereich B, welcher nur von inneren Punkten gebildet wird und der etwa 
den unendlich fernen Punkt als inneren Punkt enthalten midge, so be- 
zeichnen wir als Grenzpunkt dieses Bereichs B jeden Punkt der Ebene, 
in dessen beliebiger Nihe innere Punkte des Bereichs liegen. Diese Grenz- 
punkte kénunen nun entweder einzeln oder in zusammenhiingenden Kon- 
tinuen geordnet auftreten. Zwei Grenzpunkte sind dabei dann und nur 
dann demselben Grenzkontinuum oder, wie wir auch sagen wollen, der- 
selben Einzelgrenze zuzuweisen, wenn es nicht méglich ist, in der Ebene 
eine ganz im Inneren von B verlaufende geschlossene Linie zu ziehen, 
durch welche die genannten beiden Punkte voneinander getrennt werden. 
Man gelangt zu simtlichen Einzelgrenzen von B, indem man sich diesen 
Bereich durch endlich-vielfach zusammenhingende innere Niherungsbereiche 
B, << B,< B,<.--+ ausgeschépft denkt und nun irgend eine unendliche 
Folge ineinandergeschachtelter Begrenzungslinien dieser Naiherungsbereiche 
wihlt. Jede Einzelgrenze ist, wenn man sich alle iibrigen Einzelgrenzen 
des Bereichs B wegdenkt, die vollstindige Begrenzung eines einfach zu- 
sammenhangenden, nur aus inneren Punkten gebildeten, den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Gebietes. 

Fiir unseren Bereich 7 ergibt sich durch eine Betrachtung, welche 
derjenigen in § 4 der Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“ analog ist, folgendes: 
die Einzelgrenzen des Bereichs 7’ bestehen aus Punkten und aus Kreisen. 
Die Kreise sind identisch mit den Stiitzkreisen des Bereichs 7’ und sind 
selbstverstindlich in abzihlbarer Menge vorhanden. Die diskret liegenden 
Grenzpunkte sind in der Michtigkeit des Kontinuums vorhanden. Unter 
diesen Punkten befindet sich eine abzihlbare Menge ausgezeichneter Punkte, 
niimlich die Menge der oben als Stiitzpunkte des Bereichs 7’ bezeichneten 
Punkte. Die Menge der Stiitzpunkte ist entweder unendlich groB oder sie 
ist tiberhaupt nicht vorhanden. Letzteres tritt dann und nur dann ein, wenn 
jede komponierende Gruppe G, entweder eine eigentliche Grenzkreisgruppe 
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ist, bei welcher sich der Grenzkreis nicht auf einen Punkt reduziert, oder 
eine Gruppe endlicher Ordnung. 


Das Wertegebiet 7 besteht aus abzihlbar unendlich vielen unendlich- 
vielfach zusammenhiangenden Einzelgebieten, die untereinander nicht mehr 
zusammenhiingend sind, sondern vielmehr durch die Stiitzkreise getrennt 
werden. Man kann mit Klein (Ann. 21) von dem Gebiete 7 zum Gebiete 7 
dadurch gelangen, daB man den Bereich 7 an seinen unendlich vielen 
Grenzkreisen spiegelt, darauf die neu gewonnenen Bereiche wieder an den 
neu hinzugekommenen Grenzkreisen spiegelt usw. Man kann dies auch so 
ausdriicken: Der Bereich 7 entsteht aus 7’, indem man auf 7’ die Gruppe 
aller derjenigen Transformationen anwendet, welche durch die unendlich 
vielen Spiegelungen an den Grenzkreisen von 7' als Erzeugende bestimmt 
wird. Diese Erzeugenden sind dabei véllig unabhiingig voneinander bis 
auf die selbstverstiindliche Relation, welche besagt, daB die Wiederholung 
einer und derselben Spiegelung zur Identitit zuriickfiihrt. 

Das Gebiet 7 besteht aus allen denjenigen Punkten der Ebene, welche 
man durch Anwendung der Operationen der im vorigen Paragraphen be- 
trachteten Gruppe G aus dem Fundamentalbereich ®, erhiilt, wobei je- 
doch die etwa vorhandenen parabolischen Eckpunkte von ®, und deren 
Bilder nicht mit als zu 7 gehérig gerechnet werden. Wir unterscheiden 
nun die inneren Punkte des Gebiets 7 und die Grenzkontinuen. Letztere 
zerfallen in Stiitzkreise, Stiitzpunkte und andere Grenzpunkte. Indem man 
zu dem Bereiche 7 die Gesamtheit aller Grenzpunkte hinzunimmt, erhilt 
man die volle Ebene. Ein Punkt der Ebene ist also entweder innerer 
oder Grenzpunkt von 7. 

Wir wollen im folgenden der einheitlichen Ausdrucksweise halber die 
Bezeichnung 7 auch im Falle des Fehlens von Grenzkreisen gebrauchen, 
indem wir in diesem Falle einfach das Gebiet 7 selbst darunter verstehen. 
Analoges gelte von den Bezeichnungen G, 7, usw. 

Indem wir den Bereich 7 bez. den Bereich T als das Ergebnis der 
Ausiibung der Operationen der Gruppe G auf den Bereich ®, auffassen, 
haben wir eine bestimmte Einteilung der Fliche 7 in ,-Bilder vor 
Augen. Das einzelne Bild besitzt einen gewissen Gesamtumfang. Hat nun 
der Bereich keine parabolischen Ecken, so gilt der Satz: Die Summe der 
Quadrate der Umfénge aller den Bereich T erfiillenden ©,- Bilder ist kon- 
vergent. Der Beweis ergibt sich durch Anwendung des Verzerrungsatzes 
fiir lineare Funktionen in derselben Weise wie der entsprechende Satz in 
§ 8 der Abhandlung ,U. d. a. K. IL“ Wir wollen nun mit 


e [«=1, 2,3, ---] 
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die isoliert liegenden Begrenzungslinien des Bereichs 7”), mit uw) den 
Umfang der Linie i) bezeichnen. Dann folgt unmittelbar aus dem vor- 
hergehenden Resultat, daB die Summe der Quadrate der Umfange S(a)* 


eine GréBe ist, welche n Null konvergiert, wenn » unendlich gro8 wird; 
gege g gr ; 
(*) lim S(a)? = 0. 


Zu einer noch schirferen Abschiitzung gelangen wir, wenn wir bemerken, 
daB nach § 5 die beim Uhergange vom Gebiete T*-" zum Gebiete 7 
erforderlichen Zusatzflichenstiicke n** Stufe durch kreisverwandte Trans- 
formationen aus den endlich vielen voneinander verschiedenen Zusatz- 
flichenstiicken erster Stufe hervorgehen. Diese Bemerkung gestattet uns 
nimlich auch auf die Zusatzflichenstiicke jeglicher Stufe den Verzerrungs- 
satz zur Anwendung zu bringen. Dabei ergibt sich wie in § 4 der Ab- 
handlung ,,U. d. a. K. IL“ unmittelbar folgendes: Wenn mit i”) der Ge- 
samtflicheninhalt bezeichnet wird; der von den simtlichen einzelnen 
Begrenzungslinien J umschlossen wird, so gibt es eine von n unabhiingige 
GréBe Q, welche kleiner ist als 1, sodaB 


(+#) M< Qi, M< Qi, M< Qi... 
ist; d.h.: die GréBe i” wird zugleich mit * unendlich klein und zwar 


wie das n® Glied einer konvergenten geometrischen Reihe. Hieraus folgt 
daB auch die oben betrachtete GréBe (i)? wie das n® Glied einer 


geometrischen Reihe unendlich klein wird, da wegen des Verzerrungs- 
satzes die GréBe i) mit dem Flacheninhalt i) des von der Linie / um- 
schlossenen Gebietes in einem Verhiiltnis steht, das zwischen zwei von n 
und @ unabhingig angebbaren endlichen Schranken Q, und Q, liegt. 
(++*) Qui < (iP)? < Quilp 

Eine gewisse Modifikation der Betrachtung ist erforderlich in dem 
Falle, in welchem der Bereich ®, auch parabolische Ecken besitzt. Was 
zunichst die Frage der Konvergenz der Summe der Quadrate der Um- 
finge aller ®,-Bilder anbetrifft, so gelangen wir im vorliegenden Falle zu 
dem betreffenden analogen Satze, wenn wir uns die Fliche ©, durch Ab- 
schneidung der parabolischen Ecken in eine Fliche ®,’ verwandelt denken. 
Dann folgt sofort wieder durch Anwendung des Verzerrungssatzes der 
Satz, daB die Summe der Quadrate der Umfénge aller %,-Bilder konver- 
giert. Betrachten wir nun weiter den Bereich 7 und seine isoliert 
liegenden Begrenzungslinien J. Ich behaupte, daB jetzt ebenso wie im 
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Falle des Fehlens parabolischer Eckpunkte die Relation (+) besteht, und 
daB die Konvergenz gegen den Grenzwert Null wieder mit der Konvergenz 
des n*" Gliedes einer geometrischen Reihe verglichen werden kann. 

Um dies einzusehen, beachte man folgendes. Man kann, da %, den 
unendlich fernen Punkt im Innern enthilt, um jede Begrenzungslinie von 
®, eine ganz im Endlichen und im Innern von ®, verlaufende geschlossene 
Linie H ziehen, welche die betreffende Begrenzungslinie umschlieBt, die 
ibrigen Begrenzungslinien von , jedoch ausschlieBt. Nun entsteht eine 
Linie i*-») aus einer Begrenzungslinie von , vermége einer bestimmten 
Substitution der Gruppe G. Uber diese Transformation laBt sich ferner 
behaupten, daB sie die Linie H in eine ebenfalls im Endlichen verlaufende 
Linie H’ iiberfiihrt, welche die Linie /*-” umschlieBt. Durch die er- 
wihnte Substitution wird gleichzeitig das an /"-» anstoBende, innerhalb 


I*-» liegende Zusatzflichenstiick n™ Stufe aus dem entsprechenden Zu- 
satzflichenstiick erster Stufe gewonnen. Nunmehr kann man in der Tat 
auf Grund des Verzerrungssatzes wieder schlieBen, daB die Relationen (++) 
bestehen. Gleichfalls ist damit wieder die Existenz zweier von m und « 


unabhingigen GréBen Q, und Q, dargetan, von der Art, daB die Relationen 
(+++) bestehen. 


§ 7. 
Ansatz des allgemeinen Unitiitsbeweises. Die Induktionsformel. 


Wir wollen jetzt zunichst unter Ubergehung gewisser hernach in 
§ 8—10 besonders zu erérternder Beweispunkte dartun, daB durch 
Angabe der charakteristischen Signatur einer k. u. V. diese GréBe abge- 
sehen von einer linearen Substitution vollstiindig bestimmt ist. Zu dem 
Zwecke nehmen wir an, dab es zwei derartige GréBen ¢(z, y) und ¢(z, y) 
gebe, welche beide eine und dieselbe charakteristische Signatur besitzen. 
Wir haben dann entsprechend zwei Fundamentalbereiche , und 9,, 
welche als die Abbilder der aufgeschnittenen Riemannschen Fliche F, d. i. 
der Filiiche F, erscheinen. Wir betrachten nun die Abhiingigkeit der 
GréBe ¢ als Funktion von ¢. Von dieser Funktion #(¢) diirfen wir ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit der Untersuchung annehmen, dafB sie sich 
im Unendlichen verhilt wie ¢ + ((0)), wobei mit ((0)) eine fiir t = oo ver- 
schwindende, im Unendlichen reguliire Funktion von ¢ bezeichnet ist. Aus 
dem Bereiche 9, ergibt sich durch Anwendung des U-Prozesses die Folge 
der Gebiete T®, T @,..-, entsprechend fiir ®, die Folge der Gebiete 


T%, T,---. Die Funktion (é) la8t sich nun ohne weiteres durch ana- 
lytische Fortsetzung auch fiir die Bereiche 7, 7, 7, ..-. erkliren, 





— &. 








Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. III. 469 


wobei stets einem durch eine Substitution der Gruppe G aus %, ent- 
stehenden Bildexemplare das durch die entsprechende Substitution der 
Gruppe G aus ®, entspringende Bild von ®, entspricht. Es ist nun aber 
von besonderer Wichtigkeit fiir die Durchfiihrung des Unititsbeweises, 
daB wir die Funktion ¢(¢) gewissermaBen provisorisch auch fiir das Ge- 
biet 7 (sofern Grenzkreise vorhanden sind) erkliren. Ein Gebiet, in 
welchem sie auf dem Wege der eigentlichen analytischen Fortsetzung 
jedenfalls nicht definiert werden kann, da die Grenzkreise des Gebietes T 
‘auf dem hier einzunehmenden Standpunkte als singulire Linien erscheinen, 
lings welchen iiberall Hiiufung von anderen singuliren Linien stattfindet. 
Wir erkliren nun ganz allgemein die Funktion Z(t) fiir das Gebiet 7, 
indem wir jedem durch eine Substitution der Gruppe G aus ®, ent- 
springenden ®,-Bild das durch die entsprechende Substitution der Gruppe 


G aus ®, entstehende Bild von , zuordnen, eine Zuordnung, durch welche 
offenbar iiberhaupt eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung des 


Gebietes 7 auf das Gebiet 7 definiert ist.*) 
Nunmehr wihlen wir in ®, irgend einen Punkt ¢, und behaupten, 


daB man den Wert der Funktion ¢(¢) an der Stelle ¢, in der Form der 
Integralsumme 


a 1 . t(t 
(1) t(t) =t) + | & dt 


«a ha 


darstellen kann, die Summe erstreckt sich iiber alle isolierten Begrenzungs- 
linien des Hauptgebietes n‘* Stufe 7 in 7. Die Zuliissigkeit des durch 
die Formel (1) gegebenen Ansatzes haben wir weiterhin genauer zu be- 
griinden. Jetzt wollen wir vor allem sehen, wie wir aus (1) mit Hilfe der in 
§ 6 erzielten Ergebnisse erkennen kinnen, daB ¢ (#) eine lineare Funktion 
von ¢ ist. Dieser Nachweis wird dadurch gefiihrt, daB wir das Verschwin- 
den des in (1) auftretenden Ausdrucks > beweisen. Denn alsdann ist 


«“ 


t (%) = ty 
d. h. die Funktion ¢(¢) ist identisch gleich ¢, fir alle ¢, die in 9, liegen, 
daher auch iiberhaupt fiir alle ¢ des Wertegebietes 7. Dann aber ist 


klar, daB auch fiir das Wertegebiet 7 die oben nur provisorisch erklirte 
Funktion ¢(#) mit ¢ identisch ist. 


*) Vgl. die Bemerkungen, mit welchen Klein Math. Ann. 21, 8S. 209—211 auf 
den Beweis des Unititssatzes eingeht. 


Mathematische Annalen. LXXII. 31 
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Um den Nachweis des Verschwindens der GréBe > zu fiihren, be- 


merken wir, daB (sofern iiberhaupt der Ansatz berechtigt ist), jedenfalls 
der Wert der Summe > von » unabhiingig sein muB, da ja die Werte 


E(t.) und f, von m unabhiingig sind. Fiir die GréBe 5 ergibt sich nach 


einem von uns in,,U. d. a. K. IL“ zur Anwendung gebrachten Abschiitzungs- 


verfahren ile 
S< Se cg Tere 
< (Sie + Se”) < HQ + G7). 


Hierbei ist mit d der kleinste Abstand des Punktes ¢, von der Begrenzung 
des Bereichs ®, bezeichnet, sodaB in der Tat |t—t,| >d ist. Ferner ist 


mit d\” die Schwankung der Funktion ¢(¢) auf der Linie i” bezeichnet, 
d. h. das Maximum der GriBe |7(t’) —#(¢”)|, wenn mit ¢’ und ¢” irgend 
zwei Stellen auf der Linie /” bezeichnet werden. Ferner ist mit @” der 
Umfang der Linie 7", mit «{ der Umfang der korrespondierenden Linie 
I bezeichnet, mit @* und w*" das Quadrat der GréBe a bez. der 
GréBe u. SchlieBlich haben i) und Q, die in § 6 angegebene Bedeutung, 
i” und Q, die analoge Bedeutung im Gebiete der GréBe 7. Aus der ge- 
fundenen Abschitzung ergibt sich, da man » beliebig groB wihlen kann, 
d. h. ein Hauptgebiet beliebig hoher Stufe als Grundlage fiir die Abschatzung 
wihlen kann, wobei dann nach dem Inhaltstheorem des § 6 die GréBen 
i” und i” unter jede Grenze herabsinken miissen, folgendes: Die GréBe 


> hat einen Wert, dessen absoluter Betrag unter jeder noch so kleinen 








GréBe liegt, d. h. diese GréBe hat den Wert null. 

Die Formel (1) bedeutet die Anwendung des Cauchyschen Integral- 
satzes nicht nur auf ein unendlich-vielfach zusammenhiingendes Gebiet, 
sondern sogar auf ein aus unendlich vielen, nicht mehr eigentlich zusam- 
menhingenden, unendlich-vielfach zusammenhingenden Bereichen gebildetes 
Gebiet. Besonders beachtenswert in der Formel (1) ist, daB die Integrale 
nur tiber die isolierten Begrenzungslinien erstreckt sind, daB also die 


Stiitzelemente, insbesondere die Stiitzkreise in der Integralsumme > nicht 


vorkommen. Um die Berechtigung des Ansatzes der Formel (1) zu be- 
weisen, werden wir naturgemiB davon auszugehen haben, daB man un- 
mittelbar berechtigt ist den Cauchyschen Integralsatz auf das Gebiet 
anzuwenden. Dementsprechend erhalt man 
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wobei mit K etwa ein sehr groBer Kreis um den Nullpunkt als Mittel- 
punkt bezeichnet ist, wiahrend die iibrigen Integrale die endlich vielen 
iiber die q Begrenzungslinien 1, von ®, zu erstreckenden Integrale be- 
deuten. Beachtet man, daB die Funktion ¢(¢) nach S. 468 sich im Unend- 


lichen verhilt wie ¢ + ((0)), so ergibt sich fiir das Integral f der Wert ¢,. 
x 


Man hat jetzt die Entstehung der Gebiete 7“, 7, ..- aus ®, in Betracht 


gu ziehen. Fiir diese Entstehung gemiB dem U-ProzeB ist die fortgesetzte 

Anfiigung der, allgemein zu reden, unendlich-vielfach zusammenhingenden 
Zusatzflichenstiicke charakteristisch. Wir werden dementsprechend den 
Nachweis der Berechtigung des Ansatzes (1) durch Induktion liefern, indem 
wir beweisen, daB 


(2) 2 io a-Si, ©) at 


P i 1) 


ist, wobei die letztere Summe tiber die saimtlichen isolierten Begrenzungs- 
linien des Gebietes 7-» erstreckt wird. In der Tat kann man ja in 
einer absolut konvergenten Summe die Terme beliebig umordnen, sie sogar 
in beliebiger Weise zu unendlichen Partialsummen vereinigen. Wir fihren 
diese Anordnung zu Partialsummen der zu beweisenden Formel (2) ent- 
sprechend in der Weise aus, daf wir immer alle diejenigen Terme der Summe 
> wm einer Partialsumme >” vereinigen, welche einem und demselben 


“a 


Zusatzflichenstiick n“* Stufe angehéren und folglich tiber Linien erstreckt 


sind, die von einer und derselben isolierten Begrenzungslinie 7{"~” um- 
schlossen werden. Wir beweisen, daB die einzelne Partialsumme durch 


das eine Integral iiber die betreffende umschlieBende Linie i "-) ersetzt 
werden kann, d. h. die Formel 


(3) > Fo. ad a dt, 
hy 


-1 
iy" ) 


welche wir als die Induktionsformel bezeichnen wollen. 

Auf der Linie /{"~” sind gewisse lineare Substitutionen erklirt, welche 
bei Hinzunahme der Spiegelung an dem zu diesen Substitutionen eventuell 
gehérenden, von der Linie /{*~" umschlossenen Grenzkreise KS” eine 

31* 
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Gruppe GS"~” erzeugen, die ihrerseits, angewandt auf den Bereich 0)3~” 


(d. i. das von = von innen begrenzte ,-Bild), das an /{"~" anstoBende 
Zusatzflichenstiick n‘* Stufe liefert. 


§ 8. 
Begriindung der Induktionsformel in den Grenzpunktfillen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen die Induktionsformel (3) zunichst 


fiir den Fall beweisen, daB die Gruppe Gy” entweder endlich ist oder, 
sofern sie unendlich ist, jedenfalls keine Gruppe mit einem eigentlichen 


Grenzkreise ist. Ist G{"~" eine endliche Gruppe, so bedarf die Induktions- 
formel keiner niheren Begriindung, da es sich dann nur um die An- 
wendung des Cauchyschen Integralsatzes auf einen endlich-vielfach zusam- 
menhingenden Bereich handelt. In den andern Fallen besteht das Prinzip 


(n—1) 
3 


des Beweises in folgendem. Man kann das von der Linie /, umschlossene 


Gebiet der Ebene durch eine in dem an  . anstoBenden Zusatzflichen- 
stiick n‘** Stufe verlaufende, eventuell an parabolische Ecken anstoBende 
Linie A beliebig kleinen Umfangs so in zwei Teile zerlegen, daB in dem 
von /{*~” und A begrenzten Gebiete nur endlichviele Begrenzungslinien 
des Zusatzfliichenstiicks liegen. Dieser Umstand bewirkt, daB man die 
Summe der Integrale tiber jene endlich vielen Linien ersetzen kann durch 
das Integral iiber 7S*~”, vermindert um das Integral tiber A. Das letztere 
Integral ist aber eine GréBe, welche zugleich mit dem Umfang von A 
unendlich klein wird. Denn es bleibt bei der Integralerstreckung jedenfalls 


# unter einer endlichen Schranke g, da die GréBe ¢ geometrisch repriisen- 
tiert wird durch Punkte des von e-* eingeschlossenen Gebietes der 
t-Ebene. Man hat also, wenn 1 die Linge der Linie A ist 

* t(t) ig 
/ t—t, at} < ed 


und folglich 
lim (—0, 
4=% 
4 
woraus nun in der Tat die Richtigkeit der Induktionsformel folgt. 
Es handelt sich demnach nur noch um die Angabe der Linie A in 
jedem einzelnen Grenzpunktfalle. 
Fassen wir zuerst den Fall eines parabolischen Einschnitts ins Auge. 
In der #Ebene und ¢-Ebene haben wir dann als Linie i--* bez. i¢-* 
je ein parabolisches Zweieck zu betrachten. Man kann die betreffenden 
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parabolischen Substitutionen am einfachsten vorstellen, indem man sich 
zwei im parabolischen Eckpunkte sich beriihrende Kreise denkt, deren 
Peripherien durch die parabolischen Substitutionen ineinander tbergefiihrt 
werden. Indem man die durch die parabolische Substitution als Erzeugende 
definierte Gruppe ausiibt, erhilt man unendlich viele weitere beritihrende 
Kreise, die alle derselben Kreisschar angehéren und schlieBlich unendlich 


klein werden. Wenn wir in dem 8. 472 erkliarten Bereich oy,” die beiden 
erstgenannten Kreise an Stelle des noch nicht kreisférmig normierten 
parabolischen Zweiecks setzen, kann es vorkommen, daB die andern Be- 
grenzungslinien dieses Bereichs getroffen werden. In diesem Falle kénnen 
wir gleichwohl wenigstens in den beiden an dem parabolischen Fixpunkt 
anstoBenden Zipfeln die kreisférmige Normierung vornehmen, den tibrigen 
Teil der Begrenzung des parabolischen Zweiecks jedoch willkiirlich lassen. 
Es ist niitzlich sich diese Anderung auf der Riemannschen Fliche F zu 
iiberlegen. Man beachte dazu, daB die Funktion ¢(z, y) in den Endpunkten 
des parabolischen Einschnitts sich darstellen liBt als eine lineare Funktion 
von einer Funktion, die ihrerseits an jenen relativen Verzweigungspunkten 
unendlich wird, wie der Logarithmus plus einer reguliiren Funktion. Sucht 
man demnach das Bild der abgeinderten Zweiecksbegrenzung auf F’ auf, 
so erhilt man einen Einschnitt, welcher mit je einem reguliren Stiick und 
wohlbestimmter Tangente in jeden seiner beiden Endpunkte einliuft. Von 
dem Bild des abgeinderten Einschnitts in der ¢-Ebene wird man sagen 
kénnen, daB die beiden Seiten des betr. Zweiecks im parabolischen Eck- 
punkte als regulire Linienstiicke mit bestimmter Tangentenrichtung ein- 
laufen. Diese Tangentenrichtung stimmt iiberein mit der Richtung der 
gemeinschaftlichen Tangente der zu der betreffenden parabolischen Sub- 
stitution in der ¢-Ebene gehérenden Schar von Niveaukreisen. Nachdem 
wir in der geschilderten Weise eine Abiinderung der Begrenzung der ¢- 
und ¢-Ebene vorgenommen haben, ist es nun leicht, die Linie A anzugeben. 
Man bezeichne zu dem Zwecke die beiden Seiten des parabolischen Zwei- 
ecks der Ebene mit s, und s_,. Die beiden einander zugeordneten kreis- 
férmigen Stiicke von s, und s, mégen mit s,’ und s’, bezeichnet werden, 
die andern nicht kreisbogenférmigen Stiicke mit s,” und s”,. Wendet man 
jetzt die durch die parabolische Substitution S definierte Gruppe auf die 
genannten Linien an, so ergeben sich entsprechend den Substitutionen 
S* und S~* die Linien s,, s_,, s,’, s,, 8,", s/,, und man bemerkt sofort, 
daB s,+s_, oder, was dasselbe ist, s,’+ s',+ 8,” +s", als Linie A be- 
nutzt werden kann; denn es sind offenbar s,’ und s/, Linien, deren Linge 


gesetzt werden kann < t, wobei mit y eine von x unabhingige GréBe 


7 


bezeichnet werden kann, wihrend s,” und s”, Linien sind, deren Linge 
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kleiner als 5 gesetzt werden kann, wenn mit 0 ebenfalls eine von x un- 


abhiingige GréBe bezeichnet wird. Man erkennt die Richtigkeit dieser Be- 
hauptungen unmittelbar, wenn man beachtet, daB die parabolische Substitu- 
tion durch eine Transformation mittels reziproker Radien in eine euklidische 
Parallelverschiebung verwandelt werden kann. 

Wir wollen nunmehr im Fall eines isolierten Riickkehrschnittes die 
Linie A aufzeigen. Diesem Falle entsprechend haben wir in der t-Ebene 
zwei einander durch eine lineare Substitution S mit zwei getrennten Fix- 
punkten zugeordnete Randkurven des Bereichs , (Schottkyscher Typus). 
Die beiden Fixpunkte werden je von einer der genannten beiden Rand- 
kurven umschlossen. Bezeichnen wir die beiden einander zugeordneten 
Randkurven mit s, und s_,, sodaB8 durch die Substitution S die Linie a. 
in s, tibergefiihrt wird; dann wird durch die Substitutionen S* und S-*, 
Ss, bez. s_, in eine Linie s, bez. s_, transformiert, von welchen s, den 


ersten, s_, den zweiten Fixpunkt umschlieBt. Die Linge von s, und s_, 


ist eine GréBe, welche zugleich mit a unendlich klein wird und zwar in 


der Weise, daB diese Liinge kleiner bleibt als eine GréBe yq’, unter y 
und q zwei von x unabhiingige GréBen verstanden, von welchen q kleiner 
als 1 ist. Die Linien s, und s_, eignen sich daher als Linien A. 
Betrachten wir weiter den Fall eines isoliert liegenden Riickkehr- 
schnittpaares ohne Kennziffer. In diesem Falle haben wir in der ¢-Ebene 
und entsprechend in der 7-Ebene als Linie /}"~” bez. 7{'~” je eine aus 
vier Seiten bestehende Begrenzungslinie, deren je zwei gegeniiber liegende 
Seiten durch eine parabolische Substitution verkniipft sind. Die beiden 
parabolischen Substitutionen haben einen gemeinschaftlichen Fixpunkt, 
welcher innerhalb der erwihnten Begrenzungslinien liegt. Durch eine 
Transformation mittels reziproker Radien kénnen wir den parabolischen 
Fixpunkt ins Unendliche bringen und erhalten dadurch ein parallelogramm- 
artiges Viereck, dessen je zwei gegeniiberliegende Seiten durch eine euklidische 
Parallelverschiebung aufeinander bezogen sind. Sind etwa S,’ und 8,’ diese 
beiden Parallelverschiebungen, so kénnen wir diejenige Linie (A) be- 
trachten, welche die Gesamtheit der durch die Substitutionen S/* S)* 
[4,, 4,<%] aus dem Grundviereck hervorgehenden weiteren Vierecke nach 
auBen begrenzt. Diese Linie hat eine Linge, welche mit x proportional 
ist. Die in der Originalebene (A) korrespondierende Linie hat eine Lange, 


welche kleiner als + ist, wobei mit y eine passend zu wiihlende von x 


unabhiingige GréBe bezeichnet ist. Diese Linie kann daher als Linie A 
genommen werden. 
Hiermit ist nun die Existenz der Linie A in allen Grenzpunktfillen 
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dargetan, wenn man beachtet, daB man von allen weiteren hier noch zu unter- 
suchenden Fiillen von Gruppen Gy” stets entweder zum parabolischen 
Zweieck oder zum Schottkyschen Typus oder zum Parallelogrammtypus 


gelangen kann, indem man zu einer Untergruppe von endlichem Index 
iibergeht. 


g 9. 


Begriindung der Induktionsformel im Grenzkreisfalle, wenn keine 
parabolischen Ecken vorkommen. 


Gehen wir nunmehr dazu iiber, die Induktionsformel 8. 471 in dem 
Falle darzutun, in welchem die Gruppe G;"~” eine Gruppe mit einem 
Grenzkreis KS ist, welcher dann von der Linie ee umschlossen wird. 
Wir schlieBen in diesem Paragraphen das Vorkommen parabolischer Ecken 
auf 1}"~” aus, was zur Folge hat, daB diese Linie nicht an den Kreis K;° 
heranreicht. 

Wir konstruieren mit K{") konzentrisch einen gréBeren Kreis K und 
einen kleineren Kreis K’, sodaB K und K’ in bezug auf KS? Spiegel- 
bilder voneinander sind. Wir haben die Absicht hernach einen Grenz- 
iibergang auszufiihren, bei welchem der Kreis K und entsprechend K’ 
gegen K‘" konvergiert, indem wir die Differenz 9 der Radien des Kreises K 
und des Kreises K;” unendlich klein werden lassen. Stellen wir uns @ 
von vornherein so klein vor, dab der Kreis K ganz innerhalb i-» liegt. 
Wir kéunen die Gesamtheit derjenigen, unserem betrachteten von * 
umschlossenen Zusatzflichenstiick n'* Stufe Z{") angehdrenden ,-Bilder 
aufsuchen, welche entweder vollstindig in dem von /{"~” und K begrenzten 
zweifach-zusammenhingenden Gebiete der Ebene oder in dem von K’ 
umschlossenen Gebiete der Ebene liegen, die Anzahl dieser ®,-Bilder ist 
jedenfalls endlich. Fiir die zwischen /{"~" und K befindlichen ,-Bilder 
wird sich eine K benachbart verlaufende, K umschlieBende einfach ge- 
schlossene Linie A als innere abschlieBende Kontur ergeben, entsprechend 
fiir die von K’ umschlossenen Exemplare eine Linie A’ als iiuBere ab- 
schlieBende Kontur. A und A’ sind offenbar in bezug auf den Kreis K;” 
spiegelbildlich symmetrisch verlaufende Linien. Die Linien A und A’ zer- 
fallen ihrer Entstehung entsprechend je in eine endliche Anzahl » von 
Seiten, deren einzelne sich als Bild einer Seite von ain darstellt. Man 
erkennt unmittelbar, daB die Zahl yv beliebig groB werden wird, wenn 9 
kleiner und kleiner gewihlt wird. Wichtig ist es nun vor allem zu bemerken, 
daB die Linge 4 der Linie A und folglich auch die Liinge 2’ der Linie A’ 
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unterhalb einer angebbaren endlichen oberen Schranke g4 bleibt, wenn 9 
kleiner und kleiner wird. Wir werden dies weiter unten begriinden. Zuvor 
wollen wir noch die weiteren dem spiiter folgenden Beweise als Grund- 
lage dienenden GréBenabschitzungen nennen. 

Kine einzelne der v Seiten von A bez. deren Linge mége mit 1, bezeich- 
net werden, wobei dann a eine als Index zu denkende Ziffer ist, welche 
alle ganzen Zahlen von 1 bis w durchliuft. Die Seite 1, besitzt zwei 
Endpunkte P, und P,,,. Die Punkte P, bezeichnen wir auch als die 
Eckpunkte des polygonalen Zuges A. Wir denken uns jetzt die in bezug auf 
den Kreis KS’ spiegelbildlich symmetrischen Punkte P; und Pj,, auf- 
gesucht und die geradlinigen Strecken P, P,’ und P,,, P/,, konstruiert. 
Diese Verbindungsstrecken bez. deren Lingen mégen mit uw, und u,,, 
bezeichnet werden. Die Linien mw, und w,,, schneiden offenbar den 


Kreis K{" orthogonal. Wir heben dann die Tatsache hervor, daB die 


Summe der Lingen > be eine GréBe ist, fiir welche man unabhingig 


a=1 

von g, d. h. wie klein auch og gewihlt sein mag, eine endliche obere 
Schranke g, angeben kann. Wir werden niimlich sehen, daB die Gribe 
A,:u, eime von der Wahl von @ und von a unabhiingige endliche obere 
Schranke g' nicht tiberschreiten und eine endliche von Null verschiedene 
untere Schranke g” nicht unterschreiten kann. Dasselbe gilt von dem Ver- 
hiltnis 1,:@, also auch von dem Verhdilinis u,:@. SchlieBlich haben wir 
noch zu erwihnen, daB die Schwankung d, und d; der Funktion ¢ (¢) auf den 
Linien 2, und 4; zugleich mit @ unendlich klein wird, sodaB man unab- 
hingig von @ setzen kann d, < ¢(g) und d; < «(g), unter ¢(g) eine Funk- 
tion von @ allein verstanden, die zugleich mit @ unendlich klein wird. 
Ebenfalls kénnen wir behaupten, dab die Differenz |¢(t,) —¢(f,)|, wenn 
t, und ¢, irgendwie auf 1, oder 4; gewahlt werden, unterhalb einer nur 
von g abhingenden, von a, ¢,, ¢, unabhiingigen Grdfe y(o) bleibt, die za- 
gleich mit g unendlich klein wird. 

Die Existenz der GréBen «(@) und (9) ergibt sich sehr einfach aus 
der Bemerkung, daB die den Linien A und A’ in der ¢-Ebene vermége 
der gedachten konformen Abbildung entsprechenden Linien A und A’ eben- 
falls gleichmiBig, d. h. mit allen ihren Punkten gegen einen und denselben 
Grenzkreis K, }” konvergieren, wenn 9 gegen null und entsprechend die 
Linien A und A’ gegen den Kreis K,”") konvergieren. Es gilt nun der 
folgende elementare 


1. Satz: Es sei o = “27° irgend eine lineare Substitution, durch 
yz+a 


deren Vermittelung das Innere des Einheitskreises in sich transformiert 
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wird, wobei der Nullpunkt in einen Punkt mit der Entfernung 6 vom 
Einheitskreise tibergehen mége. Es sei r <1 der Radius fiir eine Kreis- 
fliche K, innerhalb des Einheitskreises und konzentrisch mit letzterem. 


Alsdann hat die GréBe FA fiir alle Punkte der Kreisfliiche K, einen 


Wert, welcher zu dem Werte | _)it einem zwischen endlichen, von 
der Wahl der linearen Funktion unabhingigen, nur von r abhingenden 


Schranken g, und g, liegenden Verhiltnis steht, also 





dz | |dz'| 
IuS aa | rT 7s eno < 903 
(soweit entspricht die Aussage dem Inhalt unseres Verzerrungssatzes fiir 
lineare Funktionen.) Ferner bleibt das Verhiltnis rd 3 é fiir alle Punkte z 


in K, zwischen zwei endlichen Schranken g,’ und g,, welche nur von 
r abhaingen, jedoch nicht von é und nicht von der Wahl der linearen 
Funktion. Insbesondere hat der Kleinheitsgrad von d keinen EinfluB auf 
die Schranken g,’ und g,; 

9. <|F|28<a 

Dem vorstehenden rechnerisch leicht zu bestitigenden Satze stellen 
wir zweckmiBig folgenden rein geometrisch formulierten, obigem Satze in- 
haltlich wesentlich gleichwertigen Satz an die Seite, bei welchem wir 
sogleich an Stelle des Einheitskreises irgend einen Kreis mit dem Radius 
R>-r treten lassen. 

2. Satz: Wird der Kreis Kz mit dem Radius R durch eine lineare 
Substitution derart in sich transformiert, daB dem Mittelpunkte M der 
Punkt P entspricht, so wird das Bild des Kreises K, (mit dem Radius 
r< R und dem Mittelpunkte M) ein Kreis K,’, welcher selbstverstiindlich 
den Punkt P umschlieBt und innerhalb Kp liegt, auBerdem jedoch die 
Kigenschaft besitzt, daB das Verhiiltnis seines Durchmessers zu seinem 
Abstande von der Peripherie des Kreises Kp eine GréBe ist, welche 


zwischen endlichen nur von dem Verhiltnis x nicht jedoch von dem 
Punkte P abhiingenden Schranken bleibt. 

Der Satz ergibt sich aus der Bemerkung, daB die Doppelverhiltnis- 
invariante der beiden Kreise K, und Kp, d. i. das Doppelverhiltnis der 
vier Schnittpunkte, welche eine Gerade durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt bestimmt, gleich der Doppelverhiltnisinvariante der beiden 
Kreise K,’ und Kz ist, d. i. gleich dem Doppelverhiiltnis der vier Schnitt- 
punkte, welche eine Gerade durch die beiden Mittelpunkte auf diesen 
Kreisen bestimmt. Dieses Doppelverhiltnis geht in der Grenze, wenn das 
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Verhiltnis MP: R gegen 1 konvergiert, wesentlich in den oben erwihnten 
Wert des Verhiltnisses ,,.Durchmesser des Kreises K,’ durch Abstand dieses 
Kreises von dem Kreise Kp,“ tiber. 

Durch den letzteren Satz wird unmittelbar die Tatsache klar gestellt, 
daB alle an die Linien A und A’ anstoBenden ,-Bilder eine lineare GréBe 
haben, welche zur GréBe o in einem endlichen Verhiiltnis steht, das seiner 
GréBe nach unabhingig von @ und von der besonderen Wahl des ,-Bildes 
nach oben und unten abgeschiitzt werden kann. 

Um nun die Existenz der oben 8S. 476 genannten Schranken g4 usw. 
nachzuweisen, haben wir vor allem die Existenz der erstgenannten Schranke 
ga 7 beweisen. Die Existenz der anderen genannten Schranken folgt dann 
unmittelbar durch Anwendung der beiden oben erwihnten Hilfssiitze. 

Die Existenz der GréBe g, selbst ist wesentlich auch eine Folge jener 
Hilfssiitze in Verbindung mit einem weiteren Hilfssatze, welcher eine Lagen- 
eigentiimlichkeit der an die Linien A anstoBenden %,-Bilder zum Ausdruck 
bringt. Denkt man sich die genannten ,-Bilder auf den Kreis K }” ortho- 
gonal projiziert, so entspricht jedem der genannten ®,-Bilder eine bestimmte 
Strecke auf Kj"), welche man die auf den Orthogonalkreis K{") bezogene 
Breite dieses ®,-Bildes nennen kann. Der neue Hilfssatz besagt dann, daB 
es eine von @ unabhingige endliche positive ganze Zahl N gibt, sodab 
kein Punkt des Orthogonalkreises von mehr als N der genannten Streclen 
bedeckt wird. Zur Begriindung des hiermit ausgesprochenen Satzes geniigt 
es darauf hinzuweisen, daB die an A anstoBenden ,-Bilder, wie schon 
erwahnt, alle eine lineare GréSenausdehnung sowie Abstand von KS” be- 
sitzen, welche zu g in einem zwischen bestimmten endlichen Schranken 
liegenden Verhiiltnis bleiben. 

Aus der Existenz der Zahl N ergibt sich nun, daB die Linge der 
Linie A und der Linie A’ zu der Linge des Kreises KS” in einem Ver- 
hiltnis steht, welches zwischen endlichen von g nicht unabhingenden 
Schranken liegt. Die damit bewiesene Existenz der GréBe g, zieht nun 
unmittelbar auch die Existenz der GréBe g, nach sich, da aus dem Satze 2 
folgt, daB 4, und w, in einem Verhiiltnis zueinander stehen, welches 
zwischen endlichen von g und a@ unabhiingigen Grenzen liegt. 

Nach den nunmehr vollendeten Vorbereitungen wird uns verhiiltnis- 
maBig leicht der Nachweis der Induktionsformel gelingen. Wir schlieBen 
zu dem Zwecke von dem durch /{"~" umschlossenen Zusatzflichenstiick 
n‘* Stufe ZS" zuniichst das zwischen den beiden in bezug auf den Stiitz- 
kreis KS” spiegelbildlich symmetrisch liegenden Linien A und A’ ent- 
haltene Stiick aus. Der von A’ umschlossene Teil des betrachteten Zusatz- 
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flichenstiicks ist ebenso wie der durch A nach innen hin abgegrenzte und 
von /"~” nach auBen abgegrenzte Teil dieses Flichenstiicks endlich-viel- 
fach zusammenhiingend. Es befinden sich demnach nur endlich viele der 
Linien /{" in den’ genannten Flichenteilen. Das tiber simtliche Begrenzungs- 
linien des ersten Filichenteils erstreckte Integral ist jedenfalls null, weil 
#0) 





der Integrand ; in diesem Gebiete regular ist. Wir haben also, wenn 
ty 


wir den fir liemes Flachenstiick in Betracht kommenden Teil der Summe 
> nit Sd” bezeichnen, die Formel 


27 J (O- at 


wenn wir fiir alle Integrationen tiber die Linien i” und A’, sowie weiter- 
hin auch tiber A den positiven Umlaufsinn der Ebene zugrunde legen. 


Bezeichnen wir weiter denjenigen Teil der Summe >’, welcher auf das 


Stiick auBerhalb A entfallt mit a so haben wir 


# “4 -f 


io 1) A 
Demnach wird 
2t2-f lf) 


Also bleibt zur Gewinnung der Induktionsformel nur zu zeigen, dab 


im( ff) 0 


eos 


ist. Zu dem Zwecke miissen wir auf die einzelnen Strecken 2, und 4,’ 
zuriickgehen, aus welchen die Linien A und A’ zusammengesetzt sind. 


Wir haben f fh 5 if “f) | 


Wir bezeichnen nun mit 7, irgend einen auf 4, oder 2,’ von der Funk- 
tion #(¢) angenommenen Wert; dann ist |¢(t)—7,| auf 4, und 1,’ eine 
GréBe, deren Wert unterhalb der S. 476 angefiihrten GréBe y(@) liegt. Es 
wird demnach 


Jan at — fs, at i 








ee —E —— 
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wobei nun, wenn mit A, das letzte Integral bezeichnet wird, 


N(@)4q 
|4,| ae d- 


ist. Hieraus folgt 


Ded <P De < 10g, a 
lim (>'4.) =0, 


da g, eine von g unabhiingige endliche GréBe ist und y(@) zugleich mit 
e@ unendlich klein wird. 
In derselben Weise ergibt sich fiir das Integral iiber 1, 


im (a) = 0 


e=0 


also 


daraus folgt nun, daB der zu untersuchende Wert 


tin LCS — 1 


“a 


gleich ist dem Wert 


> ARS t— fi2). 


4 
a 


Man erkennt nun das Verschwinden des letzteren Wertes dadurch, 


daB man zu jedem Term der Summe S noch zwei weitere Integrale 


hinzunimmt, niimlich die Integrale iiber die Linien w, und w,,, und zwar 
in der Weise, das im ganzen eine Integration iiber das Viereck P, P,,,, 


P, P41 in positivem Sinne zu Stande kommt, wobei als Integrand lings 


den Linien w, und w,,, wieder die GréBe <=; gesetzt wird. Es wird 


demnach jedem derartigen Viereck der Wert +, als durchschnittlicher 
t-Wert zugeordnet. Nachdem wir diese Hinzufiigung gemacht haben, er- 
halten wir bei der —s tiber das einzelne Viereck jedesmal null, 


daher dann auch die Summe > iiber alle Vierecke, also auch lim > iiber 
e=0 4 


alle Vierecke gleich Null led. 

Allerdings haben wir nunmehr noch zu priifen, ob die iiber die 
Linien uw erstreckten hinzugefiigten Integrale eine GréBe darstellen, welche, 
wenn auch nicht selbst, so doch in der Grenze g = 0 verschwinden. Dazu 
beachten wir daB die Differenz der Gréfen +, und 7,,, eine GrdBe ist, 
welche unabhingig von a unendlich klein wird, wenn @ unendlich klein 
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wird. Dieser Satz versteht sich fast von selbst; denn ebenso wie wir oben 
konstatierten, daB die Schwankung der Funktion ¢(¢) lings der Linie 4, 
unterhalb der GréBe 4(@) liegt, erkennen wir auch, daB die Schwankung auf 
den Linien (4,+4,,,) unterhalb einer derartigen GréBe bleibt, niimlich 
unterhalb 2(9). Nun findet sich unter den hinzugefiigten, tiber die Linien u 
erstreckten Integralen jeder Integrationsweg u, zweimal und zwar mit 
entgegengesetztem Durchlaufungssinn vor. Der Integrand hat das eine Mal 
den Wert t,, das andere Mal den Wert 7 


a+1° 
Hieraus flieBt nun fiir die Summe > { , wie wir sie kurz bezeichnen 


a@ Ms 


wollen, die Abschitzung 


> ff < ao) > n.< oat) 9. 
. x : 


D. h. es ist 





tim > f= dt =0. 


Damit ist aber der Beweis der Induktionsformel fiir den in diesem Para- 
graphen betrachteten Fall geliefert. 


§ 10. 


Begriindung der Induktionsformel im Grenzkreisfalle, wenn para- 
bolische Ecken vorkommen. 


Wir haben jetzt noch, um den Unitiitsbeweis zum AbschluB zu bringen, 
den Nachweis der Induktionsformel fiir den Fall zu liefern, daB die Linie 


i!"~» in einem oder mehreren parabolischen Eckpunkten an den zugehérenden 


Grenzkreis K;” anstéBt. Es ist in diesem Falle zweckmibig, die Linie 
i"-» und damit zugleich das Erzeugendensystem der Gruppe _ in be- 
stimmter Weise abzuiindern, indem man nicht wie bei einem gewéhn- 
lichen kanonischen Normalsystem den Kreuzungspunkt 0 der Riickkehr- 
schnittpaare, von welchem auch die Einschnitte nach den relativen Ver- 
zweigungspunkten gezogen sind, als einen willkiirlichen Punkt auf F’ wahlt, 
sondern mit einem der jetzt voraussetzungsmiBig vorhandenen relativen 
Windungspunkte unendlich hoher Ordnung zusammenfallen lift, welche 
dem der Linie . auf der Riemannschen Fliche F entsprechenden 
kanonischen Normalsystem angehéren. Das ist nach S. 458—459 ohne 
weiteres méglich und in der Weise, daB dabei die tibrigen Begrenzungslinien 
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des von auBen an /{'~” anstoBenden ,-Bildes, 437”, von der Anderung 
nicht mitbetroffen werden. 

Wir wollen uns die Wirkung einer solchen Abanderung in der Auf- 
fassung der betrachteten Grenzkreisgruppe iin iiberlegen, indem wir 
ganz unabhingig von dem Umstande, dab unsere Gruppe hier als Glied 
in einem anderen Vorstellungskomplex erscheint, tiberhaupt eine primitive 
kanonische uniformisierende Variable f*(x*, y*) der Riemannschen Filiche 
F* mit Grenzkreisgruppe und mit relativen Verzweigungspunkten be- 
trachten, unter welchen sich auch mindestens e’1er von unendlich hoher 
Ordnung befinden soll. 

Wir wiihlen fiir diese Betrachtung einen der relativen Windungs- 
punkte unendlich hoher Ordnung, den wir etwa 0* nennen wollen, in der 
erwihnten Weise als Kreuzungspunkt fiir die Riickkehrschnittpaare und 
Ausgangspunkt fir die Einschnitte nach den weiteren relativen Windungs- 
punkten. Die zur GréBe ¢* gehérende Gruppe G* wird aus 2p* + n*—1 
Erzeugenden bestehen, wenn p* das Geschlecht der Fliche F* und n* 
die Anzahl der relativen Windungspunkte der Funktion ¢*(z*, y*) ist. 
Diese Erzeugenden sind voneinander villig unabhiingig, und es bestehea 
keine weiteren Relationen als diejenigen, welche besagen, dab die GriBe ¢* 
sich bei wiederholter Umlaufung eines der etwa vorhandenen relativen 
Windungspunkte endlicher Ordnung nach so und soviel Umliufen repro- 
duzieren soll. D. h. es besteht fiir die lings jedes Einschnitts nach einem 
solchen relativen Windungspunkte erklirte lineare Substitution S* eine 
Relation der Form (S*)*= EE. Jede andere Relation zwischen irgend 
welchen Substitutionen der Gruppe G* wird eine formale Folge allein 
dieser Grundrelationen. Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptungen, 
wenn man die Art und Weise beriicksichtigt, nach welcher die zu ¢* 
gehérende, einfach zusammenhingende Uberlagerungsfliche F* gebildet 
werden kann, bei Zugrundelegung des gewihlten kanonischen Normal- 
systems auf F*. Wir deuten diese Konstruktion, welche ganz analog 
der Konstruktion der Fliche ;7, 5S. 204 der Abhandlung ,,U. a. d. K. 1“ 
vor sich geht, hier kurz an, weil wir in der Folge noch darauf Bezug 
nehmen werden. 

Man gehe aus von der durch das erwihnte kanonische Normalsystem 
zu einer einfach zusammenhingenden Fliche F,* aufgeschnittenen Fliche F* 
und hefte an jede der 2p* Riickkehrschnittseiten der Begrenzung von F,* 
je ein Neuexemplar F,* an. Ebenfalls hefte man an jede Seite der nach 
relativen Windungspunkten unendlich hoher Ordnung fiihrenden Einschnitte 
je ein Neuexemplar F,* an. Hierauf fiige man an jedes einem Einschnitt 
mit endlichem Exponenten 4* entsprechende Seitenpaar sofort 4* — 1 Exem- 
plare F,* an, sodaB im Endpunkte des Einschnitts ein Windungspunkt 





mane _ «z. 








Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. III. 483 


der Ordnung 4*— 1 entsteht, um welchen herum dann, wie es bei F* 
sein soll, 4* Blatter zusammenhingen. Durch diesen HeftungsprozeB ist 
man zunichst von der Ausgangsfliche F,* zu einer ebenfalls einfach zu- 
sammenhingenden Fliche F,* gelangt, in welcher das Ausgangsexemplar F,* 
als Teil enthalten ist. Die Fliche F,* besitzt ebenso wie F,* Riickkehr- 
schnittseiten und Einschnittseiten. Man bemerkt auch, daB in jedem 
Eckpunkte der Begrenzung von F,*, welcher mit einem relativen Win- 
dungspunkte endlicher Ordnung von F* koinzidiert, die Fliche F,* sich 
einblittrig verhalt genau wie das einzelne Exemplar F,*. 

Man kann nun von der Fliche F,* zu einer ebenfalls einfach-zu- 
sammenhiingenden Fliche F,* iibergehen, indem man wieder die oben an- 
gegebene Heftungsvorschrift befolgt. Von F,* gelangt man zu F,* usw. 
Wir wollen noch erwihnen, daB die einzelne Flaiche F’* in denjenigen 
Eckpunkten ihrer Begrenzung, welche mit einem relativen Windungs- 
punkte endlicher Ordnung koinzidieren, relativ zu F* einblittrig ist. Die 
Grenzfliche lim F* = F* ist die gesuchte Uberlagerungsfliche der Funk- 


m 
m= oo 


tion ¢*. Denn diese Grenzfliiche ist einfach-zusammenhingend und besitzt 
die gewiinschten Windungspunkte relativ zu F*. Der Punkt 0* ist fiir 
die Fliche F* offenbar ein Windungspunkt unendlich hoher Ordnung in 
allen relativen Blittern, da ja bei dem HeftungsprozeB kein Zusammen- 
hang um 0* herum geschaffen worden ist. 

Durch die Funktion ¢* wird die Fliche F* umkehrbar eindeutig kon- 
form anf das Innere des Einheitskreises abgebildet. Diese Funktion ver- 
halt sich dabei in den relativen Verzweigungspunkten unendlich hoher 
Ordnung wie eine lineare Funktion von einer Funktion der Form 


(log (a*— 2,*) + P@*— 2x,*)), 
unter $% eine reguliire Potenzeihe des Arguments verstanden. Betrachten 
wir das Bild eines Flichenstiicks F,*. Es ergibt sich offenbar ein schlichtes 
einfach zusammenhiingendes Flichenstiick in der ¢*-Ebene. Dieses Fliichen- 
stiick wird von 4p*+ 2(n*—1) Seiten begrenzt, die eine geschlossene 
Linie in der ¢*-Ebene bilden. Die erwihnte Linie hat die Eigenschaft, 
daB bei ihrer Durchlaufung niemals ein und derselbe Punkt der ¢*-Ebene 
angetroffen wird. Das gilt insbesondere auch von denjenigen 4p* + n*—1 
Punkten, welche bei der erwihnten Abbildung des Flachenstiicks /,* dem 
Punkte 0* zugeordnet werden, sowie von den m* Punkten, welche End- 
punkte von Einschnitten mit unendlich hoher relativer Verzweigungszahl 
sind. Fiir die nicht besonders erwihnten Punkte der Begrenzung von F,* 
ist es niémlich unmittelbar evident auf Grund der Eigenschaft der Funk- 
tion ¢*, niemals an zwei verschiedenen Stellen der Fliche F* einen und 
denselben Wert annehmen zu kénnen. Fiir die besonders erwihnten 
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w= 4p* + n*— 1+ m* Punkte jedoch erkennt man es folgendermafen. 
In jedem derartigen Eckpunkte haben wir einen bestimmten Zipfel der 
Flache F,*. Nun erkennen wir, aus der Methode der Konstruktion unserer 
Fliche F* = lim F* sofort, daB bei der genannten Erweiterung jeder der 


erwibnten Zipfel fiir sich einen Ausschnitt aus einem Windungsflichen- 
stiick unendlich hoher Ordnung darstellt, welches die Fliche F’* besitzt, 
und zwar sind alle diese Windungsflichenstiicke voneinander verschieden. 
Hieraus ergibt sich, daB auch die Bilder der genannten w Windungs- 
flichenstiicke in der ¢*-Ebene verschieden sein miissen in dem Sinne, daB 
keine zwei derselben sich teilweise tiberdecken kénnen. Nun aber bemerkt 
man aus der angegebenen Form der Entwicklung der Funktion ¢*, dab 
die durch die Funktion ¢* vermittelte Abbildung eines relativen Win- 
dungsflichenstiicks unendlich hoher Ordnung der Fliche F* so stattfindet, 
dab, wenn P* der dem Windungspunkte selbst entsprechende Punkt der 
t*-Ebene ist, d. i. also ein Punkt auf der Peripherie des Einheitskreises, 
eine im Einheitskreise enthaltene, die Peripherie des Einheitskreises im 
Punkte P beriihrende Kreisfliiche als Bild des Windungsfliichenstiicks unend- 
lich hoher Ordnung aufgefabt werden kann. Daraus folgt nun unmittelbar, 
daB den oben erwihnten w Windungsflichenstiicken unendlich hoher Ord- 
nung ebenso viele voneinander verschiedene Kreisflichen in der ¢*-Ebene 
entsprechen miissen, die sich auch nicht teilweise tiberdecken kénnen. 
Dann sind aber auch die w Beriihrungspunkte voneinander verschieden. 


Die genannten w Punkte der Peripherie des Einheitskreises sind in 
bestimmter Weise zyklisch angeordnet, und zwar ist die Reihenfolge offenbar 
genau diejenige, in welcher man die entsprechenden Eckpunkte der Be- 
grenzung von F;,* antrifft, wenn man sich diese Begrenzung durchlaufen 
denkt. Wir kénnen uns jetzt iiber je zwei benachbarte der genannten 
w Punkte innerhalb des Einheitskreises den zugehérenden Orthogonalkreis- 
bogen konstruiert denken; das sind im Ganzen w Kreisbiégen, deren je zwei 
benachbarte sich beriihren. Wir fragen jetzt nach der Lage derjenigen 
Punkte, welche den noch iibrig bleibenden Eckpunkten der Begrenzung 
von F,*, an welchen relative Verzweigungszahlen endlicher Ordnung vor- 
geschrieben sind, entsprechen. Fassen wir einen einzelnen solchen Punkt a 
auf F* ins Auge. Dann haben wir einen bestimmten Einschnitt s,, welcher 
vom Punkte 0* nach dem Punkte a fiihrt. Die beiden an s, anstoBenden 
bei O* liegenden Zipfel von F,* bestimmen zwei unserer w oben betrach- 
teten Peripheriepunkte und zwar zwei benachbarte Punkte, deren zugeord- 
neter Orthogonalkreisbogen mit b, bezeichnet werden mige. Jetzt bemerke 
man, daB der auf seine Lage zu untersuchende Bildpunkt des Punktes a 
in der ¢*-Ebene unterhalb des Kreisbogens b, liegt, das soll heiBen, in 
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demjenigen der beiden von b, und dem Einheitskreise bestimmten Kreis- 
bogenzweieck, welches keine weiteren Kreishégen enthilt. Die Richtigkeit 
dieser Bemerkung ergibt sich aus dem Umstande, daB dem bei a liegenden 
Flichenzipfel des Gebietes F,* mit der Offmung 22 ein Flichenzipfel in 
der ¢*-Ebene entsprechen muB, der im Eckpunkte selbst einen Winkel 
bildet, dessen GréBe ein genauer Teil von 22 ist, da die den beiden Ufern 
von s, entsprechenden Begrenzungsseiten in der ¢*-Ebene durch eine 
elliptische Substitution ineinander tibergefiihrt werden kénnen, deren Ord- 
nung mit der zum Punkte a gehérenden Verzweigungszahl tibereinstimmt. 
Durch die gedachte elliptische Substitution werden demnach die beiden 
auf der Peripherie des Kinheitskreises liegenden Eckpunkte des Bogens b, 
in der Weise ineinander iibergefiihrt, daB bei der gedachten Drehung der 
oberhalb b, liegende Teil der Peripherie des Einheitskreises iiberstrichen 
wird. Indem man also den Punkt ¢*(a) mit den Eckpunkten von b, durch 
Orthogonalkreisbigen b, , und b,, verbindet, ergeben sich im Punkte ¢*(a) 
zwei Winkel, von welchen der spitze dem oberhalb b, liegenden Teile der 
Fliche des Einheitskreises zugewandt ist. In dem Falle, in welchem die 
Verzweigungszahl gleich 2 ist, haben wir den Winkel x. Alsdann wird 
der Punkt ¢*(a) auf dem Bogen b, selbst liegen und folglich bilden dann 
die beiden Biogen b,, und b,, zusammen den Bogen b,. 


Nunmehr wollen wir uns die Bégen b, selbst wegdenken und jeden 
durch die betreffenden zwei Orthogonalkreisbigen vom Punkte ¢*(a@) aus 
ersetzt denken. Dann haben wir in der ¢*-Ebene einen im nichteuklidischen 
Sinne konvexen Fundamentalbereich (®,*)’ der Gruppe G* gefunden, dessen 
simtliche 4p* + 2(n*— 1) Seiten Orthogonalkreisbégen sind. Die Substitu- 
tionen, durch welche die erwihnten Seiten einander zugeordnet sind, sind 


genau dieselben, welche fiir das urspriinglich betrachte Normalsystem auf 
der Fliche F* gelten*). 


*) Die hier dargelegte Methode des Ubergangs zu einem kreisfirmig normierten 
Fundamentalpolygon unter Beibehaltung der Seitenzahl und der Erzeugenden laiBt sich 
auch auf die Fundamentalpolygone der eigentlichen Hauptkreisgruppen, welche noch 
auf dem Einheitskreise selbst diskontinuierlich sind, anwenden, d. i. auf die reellen 
Substitutionsgruppen, welche bei der Uniformisierung der reellen algebraischen 
Kurven im Sinne der in der Abhandlung ,,U. d. a. K. I.“ behandelten beziiglichen 
Uniformisierungsprobleme auftreten. Fir den Fall, daB die reelle Substitutionsgruppe 
aus lauter Substitutionen mit positiver Koeffizientendeterminante besteht, hat bereits 
Herr Fricke als Resultat seiner Polygontheorie der Hauptkreisgruppen den Satz er- 
halten, daB® stets die kreisférmige Normierung auch dann durchgefiihrt werden kann, 
wenn die Fundamentalpolygone nicht bis an die Achse des Reellen heranreichen. 
(Fricke-Klein: Vorlesungen itiber automorphe Funktionen, Bd. 1; siehe auch Fricke: 
Uber die Poincaréschen Reihen der (—1)*" Dimension“, Festschr. zum 70. Geburts- 
tage von Dedekind, Braunschweig 1901, Vieweg). Der von uns angegebene Weg der 
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Wir wollen nun annehmen, daB das von uns gewihlte Normalsystem 
auf F* bereits so bestimmt sei, daB das Bild der Fliche F,* das soeben 
konstruierte Kreisbogenpolygon (®,*) ist. Alsdann kénnen wir tiber die 
Begrenzung des Bildes der Fliche F’* in der ¢*-Ebene genau entsprechende 
Aussagen machen, wie iiber das Bild von F*. D. h.: die Begrenzung 
wird aus endlich vielen teils Orthogonalkreisbégen von Peripheriepunkt 
za Peripheriepunkt, teils Orthogonalkreisbogenpaaren gebildet, deren ein- 
zelnes aus zwei, von einem inneren Punkte der Fliiche des Einheitskreises 
ausgehenden, nach zwei verschiedenen Peripheriepunkten fiihrenden Ortho- 
gonalkreisbégen besteht. Jedes der erwihnten Kreisbogenpaare ist unter- 
halb desjenigen Orthogonalkreisbogens enthalten, welcher die soeben ge- 
nannten beiden Peripheriepunkte direkt verbindet. Konstruiert man zu 
jedem Kreisbogenpaare der erwihnten Art in der angegebenen Weise den 
zugehérenden Orthogonalkreisbogen, unterhalb dessen dasselbe liegt, so 
haben wir nunmehr in der ¢*-Ebene eine Folge von lauter Orthogonal- 
kreisbigen, die ja ebenfalls ein einfach zusammenhingendes nur mit den 
Spitzen an den Einheitskreis heranstoBendes Stiick S, der ¢*-Ebene 
begrenzen, welches vollstiindig als Teil in dem ¢*-Bilde (®*)’ der 
Fliche F* enthalten ist und seinerseits, wie man ebenfalls leicht erkennt, 
das ¢*-Bild der Fliche F*_, vollstindig enthilt. Da nun lim (*)' die 


m~1 


Fiaiche des Einheitskreises selbst ist, so ist auch lim S,, die Fliche des 


mao 


nu=eo 


Einheitskreises selbst. Man erkennt so, dab, wenn m hinreichend groB ge- 
wihlt wird, die begrenzenden Kreisbigen der Fliche S,, gleichmiBig be- 
liebig klein werden. Da nun der einzelne derartige Kreisbogen in der 


Grenze gleich = mal dem von ihm iiberspannten Stiick der Peripherie 


des Kinheitskreises wird, so wird der Umfang des Polygons S,, in der 
Grenze gleich 2*. Bemerken wir noch, daB die Linge eines begrenzenden 
Seitenpaares von (%*) beim Ubergange zur Grenze m= oo offenbar kleiner 
angesetzt werden kann als das doppelte des iiberspannenden Kreisbogens, 
so gelangen wir zu dem Satze, daB der Umfang der Begrenzung von (0*)’ 
eine GréBe ist, welche fiir hinreichend groBes m sicher unterhalb 32° 
bleibt. Das wesentliche ist, daB dieser Umfang unterhalb einer von n un- 
abhiingigen endlichen Schranke bleibt. 

Es ist fiir die nachfolgende Anwendung nétig, noch eine Modifikation 
des Polygons (®,*)’ in Betracht zu ziehen. Man erhiilt dieselbe dadurch, 
daB man in dem Polygon (®,*) folgende Abinderung der Begrenzung 
desselben vornimmt, eine Abinderung, die dann entsprechend auf die Re- 








Herleitung empfiehlt sich durch besondere Einfachheit und Unmittelbarkeit, ist aber 
in der dargebotenen Form avf die genannten Fille beschrinkt. 
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produktionen des Bereichs (®,*) vermittels der Substitutionen der Gruppe G* 
mu tibertragen ist. Anstatt nimlich die vollen Kreisbégen dieser Begren- 
zung beizubehalten, wollen wir pns vorstellen, daB der einzelne Kreisbogen 
nur in seinen beiden Endstiicken beibehalten wird, in welchen er an die 
kritischen Punkte anstéBt, das sind entweder Punkte der Peripherie des 
Kinheitskreises oder innere elliptische Eckpunkte. Die Zwischenstiticke 
wollen wir uns irgendwie durch krummlinige Stiicke ersetzt denken, wo- 
bei nur den Bedingungen geniigt werde, daB die modifizierte Begrenzung 
im ganzen wieder als Begrenzung eines einfach-zusammenhingenden Ge- 
bietes (®,*)” erscheint, welches ein Fundamentalpolygon fiir die Gruppe G* 
ist. Nachdem diese Anderung getroffen ist, erkennen wir nunmehr, dab 
auch fiir die Begrenzungslinie des Gebiets (®*)” der Satz gilt, daB der 
Umfang dieser Begrenzungslinie unterhalb einer endlichen von m unab- 
hangigen Schranke bleibt. Dieser Satz ergibt sich durch eine Anwendung 
des Verzerrungssatzes fiir lineare Funktionen. Man kann nimlich bei dem 
Polygon (®,*)” das einzelne fortgelassene Kreisbogenstiick zusammen mit 
seinem Ersatzstiick einschlieBen in eine Kreisfliiche, die ganz innerhalb 
des Einheitskreises liegt. Wir kénnen ferner beim Polygon (®*)” ein 
Kreisbogenstiick und sein Ersatzstiick in die durch lineare Transformation 
entsprechende Kreisfliche einschlieBen. Der Verzerrungssatz lehrt dann, 
daB das Verhiiltnis der Linge des Ersatzstiickes zum ersetzten Kreisbogen- 
stiick eine GréBe ist, welche zwischen zwei unabhingig von m angebbaren 
Schranken bleibt. Daraus folgt dann sofort auch die Existenz einer von 
m unabhiingigen Schranke fiir den Umfang des Polygons (%*)”. Wir 
wollen die Begrenzung von (®*)” mit A* oder genauer A* (die zum In- 
dex m gehérende Linie A*) bezeichnen, um schon jetzt seine Analogie zu 
den sogleich zu definierenden Linien A und A’ im Gebiete der Variabeln ¢ 
hervorzuheben. 

Kehren wir nunmehr zu unsern GréBen ¢ und ¢ zuriick. 

Wir denken uns den Augenblick, niimlich lediglich zum Zweeke des 
Nachweises der Induktionsformel die Linie /{'~”) durch eine Linie (if-*)" 
ersetzt, welche ein modifiziertes Kreisbogenpolygon der soeben fiir die 
Gruppe G* konstruierten Art ist. Bei dieser Modifikation haben wir nur 
darauf zu achten, daB die Linie (¢e-*)" die tibrigen Begrenzungslinien 
des Bereichs ;°"" nicht trifft. Dieser Bedingung kénnen wir aber in 
der Tat geniigen, indem wir ein 8S. 458—459 dargelegtes Verfahren auf 
den Bereich oy” anwenden. 

Es ist nun zuniichst 

+“ ’ 
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weil beide Integrale gleich sind der Summe der Integrale iiber die andern 
Begrenzungslinien des Bereichs ,";. Nunmehr definieren wir, ausgehend 
von (i'~”)", die Linie A und in bezug auf den Grenzkreis KS” spiegel- 
bildlich symmetrisch zu A die Linie A’, indem wir A ganz nach Analogie 
der Linie A* herstellen. Weiter verliuft der Nachweis der Induktions- 
formel wesentlich genau nach dem Muster des Beweises im vorigen Para- 
graphen. Man bendtigt jedoch, was eine Vereinfachung gegen friiher ist, 
nicht Linien u, weil die Linien A und A’ selbst bereits bis an den Grenz- 
kreis heranreichen. Zu priifen ist noch, ob die Schwankung der Funktion 
é(t) auf den einzelnen Stiicken A, [a=1,---,v] der Linie A und damit 
auch auf A’ gleichmiBig beliebig klein wird, wenn nur m hinreichend 
groB gewahlt wird, d. h. wenn man nur mit der Linie A hinreichend 
nahe an den Grenzkreis herangekommen ist. Es ist jedenfalls klar, dab 
die Schwankung der GréBe ¢ selbst auf A gleichmaBig gegen Null kon- 
vergiert im angegebenen Sinne. Davon kénnen wir jedoch nicht unmittelbar 


auf die Schwankung der GréBe é schlieBen, weil der Linie (7{"~”)” in der 
t-Ebene eine Linie (7{*~”)” vermége der Abbildung entspricht, von welcher — 
an dieser Stelle nicht feststeht, ob dieselbe auch ein modifiziertes Kreis- 
bogenpolygon der Art (,*)” ist. Dasselbe gilt von der der Linie A’ in 
der t-Ebene vermége der konformen Abbildung durch ¢(¢) entsprechenden 


Linie (A). Wir kénnen jedoch zur Linie (e-*)" ein zugehérendes modi- 
fiziertes Kreisbogenpolygon ((---)”) konstruieren. Aus diesem modifizierten 
Polygon kinnen wir dann wieder die zum Index m gehérende Linie A 
herleiten, lings deren einzelnen Seiten dann sicher die Schwankung der 
GréBe ¢ gleichmaBig unendlich klein wird mit -. Nun kann man aber 
durch endlich viele Reproduktionen des von der Linie ((---)”)” begrenzten 
Fundamentalbereichs die Linie (i$ -»)" und damit auch jede Seite dieser 
Linie vollstindig bedecken. Die hier sich ergebende endliche Zahl ist 


ohne weiteres fiir alle Seiten der Linie A giiltig. Daraus folgt dann 
in der Tat “das gleichmaBige Unendlichkleinwerden der Schwankung der 
GréBe ¢ lings den einzelnen Stiicken A, und A; [a=1,---, v] der Linien 
A und A’ 

Die Induktionsformel ist damit dem hier betrachteten Falle ent- 
sprechend bewiesen. Hiermit ist nun auch der Unititsbeweis vollstindig 
zu Ende gefiihrt. 
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Dritter Teil. 


Der Existenzbeweis der allgemeinen kanonischen uniformi- 
sierenden Variabeln. Das iterierende Verfahren. 


§ 11. 
Darlegung des iterierenden Verfahrens. 


Wir wollen nunmehr das iterierende Verfahren zum Zwecke des Exi- 
stenzbeweises der kanonischen uniformisierenden Variabeln einer gegebenen 
Signatur sofort in voller Allgemeinheit darlegen. Wir gehen von einer 
irgendwie gemiB den allgemeinen Angaben von § 4 aufgeschnittenen Rie- 
mannschen Fliche F aus. Wir nennen die aufgeschnittene Fliche F,. Lings 
jeder Begrenzungslinie von F, haben wir die erforderlichen Daten zur 
niheren Bestimmung der Signatur der uniformisierenden Variabeln. Wir 
machen nun zunichst eine konforme Abbildung der Fliiche F, auf einen 
schlichten Bereich Y, dessen Randlinien bez. Seiten der Randlinien dann 
durch analytische Substitutionen einander zugeordnet sein werden, ent- 
sprechend den auf F’ lings jedes Schnittes sich unmittelbar gegeniiber- 
liegenden Ufern. Die Ausfiihrung der genannten ersten Abbildungsoperation 
bietet keine Schwierigkeiten dar, da wir die Begrenzung von F, jeden- 
falls so wiihlen kénnen, daB die Abbildung ausgefiihrt werden kann. Wir 
haben jetzt die neue Aufgabe vor uns, den schlichten Bereich Y durch 
eine geeignete konforme Abbildung in einen andern schlichten Bereich ¥., 
mit linearer Randerzuordnung zu verwandeln, wobei die linearen Sub- 
stitutionen auBerdem noch dem der vorgegebenen Signatur entsprechenden 
Typus anzugehéren haben. Wir wollen mit L,, L,,---, LD, die verschie- 
denen Begrenzungslinien von Y bezeichnen, wobei wir wieder verabreden, 
da8 wir ein dem Schottkyschen Falle entsprechendes Paar zugeordneter 
Linien wie eine einzige Linie betrachten wollen, der einfacheren einheit- 
lichen Ausdrucksweise halber. 

Wir machen, indem wir dazu iibergehen, den von uns als iterierendes 
Verfahren zu bezeichnenden ProzeB zu erliutern, die Annahme, daB der 
unendlich ferne Punkt der Y-Ebene innerer Punkt des Bereicht ¥ sei. 
Die Funktion, welche den Ubergang von der Flache F, zur Fliche ¥ 
vermittelt, heiBe z(x). Dem Punkte «=z, entspreche der Punkt 2 = oo. 
Es besteht dann an der Stelle z, eine Entwicklung 


1 
s==—— +O 


unter ((0)) eine im Punkte z = a, reguliire Potenzreihe von (%— 2% ) ver- 
standen, welche in diesem Punkte selbst verschwinden soll. 
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Wir betrachten nunmehr das von L, allein begrenzte Stiick der 
z-Ebene, welches den Punkt z= oo und folglich auch den Bereich ¥ in 
seinem Innern enthiilt. Diesen einfach- oder zweifach- (dem Schottkyschen 
Falle entsprechend) zusammenhingenden Bereich bezeichnen wir mit V;. 
Wir unterscheiden demnach im ganzen q Bereiche y, nimlich y,, ¥,, ---, v,: 
Der Bereich y, kann aufgefaBt werden als die konforme schlichte Aus- 
breitung einer kanonisch aufgeschnittenen geschlossenen Riemannschen 
Fliche F, vom Geschlecht p,, zu welcher man durch Anwendung der 
Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden gelangen kann. In 
der Tat kénnen wir folgende Uberlegung anstellen. Es ist nach den 
Schwarz-Neumannschen kombinatorischen Methoden stets méglich, eine 
geschlossene Mannigfaltigkeit auf eine Riemannsche Flache konform ab- 
zubilden, wenn fiir jeden Punkt der Mannigfaltigkeit eine Umgebung be- 
stimmt werden kann, die umkehrbar eindeutig konform auf die Flache 
eines Kreises abgebildet werden kann. Diese Voraussetzung trifft nun 
aber fiir unseren Bereich y, zu. Derselbe ist insofern eine geschlossene 
Mannigfaltigkeit, als ja je zwei Seiten seines Randes durch analytische 
Substitutionen aufeinander bezogen sind. Auch ist die fiir die Umgebung 
jedes Punktes geforderte Bedingung erfiillt. Diese Bedingung ist namlich 
zuniichst selbstverstindlich fiir die nicht auf L, liegenden Punkte des Be- 
reiches y, erfiillt; sie ist aber auch fiir die einander zugeordneten Rand- 
punkte erfillt, da wir vermége der Entstehung der Fliche Y aus F, die 
konforme Beziehung der in y, enthaltenen Nachbarschaft der Linie L, 
auf einen Flichenstreifen herstellen kénnen, der auf F liegt, nimlich auf 
einen Flachenstreifen, der das der Linie Z, entsprechende Schnittsystem 
eingebettet enthilt. Nachdem somit die Méglichkeit der Abbildung des 
Gebietes w, auf eine geschlossene Iliche F, festgestellt ist, die entsprechend 
der Berandung von y, in bestimmter Weise zu einer Fliche F,, kanonisch 
aufgeschnitten vorzustellen ist, kénnen wir die zu F, gehérende primitive 
kanonische uniformisierende Variable z, bestimmen, welche den fir L, 
vorgeschriebenen Typus besitzt. Indem wir mittels z, die Fliche F,, 
konform abbilden, haben wir die erste Operation des iterierenden Verfahrens 
begriindet, niimlich die Abbildung der Fliche y, auf eine Fliche Y, ,, 
wobei der Bereich Y selbst in einen Bereich , verwandelt wird, fiir 
welchen die erste Randlinie L,, lineare, nicht mehr nur analytische 
Seitenzuordnung besitzt und zwar genau dem gewiinschten Typus ent- 
sprechend. Um den geschilderten Ubergang von der Fliche y, zur 
Fliche ,,, welcher bisher nur, abgesehen von einer linearen Sub- 
stitution, bestimmt ist, noch zu nermieren, machen wir die Fest- 
setzung, daB bei der erwihnten Abbildung der unendlich ferne Punkt 
2=oo wieder in den unendlich fernen Punkt iibergehen soll, so 











Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. III. 491 


zwar, daB die Entwicklung der Abbildungsfunktion z,(z) im Unendlichen 
die Form hat 


#,(2) = 2 + ()). 


Wir kénnen nunmehr von dem Bereiche Y, in analoger Weise zu 
einem Bereiche Y, iibergehen, indem wir jetzt die zweite Begrenzungs- 
linie L,, des Bereiches Y, bevorzugen. D. h.: Wir machen eine konforme 
Abbildung des von L, , allein begrenzten, mit Y, , zu bezeichnenden Teiles 
der z,-Ebene auf eine z,-Ebene vermittelst einer Funktion z,(z,), welche 
so gewahlt ist, daB im Unendlichen eine Entwicklung der Form 


£,(2,) = 2, + (0) 


besteht, und daS durch die genannte Operation die Linie L,, in eine 
Linie Z,, mit linearer Seitenzuordnung verwandelt wird, in der Weise, 
daB die lings L,, bestehenden Substitutionen eine pr. k. Gruppe der ge- 
wiinschten Signatur erzeugen. Nunmehr wird ¥, in einen Bereich Y, ver- 
wandelt, fiir welchen die dritte Begrenzungslinie LZ, , lineare Seitenzuord- 
nung besitzt. Das Verfahren wird dann weiter fortgesetzt in der Weise, 
daB nach der g‘* Begrenzungslinie wieder die erste Begrenzungslinie vor- 
genommen wird, darauf die zweite usw. periodisch wiederholend, weswegen 
dieses Verfahren als iterierendes Verfahren bezeichnet worden ist. 


§ 12. 


Die gruppentheoretische Wirkung des iterierenden Verfahrens: Der 
U’-ProzeB. Die Grundbereiche. 


Das iterierende Verfahren ist so geartet, daB es zunichst den Ge- 
danken aufkommen 1laBt, in der geschilderten Reihe von Operationen 
werde durch jede folgende Operation das durch die vorhergehende Erreichte 
wieder zerstért. Bei genauerem Zusehen zeigt es sich jedoch, daB ein effek- 
tiver Fortschritt vorhanden ist. Wihrend niimlich von dem Bereich ¥ 
allgemein zu reden behauptet werden kann, daB keine der auf seiner Be- 
grenzung definierten analytischen Substitutionen wirklich auch auf den 
Bereich Y ausgeiibt werden kann, sodaB es, wie im Falle linearer Sub- 
stitutionen, zu einer schlichten Nebenlagerung von Bildbereichen kommt, 
werden wir von den Bereichen Y,, Y,,--~- feststellen, daB sie mit wachsen- 
dem Index in immer héherem Grade sich dem Ideal des véllig linear 
normierten gesuchten Bereichs niahern, indem immer mehr und mehr Ope- 
rationen der durch die Seitenzuordnung zunichst nur formal definierten 
Gruppe auch wirklich im Sinne einer schlichten Nebeneinanderlagerung 
der Bildbereiche ausgefiihrt werden kénnen, wobei sich, was sehr wesent- 
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lich ist, auch die Spiegelung an Grenzkreisen im Sinne der Spiegelung an 
geschlossenen reguliaren analytischen Linien vorfindet. 

Suchen wir dies genauer zu begriinden. 

Der Bereich ¥, besitzt die Eigenschaft, daB lings seiner ersten Be- 
grenzungslinie L,, lineare Substitutionen bestehen, welche unter Hinzu- 
ziehung der Spiegelung am eventuell vorhandenen Grenzkreise eine be- 
stimmte Gruppe Gis definieren. Man kann nun offenbar auf den Bereich 


,,, mithin auch den Bereich Y, selbst die Operationen der Gruppe Gi. 
anwenden. Die sich ergebenden Bilder des Bereiches Y,, befinden sich 
simtlich innerhalb der Linie Z,,. Wir wollen das ganze Innere der Linie 
L,,, als den Grundbereich [y,| bezeichnen. Indem wir von dem Grund- 
bereiche [%,] sprechen werden, denken wir dabei auch an die angegebenen 
in ihm enthaltenen Bilder des Bereichs Y,, welche eine gewisse Parzellierung 
des Grundbereichs definieren. 

Wir wollen noch eine Ausdrucksweise einfiihren. Die Gruppe G,., ist 
hinsichtlich ihres formalen Aufbaues aus den Erzeugenden iquivalent mit 
der oben § 5 betrachteten Gruppe der Substitutionen S,. Fassen wir 
jetzt 8, lediglich als das formale Symbol dieser Substitutionen auf, welches 
die Entstehung aus den Erzeugenden charakterisiert, so kénnen wir sagen: 
Der Bereich ¥, gestatte die Gruppe der Substitutionen 


S,. 

Uberlegen wir nun weiter, was beim Ubergange von dem Bereiche ¥, 
zum Bereiche Y, geschieht. Es ist klar, daB wir auf den Bereich ¥, die 
Operationen S, ausiiben kénnen. Jedoch viel mehr kann behauptet werden. 
Zu dem Zwecke beachte man, daB die Funktion z,(z,), durch deren Ver- 
mittlung der Ubergang von dem Gebiete Y, zum Gebiete Y, gemacht 
worden ist, in dem ganzen von L,,, d. i. von der zweiten Begrenzungs- 
linie des Bereichs Y, begrenzten Teile der z,-Ebene, reguliir ist, einem 
Gebiet, das wir in unserer Bezeichnungsweise mit Y, , zu bezeichnen haben. 
Hieraus folgt insbesondere, daB wir vermittelst der Funktion ,(#,) eine 
regulire Ubertragung des Grundbereichs [y,] erhalten, welcher auf einen 
Teil [¥,|, der-Fliche ¥,, abgebildet wird. Wir kénnen nun die Ope- 
rationen S, nicht nur auf den Bereich Y, ausiiben, sondern tiberhaupt auf 
den Bereich Y,,, mithin auch auf den Bereich [y,},. 

Demnach ergibt sich zweierlei. Erstens: Man kann auf den Bereich Y, 
die Operationen S, anwenden, obwohl wir es jetzt nicht mehr mit linearen 
Substitutionen zu tun haben. Zweitens: Man kann auf den Bereich ¥, 


auch die Operationen SS, anwenden, d. h. im — ergibt sich, dab 
der Bereich Y, die Operationen 
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(+) S,, S,, 8,8, 
gestattet. Wir kénnen dies auch, indem wir an die Terminologie des § 5 
erinnern, so ausdriicken: es ist méglich, das an LZ, , anschlieBende Zusatz- 
flichenstiick erster Stufe herzustellen im Sinne der analytischen Trans- 
formationen, ferner iiber Z,, hinaus das Zusatzflichenstiick erster Stufe 
und diejenigen Zusatzflichenstiicke zweiter Stufe anzuschlieBen, in welche 
man durch Uberschreitung einer mit L, ‘quivalenten Begrenzungslinie 
eintritt. Das vollstiindige Innere einer jeden derartigen Begrenzungslinie 
ist eine regulire Abbildung des Grundbereichs [y,], was wir allgemein 
durch die Bezeichnung eines solchen Bereichs als einen Bereich [|w,]] zum 
Ausdruck bringen wollen. 

Wir bezeichnen den von L,, allein begrenzten, den unendlich fernen 
Punkt nicht in seinem Innern enthaltenden Teil der z,-Ebene als den 
Grundbereich [y,|, indem wir uns die den erwahnten Zusatzfliichenstiicken 
erster und zweiter Stufe entsprechende Einzeichnung (Parzellierung) in 
demselben gemacht denken, welche die verschiedenen, den Substitutionen 
8, und 8,8, entsprechenden Bilder des Bereichs Y, erkennen laBt. 

Nunmehr gehen wir von dem Bereiche Y, zum Bereiche ¥, itiber, 
von welchem die dritte mit Z,, zu bezeichnende Begrenzungslinie lineare 
Normierung besitzt. Durch eine der vorhergehenden ganz analoge Be- 
trachtung, erkennen wir, daB der Bereich Y, folgende Transformationen 
gestattet. Erstens alle Substitutionen (*), auBerdem aber noch alle die- 
jenigen Substitutionen, welche man erhiilt, wenn man diese Substitutionen 
mit S, komponiert, d. s. die folgenden Substitutionen: 

(**) Ss, 5,83, 8,83, 8,5,8;. 

Derjenige Teil der z,-Ebene, welcher von der Linie L,, allein begrenzt 
wird und den unendlich fernen Punkt nicht in seinem Innern enthiit, 
heiBe der Grundbereich [,|. Durch Ausiibung der linearen Operationen S 
auf den Bereich ¥,,, d.i. den ganzen auBerhalb L,, liegenden, den un- 
endlich fernen Punkt in seinem Innern enthaltenden Teil der z,-Ebene, 
gelangt man zu unendlich vielen reguliren Bildern der Grundbereiche 
[¥,] und [y,]. Denn beim Ubergange von Y, zu Y, werden die Bereiche 
[wv], und [y,] regulir transformiert. 

_ Es werde angenommen, daB die Anzahl g der Begrenzungslinien 
des Bereiches ¥ gleich 3 ist. Dann ist beim Ubergange von Y, zu Y, 
wieder die erste Begrenzungslinie zu normieren. Dieser Ubergang wird 
durch eine auBerhalb L,, reguliire analytische Funktion 2,(4,) ver- 
mittelt. Demnach werden diejenigen in der z,-Ebene liegenden Bilder des 
Bereichs Y,, welche nicht innerhalb L,, liegen, regulir mittransformiert, 
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d. h. die durch die Substitutionen (*) und (++) charakterisierten Bilder 
mit Ausnahme der durch S, charakterisierten. Man kann also sagen, daB 
auf den Bereich ¥, sicher die Operationen (+) und (++) exklusive S, aus- 
fihrbar sind. Nun aber hat bei Y, gerade die Linie L,, lineare Seiten- 
zuordnung. Daher kann man auch die Substitutionen 9, auf ¥, anwenden, 
aber nicht nur auf Y,, sondern auch auf alle schon genannten Reproduk- 
tionen des Bereichs Y,. Das kommt darauf hinaus, daB man auf ¥, die 
Substitutionen (+) und (+**) und auBerdem die Substitutionen 

(+#*) S,; S,8,, 8,8,5,; S,8,, 8,5,58,, S,5;58,, 8,5,58,8, 
anwenden kann, welche aus letzteren (+) und (+*) dadurch entstehen, daB 
man alle diese noch mit S, zusammensetzt. 

Das vollstindige Innere der Linie L,, bildet den Grundbereich [y,], 
in welchem das von L,, umschlossene Zusatzflichenstiick erster Stufe aus 
lauter linearen Reproduktionen des Bereichs Y, gebildet wird. 

Wir brauchen jetzt nicht noch besondere Bemerkungen zu machen, 
um zu erkennen, daB beim Ubergange von ¥, zu Y, der Effekt darin be- 
steht, daB auf Y, nicht nur alle bisherigen Operationen ausgeiibt werden 
kénnen, sondern auch noch alle diejenigen, welche sich ergeben, indem 
man die bisherigen noch mit S, hinten komponiert. 

Es ergibt sich ganz allgemein, daB man um sicher alle Substitutionen 
n* Stufe der Gruppe G@ ausiiben zu kénnen, nur nétig hat, n-mal die 
Periode des iterierenden Verfahrens auszufihren, d. h. bis zum Bereiche Y,, 
zu gehen. Es wird bei dieser Feststellung auBer Acht gelassen, dab der Be- 
reich Y,,, auch gewisse Operationen héherer als n“** Stufe bis zur gn" Stufe 
gestattet. Fiir den folgenden Konvergenzbeweis ist es jedoch bequem, die 
Darstellung so zu geben, daB sie sich méglichst an den Beweis des Uni- 
tatssatzes anschlieBt. 

Die Art und Weise der Entstehung aller in der Gruppe G tiberhaupt 
enthaltenen Substitutionen vermége des soeben beim iterierenden Verfahren 
zur Geltung kommenden Prozesses bezeichnen wir als U’-Prozef, um die 
nahe Verwandtschaft mit dem U-ProzeB anzudeuten. Es ist niitzlich, sich 
auch den geometrischen Sinn des U’-Prozesses auf der Riemannschen 
Fliche klar zu machen. Wir wollen dabei jedoch zuniichst von den erst 
durch die Hinzunahme der Grenzkreisspiegelungen entstehenden Substitu- 
tionen absehen und dementsprechend dann den ProzeB als U’-ProzeB be- 
zeichnen, in Analogie mit der Bezeichnung U-ProzeB. 

Die Bedeutung des U’-Prozesses beim Ubergang zur Riemannschen 
Fliche ist, daB er eine bestimmte Methode der Herstellung der Uber- 
lagerungsfliche F'™ fiir die gesuchte uniformisierende Variable ¢(z, y) 
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angibt, eine Methode, welche man zweckmiaBig als Methode der partiellen 
Uberlagerung bezeichnen kann. 

Die Methode der partiellen Uberlagerung ist folgende. Man geht aus 
von der gemaB der gegebenen Signatur kanonisch aufgeschnittenen Riemann- 
schen Fliche F. Die aufgeschnittene Fliche heiBe F,. Sie besitzt q ge- 
trennte Schnittsysteme A,,---, A, mit den zugehérenden durch die Sig- 
natur formal bestimmten komponierenden Gruppen G,,---, G,. Hin erstes 
Exemplar F, gilt als erster Niherungsbereich der Fliche F'™. Derselbe 
wird dadurch zu einer Fliche F™ erweitert, daB man iiber A, hinaus, 
allgemein zu reden, unendlich viele Exemplare F,, anfiigt, deren Anfiigungs- 
gesetz durch die Gruppe G, bestimmt wird. Auf diese Weise wird an 
F, tiber A, hinaus ein allgemein zu reden unendlich-vielfach zusammen- 
hiingendes Zusatzfliichenstiick Z, angesetzt, welches schlichtartig ist. Die 
Fliche F,+ Z,— F™ besitzt die Eigenschaft, daB sie keine Begrenzungs- 
linie hat, welche mit A, koinzidiert. Analog kénnen wir Zusatzflichen- 
stiicke Z,,---, Z, definieren. 

Der Ubergang von F® zu F® wird nun in der Weise ausgefihrt, 
daB an jede mit A, koinzidierende Begrenzungslinie von F' je ein Exem- 
plar Z, angesetzt wird. Die Fliche F'® besitzt dann die Eigenschaft, dab 
keine ihrer Begrenzungslinien mit A, koinzidiert. Die Linie A, ist gewisser- 
maBen durch den Uberlagerungsproze8 zum Verschwinden gebracht. Selbst- 
verstiindlich besitzt F’®) wieder Begrenzungslinien, die mit A, koinzidieren. 

Nunmehr geht man von FF zu F® iiber, indem man an jede mit 
A, koinzidierende Begrenzungslinie von F® je ein Zusatzflichenstiick Z, 
anheftet, sodaB F® keine mit A, koinzidierende Begrenzungslinie mehr 
besitzt. Es ist klar, wie das Verfahren fortzusetzen ist, und zwar in 
periodischer Wiederholung. 

Die Bezeichnung der dargelegten Uberlagerungsmethode als ,,Methode 
der partiellen Uberlagerung“ scheint mir deswegen berechtigt, weil die 
einzelne Operation in der Tat die charakteristische Eigenschaft eines voll- 
stiindigen Uberlagerungsprozesses besitzt, vermittelst bloBer Anheftung von 
Exemplaren die Linien, langs welchen die Aufschneidung erfolgt ist, wieder 
zum Verschwinden zu bringen. Die Uberlagerung ist jedoch insofern nur 
partiell, weil mit jedem Schritt nur eine bestimmte Linie zum Verschwinden 
gebracht wird. 

Will man auch eine geometrische Interpretation des U’-Prozesses auf 
der Flache F' geben, so hat man nur nétig, ein Analogon der Spiegelungs- 
operation anzugeben. Als solches eignet sich die Operation des Ubergangs 
von der Vorderseite auf die Riickseite der Fliche F, ein Ubergang, der 
bald in dem einen, bald in dem entgegengesetzten Sinn, nimlich als Uber- 
gang von der Riickseite auf die Vorderseite vorgenommen zu denken ist. 
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§ 13. 
Der Konvergenzbeweis des iterierenden Verfahrens.*) 


Der folgende Konvergenzbeweis wird sich wesentlich auf den Ver- 
zerrungssatz fiir analytische Funktionen griinden. Wir werden die zu 
machende Abschiitzung aus der Darstellung der GréBe (z,,,,—2,) mittels 
eines Cauchyschen Integrals gewinnen, wie wir dies auch in der Abhand- 
lung ,,U. d. a. K. IL“ getan haben. Der wesentliche Unterschied gegen 
den damaligen Konvergenzbeweis wird darin bestehen, daB wir im folgenden 
ebenso wie bereits oben beim Unitiitsbeweise die Cauchysche Integral- 
formel fortgesetzt auf, allgemein zu reden, unendlich-vielfach zusammen- 
hingende Bereiche anwenden werden. 

Wir wollen zunichst zum Zwecke der Vereinfachung der Vorstellung 
und der Darstellung annehmen, daB die gesuchte uniformisierende Variable 
t(z,y) keine relativen Windungspunkte unendlich hoher Ordnung besitzt, 
sodaB also der Fundamentalbereich, auf welchen F, abzubilden ist, keine 
parabolischen Ecken hat. Diese Voraussetzung wird in die folgende Be- 
trachtung insofern hineinspielen, als es nur unter der genannten Voraus- 
setzung méglich ist, simtliche in Betracht kommenden Bilder der Begren- 
zungslinien von F, in der 4,, 2,,---, 2,-Ebene in iquivalente Flichenstreifen 
vollstindig einzuschlieBen, welche vermége der konformen Abbildung ge- 
wissen Flichenstreifen auf F entsprechen, in welche wir uns von vorn- 
herein die auf F’ gezogenen, die Aufschneidung von F zur Filiche F, be- 
wirkenden Linien eingebettet vorstellen wollen. 

Wir haben bei jedem vorkommenden Bilde einer solchen Linie stets 
auch einen diese Linie einbettenden Flichenstreifen, welchen wir deswegen 
zweckmiBig als den begleitenden Fliachenstreifen dieser Linie bezeichnen. Die 
Abbildung der Fliche F, auf den Bereich Y geniigt zwar, so wie wir sie 
oben gegeben haben, der Bedingung des Vorhandenseins des begleitenden 
Flichenstreifens noch nicht. Wir kénnen aber die Annahme machen, dab 
wir zunichst einmal die Periode des iterierenden Verfahrens ausfiihren 
und den so erhaltenen Bereich erst Y nennen. Bei dem so gefundenen 
Bereich Y haben wir nimlich sicher die begleitenden Flichenstreifen, da 
wir ja in Wahrheit viel mehr haben, namlich die Méglichkeit, alle Ope- 
rationen erster Stufe auf den Bereich Y anzuwenden, wovon wir nur jetzt 
nicht reden wollen. Von dem so modifizierten Bereich Y aus operieren 





*) Der Leser mége zuniichst den Beweis in § 15 der Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“ 


nochmals durchgehen, um die in diesem Paragraphen gegebenen Ausfiihrungen leichter 
verstehen zu kénnen. 
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wir nun genau wie oben in § 11 angegeben ist, mit Hilfe des iterierenden 
Verfahrens. 

Es mége mit z,(x) diejenige analytische Funktion bezeichnet werden, 
welche den Bereich F, auf den Bereich Y, konform abbildet. Wir haben 


dann eine Entwicklung 
1 
L— Ly 





4,(x) = + (). 


Der Konvergenzbeweis erfordert die Abschiitzung der GréBe 


(x), 


welche wir mit d, ,,(~) bezeichnen. Um die Abschitzung zu erhalten, be- 
trachten wir die Funktion d, (x) als Funktion von z, und nennen sie 
als solche d, ,,(z,). Es sei x® irgend ein Punkt auf F), fiir welchen die 
Abschitzung gemacht werden soll; jedoch kann dieser Punkt in einem 
Bezirk von F, variabel vorgestellt werden. Wir machen dann zunichst 
die Bemerkung, daB das Bild 2° des Punktes 2 von der Begrenzung 
des Bereiches Y, einen Abstand hat, welcher gréBer sein mub, als eine 
unabhiingig von » angebbare Gréfe D. Ferner muB auch die Begrenzung 
des Bereichs Y, in einem von » unabhingig angebbar endlichen Bezirke 
bleiben. SchlieBlich muB diese Begrenzung selbst hinsichtlich ihrer Ge- 
stalt an gewisse von » unabhingig angebbare Gestaltsschranken gebunden 
sein und auch iiber die GréBe der Begrenzung lassen sich unabhingig 
von n obere und untere Grifenschranken bestimmen. Alle diese Bemerkungen 
ergeben sich ganz analog wie die entsprechenden Bemerkungen in § 15 
der Ablandlung ,,U. d. a. K. IL“ durch Anwendung des Verzerrungssatzes 
fiir analytische Funktionen. 

Weiter wollen wir noch eine wichtige Bemerkung machen, die sich 


auf den Flicheninhalt i’ bezieht, welch letzterer in folgender Weise de- 
finiert wird. Es sei » die gréBte in = enthaltene ganze Zahl, wobei q 


Laam(Z) — &,(2) =a 


wie oben die Anzahl der komponierenden Gruppen bedeutet. Dann kénnen 
wir auf Grund der Entwicklungen in § 12 behaupten, daB man auf den 
Bereich Y, alle Operationen der Gruppe G bis zur v™ Stufe einschlieB- 
lich ausiiben kann. Wir denken uns nun, dhnlich wie oben in § 6 fiir 
den Bereich , den Flicheninhalt i definierten als den Gesamtflichen- 
inhalt, der von allen einzelnen isolierten Begrenzungslinien des Hauptge- 
bietes k*** Stufe in 7 umschlossen wird, fiir den Bereich ¥, die GriBe i,” 
definiert, wobei der Index m sich jetzt auf das Gebiet Y, bezieht, auf 
welches die Operationen der Gruppe angewandt werden sollen, wiihrend 
der Index k die Stufe bezeichnet, bis zu welcher vorgedrungen werden 
soll. Der Verzerrungssatz fiir analytische Funktionen gestattet den SchluB 
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= < en” [k= 1, 2,--., vj 
unter Q eine von » und k unabhiingig angebbare GréBe verstanden, die 
der Ungleichheitsbeziehung 0 < Q <1 geniigt. Um dies einzusehen, be- 
trachte man die Gesamtheit der isolierten Begrenzungslinien des Bereichs 7®, 
worunter wir denjenigen Bereich verstehen, welcher aus Y, nach demselben 
formalen Gesetz entsteht, wie oben der Bereich 7 des § 5 aus , entstan- 
den ist. Unter diesen unendlich vielen Begrenzungslinien befinden sich 
nur endlich viele untereinander nicht aiquivalenter. Denn jede dieser Be- 
grenzungslinien ist ja aiquivalent mit einer Begrenzungslinie von F,. Nun 
aber haben wir zu jeder Begrenzungslinie den begleitenden Flichenstreifen; 
and die Anzahl der nicht fiquivalenten begleitenden Fiichenstreifen ist 
ebenso groB wie die Anzahl der nicht fquivalenten Begrenzungslinien. 
Indem man von einer der erwihnten Begrenzungslinien des Bereichs 
T*-» aus in den Bereich 7 eindringt, ist es klar, daB man zuniichst 
im Gebiete des begleitenden Flichenstreifens bleibt. Dieses Gebiet mub 
aber einen gewissen Flicheninhalt haben, welcher zu dem von der er- 
wahnten Begrenzungslinie tiberhaupt umschlossenen Flicheninhalt in einem 
Verhiiltnis steht, das wegen des Verzerrungssatzes zwischen endlichen 
von »,k und der erwihnten speziell betrachteten Begrenzungslinie un- 
abhiingig angebbaren endlichen Schranken liegt. Daraus folgt eben, dab 
fiir jede einzelne isolierte Begrenzungslinie des Bereichs 7*-» der von 
dieser umschlossene Flacheninhalt mindestens auf einen allgemein anggeb- 
baren Bruchteil reduziert wird, wenn man von 7¢-" zu 7 iibergeht. 

Es ergibt sich so, daB fiir die GréBe i+) die Gleichung richtig ist 


lim i”) = 0. 
Man hat nimlich 
in < Gay, 
wobei mit “ der von den Randkurven des Gebietes Y, umschlossene Ge- 
samtflicheninhalt bezeichnet wird. Die GréBe i bleibt unterhalb einer 
von » unabhangigen endlichen Schranke, weil die genannten Begrenzungs- 
linien in einem von » unabhingig angebbaren Kreise vom Radius g liegen, 
sodaB man hat 
io <a g 
und folglich 
iW < Qrng’. 
Fassen wir nunmehr den Gesamtflicheninhalt derjenigen begieitenden 
Flachenstreifen ins Auge, welche zu den isolierten Begrenzungslinien des 
Bereichs 7") gehéren. Aus dem Verzerrungssatze folgt, daB fiir jede ein- 
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zelne dieser Begrenzungslinien, wie schon oben erwihnt worden ist, der 
Inhalt des begleitenden Fliachenstreifens zu dem von der Flichenlinie um- 
schlossenen Inhalt in einem Verhiltnis steht, das zwischen endlichen, von 
0 und co verschiedenen Schranken bleibt. Bezeichnen wir den Gesamt- 
flicheninhalt der genannten Flachenstreifen mit f°), so folgt also 
I< Ong? 0") 

wobei mit Q’ eine gewisse von » unabhingige GréBe. bezeichnet wird, welche 
natiirlich nicht kleiner als 1 zu sein braucht. Hieraus ergibt sich weiter 
eine Tatsache iiber die Summe der Quadrate der Umfinge der isolierten 
Begrenzungslinien des Bereiches 7). Wird diese Summe mit .>(7”,)* 


bezeichnet in Anlehnung an die Terminologie S. 467, so wird 
a (tn)? < Q'x9* Q' Q", 


wobei mit Q” eine neue von m unabhingige GréBe bezeichnet ist. 

Wir kehren nun zur Betrachtung der Funktion d, ,,(z,) zuriick. Wir 
kénnen diese Funktion vermége der durch den gruppentheoretischen 
Formalismus geschaffenen Korrespondenz fiir das Gebiet Tt! erkliren, da 
wir auch vom Gebiet ¥,,,, aus in der Ebene dieses Gebietes bis zum 


Hauptgebiete v* Stufe 7’), vordringen kénnen, wenn v, wie oben, die 
Bedeutung der gréBten in 3 enthaltenen ganzen Zahl hat. Nunmehr ist 


der Funktionswert d, ,,(2°) durch das Cauchysche Integral darzustellen. 
Unsere Behauptung ist jetzt, dab man setzen kann 


qd, nlZ, 
dynlA) = 3h; > fen oas,, 


° 


d. h.: das Integral wird erstreckt iiber alle isolierten Begrenzungslinien 
des Bereichs 7. Der Beweis fir die Zulissigkeit dieses Ansatzes ist 
analog zu fiihren wie der Beweis des entsprechenden Ansatzes beim 
Unitiitsbeweise. Wir bemerken, daB wir gegenwiirtig den Fall des Vor- 
kommens parabolischer Ecken ausschlieBen. Eine besondere Priifung ist 
im vorliegenden Falle gegeniiber der entsprechenden Untersuchung beim 
Unitiitsbeweise insofern noch notwendig, als wir ja hier keine linearen 
Transformationen haben, sondern nur analytische Transformationen. Wir 
haben demnach zu fragen, ob die Induktionsformel des § 7 auch au 
den vorliegenden Fall iibertragbar ist. Nun griindete sich der Nachweis 


*) Es ist auch 6 <i,0-) <ag* Q’=!. 
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damals lediglich auf die Existenz gewisser Hilfslinien A bez. A, A’ und einige 
Konvergenz- und Limes-Tatsachen. Diese miissen auch im vorliegenden 
Falle als bestehend nachgewiesen werden. 


Der Nachweis gelingt durch die Betrachtung der oben als Grund- 
bereiche bezeichneten Bereiche. Der Grundbereich [y,] in der 2,-Ebene 
enthalt lauter lineare Reproduktionen des Bereichs Y,, und es ist daher 
klar, daB man hier die Hilfslinien A bez. A, A’ aufstellen kann usw. Wir 
nennen die zu erfiillenden Bedingungen zusammenfassend die A-Bedingungen. 
Gehen wir jetzt zum Bereiche Y, iiber. Indem wir in [y,] nur die Re- 
produktionen erster Stufe des Bereichs Y, betrachten, welche linear sind, 
finden wir offenbar fiir das betreffende Zusatzflichenstiick erster Stufe die 
A-Bedingungen erfiillt. In [~,] kénnen wir aber bereits bis zur zweiten 
Stufe vordringen. Hier ist es nun wesentlich zu beachten, daB die bei 
diesem Fortgang hinzutretenden weiteren Reproduktionen des Bereichs ¥, 
nicht mehr lineare Reproduktionen sind. Wir haben jedoch oben bereits 
festgestellt, daB lauter durchaus regulire Reproduktionen [[y,]] des Grund- 
bereichs [y,] angefiigt werden. Daher iibertrigt sich aber auch die Tat- 
sache des Erfiilltseins der A-Bedingungen fiir [¥,] unmittelbar auf diese 
Bereiche [[y,]]. Demmnach erfiillt der Grundbereich [y,] in allen Stufen 
die A-Bedingungen. Der Grundbereich [y,] ist in erster Stufe linear, in 
zweiter und dritter Stufe bietet er nur reguliire analytische Transforma- 
tionen der Grundbereiche [,| und [,]. Daher erfiillt [y,] in allen Stufen 
die A-Bedingungen. Der Grundbereich [y,] ist in erster Stufe linear und 
erfiillt daher in erster Stufe die A-Bedingungen. In zweiter und dritter 
Stufe bietet er nur regulire analytische Abbildungen der Grundbereiche 
[w,}] und [~,] und folglich erfiillt er in allen Stufen die A-Bedingungen. 

Man beachte, daB beim Ubergange von Y, zu Y, und darauf zu ¥, 
der Grundbereich [y,] regulir transformiert wird, beim Ubergange von ¥, 
zu Y, und darauf zu Y, der Grundbereich [y,] regulir transformiert wird, 
beim Ubergange von Y, zu Y, und darauf zu Y, der Grundbereich [ys] 
regulir transformiert wird usw. D. h. nach der in § 12 eingefiihrten 
Bezeichnungsweise: Fiir die Bereiche [y,|,,[¥,],; und [W,],, [¥.], und [Hs]a 


[w,], usw. sind die A-Bedingungen ebenfalls und zwar in allen vorhandenen 
Stufen erfiillt. 


Nunmehr gelangt das oben bei dem Unititsbeweise zur Anwendung 
gebrachte Abschiitzungsverfahren mit Recht wieder zur Anwendung. Die 
Schwankung der Funktion d, ,,(¢,) ist ja jedenfalls nicht gréBer als die 
Schwankung der GréBe z,+ der Schwankung der GréBe z,,,,- Es ergibt 
sich demnach 


lim d, (2%) = 0. 
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Die Abschitzung ist dabei nicht von der speziellen Wahl des Punktes 2 
abhiingig, sodaB die Konvergenz eine gleichmiiBige ist (vgl. § 15 der Ab- 
handlung ,,U. d. a. K. IL“). 

Der Fall des Vorkommens parabolischer Ecken. Der Fall des Vor- 
kommens parabolischer Ecken bedarf deswegen noch einer besonderen 
Untersuchung, weil es in demselben nicht méglich ist, die Begrenzung 
der Bereiche ¥,, ¥, usw. mit begleitenden Streifen in derselben Weise wie 
im Falle des Fehlens parabolischer Ecken auszustatten, sodaB der Eck- 
punkt selbst eingebettet ist in den umgebenden Flichenstreifen. 

In dem betrachteten Falle hat es jedenfalls keine Schwierigkeit wieder 
die Bereiche Y,, ‘¥, usw. zu bilden, gemaéB dem iterierenden Verfahren. 
Es fragt sich, wie steht es jetzt mit der Integralsumme 


() ef areas, 


@ i, 


Drei Dinge sind hierbei zu iiberlegen: Erstens: ob die Integralsumme 
iiberhaupt konvergent ist; zweitens: ob der dargestellte Wert der Wert 
d,,,(2@) ist; drittens: ob wieder die Abschitznng der Integralsumme als 
einer beliebig kleinen GréBe méglich ist durch Zuhilfenahme der Be- 
trachtung des Flicheninhalts i,” 

Gehen wir zuniichst auf die erste Frage ein. Es sei a ein Punkt auf 
der Riemannschen Fliche F, fiir welchen die zu bestimmende u. V. ¢(2, y) 
einen relativen Windungspunkt unendlich hoher Ordnung besitzt. Die 
Aufschneidung der Fliche F zur Flaiche F, bietet dann einen im Punkte a 
endigenden Einschnitt dar. Wir konstruieren nun, indem wir uns den 
Punkt a etwa als einen gewohnlichen im Endlichen liegenden Punkt der 
Fliche /’ denken, um a als Mittelpunkt einen kleinen Kreis, durch welchen 
von der Flache F, ein an a anstoBender Zipfel Z, abgeschnitten wird. 
Es werde eine solche Konstruktion fiir jeden relativen Windungspunkt 
unendlich hoher Ordnung vorgenommen und die um die genannten 
Flichenzipfel verkleinerte Fliche F, mit F,' bezeichnet. Nunmehr sind 
in den Flichen ¥,, ¥, usw. gewisse Gebiete Y,’, ¥,’ usw. gekennzeichnet 
als diejenigen Teile jener Flichen, welche F,' entsprechen. Fiir F,’, ¥,’, ¥,' 
usw. hat es nun keine Schwierigkeit, den Begriff des begleitenden Flichen- 
streifens fiir die einzelnen Begrenzungslinien dieser Gebiete aufzustellen, 
da man ja an die kritischen parabolischen Eckpunkte nicht herankommt. 
Es gibt wieder nur eine endliche Anzahl nicht iiquivalenter solcher Flichen- 
streifen. 

Nunmehr betrachten wir die Integralsumme (+). Dieselbe ist nicht 
unmittelbar als konvergent zu erkennen, jedoch ergibt sich die Konver- 
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genz, wenn wir jede Begrenzungslinie /”,, welche parabolische Eckpunkte 
besitzt, an diesen Eckpunkten modifizieren, indem wir in jedem Eckpunkte 
den zugehérenden parabolischen Zipfel abgeschnitten denken, wie derselbe 
durch die konforme Beziehung zu dem entsprechenden Zipfel von F, be- 
stimmt wird. Aus dem Cauchyschen Satze folgt, da die Funktion oe 
im Innern der genannten in der z,-Ebene liegenden Zipfelgebiete regulir, 
im Eckpunkte selbst jedenfalls stetig ist, daB das Integral iiber die modi- 
fizierte Begrenzungslinie, U., gleich dem Integral tiber die urspriingliche 
Begrenzungslinie ist. Da wir nun fiir die modifizierter Begrenzungslinien 
die begleitenden Flichenstreifen zur Verfiigung haben, erkennen wir die 
Konvergenz der Summe der Quadrate der Umfiinge aller 7”, und daraus 
die Konvergenz der Integralsumme (>). 

Der Nachweis des zweiten Punktes, daB die Integralsumme den Wert 
d, (2) darstellt, vollzieht sich jetzt ebenso wie oben durch Riickbe- 
ziehung auf die entsprechenden Uberlegungen beim Unititsbeweise. 


SchlieBlich ist noch die Frage zu erledigen nach der Abschiitzung 





der Integralsumme durch eine GréBe, welche zugleich mit . unendlich 
klein wird. Zu dem Zwecke denke man die Linien /{"), [« =1,2,---] 
durch ihre modifizierten Linien i", mit den begleitenden Flichenstreifen 
ersetzt. Der von den verschiedenen [« = 1, 2,---] modifizierten Begreu- 
zungslinien eingeschlossene Gesamtflicheninhalt werde mit i” bezeichnet. 
Dann lehrt der Verzerrungssatz, daB der Gesamtflicheninhalt der zu den 
hg [«—1, 2,---] gehdrenden begleitenden Flachenstreifen zu i’” in einem 
zwischen von » unabhiingigen endlichen Schranken liegenden Verhiiltnis 
steht. Ferner ergibt sich aus dem Verzerrungssatze, dab 


e«r<¢'<1 [k—1,2,---, 0] 
gesetzt werden kann, wobei Q” unabhingig von » und k ist; denn beim 
Ubergange .von der (k—1)"" zur (k)"" Stufe miissen jedenfalls die be- 
gleitenden Flichenstreifen einen Platz wegnehmen, welcher zu i,*~*’ in 
einem zwischen endlichen Schranken liegenden Verhiltnis steht. Hiermit 
ist nun aber wieder alles Nétige gegeben, um die gewiinschte Abschiitzung 
der Integralsumme zu erhalten. 
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§ 14. 


Priifung der durch das iterierende Verfahren gelieferten Grenz- 
abbildung. Erste und zweite Methode. 


Wir betrachten nunmehr den Bereich lim ¥,, welchen wir mit Y¥. 
bezeichnen wollen. si 

Zunichst sei bemerkt, daB der Bereich Y.. kein ausgearteter Be- 
reich sein kann; denn die Grenzfunktion z.(x) = lim z,(x) ist ebenso wie 


alle Funktionen z,(x) eine im Gebiete F, eindeutige Funktion, die nur im 
Punkte x, unendlich werden kann und es auch in der Tat wird, naimlich 


wie — + (()). Beschreibt man um den Punkt xz =z, einen kleinen 


Kreis k, vom Radius g, so konvergieren die Funktionen z,(x) auf der Peri- 
pherie dieses Kreises gleichmaBig gegen z.(x). Daraus folgt, daB auch 


die Funktion 2,(2”) — => auf der Peripherie des Kreises i, gleichmaSig 
0 


gegen 2(x) — pallens konvergiert. Diese Funktionen sind nun aber im 
@— fy 


ganzen Innern des Kreises i, regulir und verschwinden simtlich fiir = %,. 
Demnach findet fiir dieselben die gleichmaBige Konvergenz fiir das ganze 
Innere des Kreises k, mit Einschlu8 des Punktes x = 2, statt, und es er- 


gibt sich, daB die Grenzfunktion Bao(x) — _* ;, im Punkte x = a, reguliir 
7 0 


ist und daselbst verschwindet. Es ergibt sich also fiir z.(7) im Punkte 2, 
in der Tat eine Entwicklung der Form 


£0(") = =~ + ((0)). 


Weiter wollen wir bemerken, dab die GleichmaBigkeit der Konvergenz 
sich offenbar auch auf die Randpunkte von F, und dariiber hinaus er- 
streckt. Dies folgt natiirlich aus unserm oben dargelegten Abschiatzungs- 
verfahren ohne weiteres, da man den Punkt x auf die Begrenzung von 
F, verlegen und dariiber hinaus wandern lassen kann, Nur darf man 2® 
nicht mit einem relativen Windungspunkte unendlich hoher Ordnung zu- 
sammenfallen lassen. 

Nachdem dies festgestellt ist, erkennt man sofort, daB der Grenz- 
bereich ¥,, ein gewisser, den unendlich fernen Punkt in seinem Innern 
enthaltender schlichter Bereich ist, auf dessen Begrenzungslinien nun be- 
stimmte Grenzsubstitutionen erklart sind. Diese Grenzsubstitutionen sind, 
was ein besonders wichtiger durch das iterierende Verfahren dargebotener 
Vorteil ist, unmittelbar als lineare Substitutionen zu erkennen. Denn diese 
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Grenzsubstitutionen entstehen durch gleichmiBig konvergenten Grenziiber- 
gang aus den Randsubstitutionen der Bereiche Y,, ¥,,---. Wollen wir 
beweisen, daB etwa die Randsubstitutionen auf der Linie Z,,, linear sind, 
so bemerken wir, daB in der Folge der Bereiche ¥,, Y,,---. die auf den 
Linien Ly, Dy.i1, Leossa> Ls41,1 erklirten Substitutionen linear und 
sogar kanonisch normiert sind. Demnach miissen eben wegen der Gleich- 
miaBigkeit der Konvergenz auch die Randsubstitutionen auf Z,.; linear 
sein. Es kann hierbei auch nicht vorkommen, dab die Grenzsubstitutionen 
ausgeartete lineare Substitutionen sind, da je zwei zugeordneten Seiten 
des Bereichs Y,. zwei wohl unterschiedene Linien in der z,-Ebene sind, 
tiber deren GréBe und Lage sich auf Grund des Verzerrungssatzes ein- 
schrinkende Bestimmungen geben lassen, ebenso wie bei den Bereichen 
Vi Ys, Ys, Res 

Die Frage, ob der gefundene Bereich Y., auch die gewiinschte der 
gegebenen Signatur entsprechende kanonische Normierung der Randsubstitu- 
tionen zeigt, ist jedoch durch die vorhergehenden Bemerkungen noch nicht 
als erledigt anzusehen, wenigstens nicht in allen Fallen, insbesondere dann 
nicht, wenn komponierende Gruppen mit eigentlichem Grenzkreis vorkommen. 

Es ist klar, daB z. B. im Falle der Uniformisierung durch automorphe 
Funktionen des Schottkyschen Typus mit den vorhergehenden Bemerkungen 
in der Tat bereits alles Nétige gesagt ist. Ebenso ist es, wenn die zu- 
grundeliegende Aufschneidung der Riemannschen Fliache aufer isolierten 
Riickkehrschnitten Riickkehrschnittpaare oder Einschnitte (einteilige oder drei- 
teilige), ferner kanonische Normalsysteme mit endlicher Gruppe enthiilt. Ist 
es doch einleuchtend, da8 als Grenzfall einer elliptischen Substitution 
fester Ordnung stets wieder eine elliptische Substitution derselben Ord- 
nung sich ergeben muB, weil wie bereits erwaihnt, eine Ausartung nicht 
stattfinden kann. Aus denselben Griinden ist klar, daB® eine parabolische 
Substitution in der Grenze stets wieder eine parabolische Substitution 
liefern wird. Auf diese Weise erkennt man nun z. B. unmittelbar, dab 
im Falle des Problems ¢ meiner Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“, in welchem 
die Fliche F mit p getrennten Riickkehrschnittpaaren ausgestattet ist und 
eine Abbildung auf einen Fundamentalbereich mit 2p parabolischen Er- 
zeugenden gefordert wird, deren je zwei einem und demselben Paar an- 
gehérende einen und denselben Fixpunkt innerhalb der entsprechenden 
Begrenzungslinie des Fundamentalbereichs haben, die durch das iterierende 
Verfahren gefundene Grenzfunktion tatsichlich das gewiinschte leistet. 
Betrachten wir etwa in diesem Falle die Linien ZL, ,, L,.55, Leo giay*' - 
Wir haben dann stets zwei parabolische Substitutionen, deren gemein- 
schaftlicher Fixpunkt innerhalb der genannten Linien liegt. Die aus vier 
Seiten bestehende Linie L,,,,,, konvergiert, wenn m unendlich groB wird, 
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gegen die Linie L..,, die ebenfalls vier Seiten mit linearen Substitutionen 
besitzt, Substitutionen, welche jedenfalls parabolisch sein miissen. Der 
Fixpunkt muB ebenfalls wieder innerhalb L,.., liegen. Ist niimlich a,, etwa 
der zur Linie L,,,,,, gehérende Fixpunkt, so kann man auf Grund des 
Verzerrungssatzes wegen des zur Linie L,,,,,, gehdérenden begleitenden 
Flichenstreifens behaupten, daB der Punkt a, mit zunehmenden m gegen 
einen Grenzpunkt a, konvergiert, welcher eine angebbare Entfernung von 
der Linie L,,; besitzt und, wie gesagt, innerhalb L,.,; liegt. Dieser Punkt a, 
ist selbstverstiindlich wieder gemeinschaftlicher Fixpunkt der beiden para- 
bolischen Substitutionen. 

Eine etwas eingehendere Untersuchung ist erforderlich, wenn Gruppen 
mit eigentlichem Grenzkreis als komponierende Gruppen auftreten. 

Wir kénnen in einem solchen Falle, wie bereits erwihnt, wohl ohne 
weiteres schlieBen, dab, wenn etwa L,,, eine Linie ist, zu welcher eine 
eigentliche Grenzkreisgruppe gehéren soll, die auf Z,,, erklirten Substitu- 
tionen lineare Substitutionen sind. Jedoch ist nicht ohne weiteres klar, 
daB diese Substitutionen einen von Z,.; umschlossenen Kreis in,sich<rans- 
formieren, denn aus dem Umstande, daB die zu den Linien 


Ty, Da 43,1) Deyo 41,1 
gehérenden Substitutionen je einen gewissen Kreis 


a 


q+1? 2q+1? 2 


innerhalb jener Linien ungeiindert lassen, folgt noch nicht ohne weiteres, 
daB jener Kreis beim Grenziibergang in einen bestimmten Kreis 
lim K,,,,1= K. 


iibergehen miisse. Vielmehr ist dies besonders nachzuweisen. 

Man gelangt zu einem verhiltnismibig kurzen Beweise, wenn man 
sich der Héufungsprinzipien bedient, in folgender Weise. 

Man kann jedenfalls aus der Reihe der positiven ganzen Zahlen 
1, 2, usw eine Folge m,< m,< m,--- derart auswahlen, dab lim K,,,9+1 
existiert. Man hat zu dem Zwecke nur nétig die Auswahl so zu treffen, 
daB zuniichst der Mittelpunkt gegen einen bestimmten Grenzpunkt kon- 
vergiert, darauf aus der gefundenen Folge eine neue Folge, sodaB auch 
die GréBe des Radius gegen einen bestimmien Grenzwert konvergiert. Da 
simtliche Kreise in einem endlichen Bezirke enthalten sind, hat es in der 
Tat keine Schwierigkeit diese Auswahl zu treffen. Der so gefundene 
Grenzkreis, der sich méglicherweise auch auf einen Grenzpunkt reduzieren 
kann, heiBe Kz. Dann bemerken wir, daB die Substitutionen auf L,.,, 
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weil sie nicht ausgeartete lineare Substitutionen sind, den Kreis K, sicher 
in sich transformieren miissen. 


Nun ist aber auch klar, daB der Kreis K, sich nicht auf einen Punkt 
reduzieren kann, weil dies bedeuten wiirde, daB die aus den genannten 
Substitutionen entspringende Gruppe G,,, sich auf eine euklidische Be- 
wegungsgruppe reduzieren miibte, was mit der Signatur bez. Struktur 
dieser Gruppe nicht vertriiglich ist. Jetzt erkennen wir schlieBlich, dab 
der Kreis K. auch direkt gleich lim K,,,,, gesetzt werden kann. Wiire 


dies nimlich nicht der Fall, so kénnte man aus der Folge 1, 2, 3 eine 
solehe Teilfolge v,< v,< ¥,<---+ auswithlen, daB der Kreis K,,,.41 fiir 
jedes ganzzahlige positive « vom Kreise K, in einem solchen Grade unter- 
schieden wire, daB die GréBe: ,,Unterschied der Radien plus Entfernung 
der Mittelpunkte“ oberhalb einer von Null verschiedenen GréBe 0 bliebe. 
Aus der Folge der v, lieBe sich nun wieder eine Folge uw, so auswihlen, 
daB der Kreis K,.41 gegen einen bestimmten Kreis K,’ konvergiert, 
wenn « unendlich groB wird. Von diesem Kreis K.’ miiBte dann ebenfalls 
der Kreis K, soweit verschieden sein, daB der Unterschied der Radien 
plus dem Abstande der Mittelpunkte dieser beiden Kreise > 0 wiire. Die 
Gruppe G.., wire demnach eine Gruppe, welche sowohl den Kreis Ky als 
auch den Kreis KZ in sich transformiert. Das ist jedoch unméglich. Man 
hat zu unterscheiden den Fall, daB die beiden Kreise keinen, einen oder 
zwei Punkte gemeinsam haben. Diesen drei Fillen entsprechend miiBte 
sich die Gruppe auf eine aus einer einzigen elliptischen, parabolischen 
oder hyperbolischen Erzeugenden entspringende Gruppe reduzieren. 

Man kann die Unméglichkeit des gleichzeitigen Vorhandenseins der 
beiden Kreise K, und K,’ auch aus dem Umstande erkennen, daB die 
Reproduktionen des Bereichs Y.., bei Ausiibung der Gruppe G.,; sich 
dann sowohl gegen K, als auch gegen K.’ hiufen miibten, was offenbar 
nicht méglich ist. q. e. d. 

Ohne Anwendung der Hiufungsprinzipien gelangen wir folgender- 
maBen zum Ziele. 

Von den-Substitutionen der Linie L,., kann soviel jedenfalls behauptet 
werden, daB man die durch diese Substitutionen als Erzeugende defi- 
nierte Gruppe linearer Substitutionen auf den Bereich Y,. ausiiben kann, 
wobei sich die Bildbereiche glatt nebeneinander lagern und dabei in topo- 
logischer Beziehung genau die dem gewiinschten Grenzkreistypus ent- 
sprechenden Anordnungsbedingungen erfiillen. Denken wir uns fiir den 
Zweck der gegenwiirtigen Betrachtung die Linien L..2, Les, -- +, Log fort. 
Der von L,,; allein begrenzte, den unendlich fernen Punkt in seinem 
Innern enthaltende Bereich heiBe Y..,. Entsprechend haben wir die Be- 
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reiche ¥,,041,1 [m=1, 2, 3,---]. Indem wir auf ¥, , bez. Ying +1,1 die Ope- 
rationen der durch L, , bez. L,,,,,, erklirten linearen Substitutionsgruppe 
anwenden, gelangen wir in der Ebene des Bereichs L,, o+i,1 Zur vollen 
Bedeckung des AuBeren eines Kreises K,,,,,,, in der ¥,-Ebene zur vollen 
Bedeckung eines einfach zusammenhiingenden Bereichs, der den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthilt und von einer Linie K begrenzt 
wird, von welcher wir beweisen werden, daB sie ein Kreis ist, den man 
als den Kreis 

K, = lim K 


mq+i,1 


mse 


bezeichnen kann im Sinne eines geometrisch vorgestellten Grenziibergangs. 


Es werde zum Zwecke des Nachweises das AuBere der Linie K 
mit A bezeichnet. Der Bereich A ist, wie bereits erwihnt, einfach zu- 
sammenhingend und es ist die Linie K als Grenze von A definiert, 
welchem Bereiche wir nur innere Punkte zuschreiben. Die auf L,,; er- 
klirten linearen Substitutionen erzeugen eine lineare Substitutionsgruppe [, 
deren saimtliche Substitutionen den Bereich A in sich transformieren, so- 
daS auch jeder Punkt der Linie K wieder in einen Punkt der Linie K 
iibergeht. Wir machen zuniichst die Bemerkung, daB sich die Linie K 
nicht auf einen Punkt reduzieren kann, weil in diesem Falle die Gruppe [ 
sich auf eine euklidische Bewegungsgruppe reduzieren miiBte, wobei man 
sich den Punkt K ins Unendliche transformiert zu denken hiitte. Eine 
solehe Reduktion ist aber wie oben nicht méglich, weil die formale 
Struktur bez. die Signatur der Gruppe [ keiner euklidischen Bewegungs- 
gruppe entspricht (vgl. (C) der Abhandlung ,U. d. a. K. 1“). Wir be- 
trachten nunmehr die Fixpunkte der Substitutionen der Gruppe [. Ins- 
besondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit den Fixpunkter. der Substitutionen 
unendlich hoher Ordnung der Gruppe [ zuwenden. Solche Substitionen 
sind in der Gruppe [ sicher unbegrenzt viele vorhanden, weil die formale 
gruppentheoretische Struktur der Gruppe [ die Struktur einer Grenzkreis- 
gruppe ist. Indem man einer derartigen Substitution entsprechend die 
Bilder eines inneren Punktes des Gebiets A aufsucht, erhilt man offenbar 
eine gegen die Linie K konvergierende Punktmenge. D. h.: die Fixpunkte 
einer derartigen Substitution liegen simtlich auf der Linie K. Wir be- 
trachten jetzt auf der Linie K die Menge M aller Fixpunkte der Sub- 
stitutionen unendlich hoher Ordnung in der Gruppe. Diese Punktmenge 
wird durch jede Substitution der Gruppe [ in sich transformiert. Ich be- 
haupte, daB die Punktmenge MV eine unendliche Punktmenge ist. Wire 
sie namlich eine endliche Punktmenge, so sei die Anzahl der Punkte ent- 
weder gleich 1 oder gleich 2 oder gréBer als 2. 

Im ersten Falle sind simtliche Substitutionen unendlich hoher Ord- 
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nung der Gruppe [ parabolische Substitutionen, insofern als sie nur den 
einen Fixpunkt M besitzen. Die zur vollstaindigen Herstellung der Gruppe [ 
noch hinzukommenden Substitutionen endlicher Ordnung sind elliptische 
Substitutionen, welche, da sie ja auch die Menge M ungeindert lassen miissen, 
im augenblicklich betrachteten Falle nun ebenfalls den Punkt M fest- 
lassen. D. h. aber, dab die Gruppe F sich auf eine euklidische Bewegungs- 
gruppe reduzieren miBte, was unméglich ist. 

Nehmen wir zweitens an, dab die Punktmenge M sich auf zwei von- 
einander verschiedene Punkte reduziert, so kénnen wir diese beiden Punkte 
durch lineare Transformation in die Punkte 0 und oo verwandeln. Wir 
haben dann eine diskontinuierliche Gruppe erhalten, welche aus lauter 


Substitutionen der Form {= af und { = 5 besteht, unter « eine Kon- 


stante verstanden. Gehen wir von der £-Ebene in eine andere Ebene 
iiber, indem wir setzen log £ = u, so erhalten wir als punktweise eindeutig 
umkehrbar entsprechendes Bild von A ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet A’, das durch lauter Substitutionen der Form u’=+u+e, also 
durch eine euklidische Bewegungsgruppe in sich transformiert wird. 

Die dritte Méglichkeit, daB die Punktmenge M aus endlich vielen 
Punkten besteht, deren Anzahl > 3 ist, laBt sich durch die einfache Be- 
merkung ausschlieBen, dab es iiberhaupt nur endlich viele lineare Sub. titu- 
tionen geben kann, welche gewisse endlich viele Punkte, deren Anzahl 
> 3 ist, in sich transformieren. 

Aus den vorhergehenden Bemerkungen entnehmen wir das Resultat, 
daB die Punktmenge M aller Fixpunkte der Substitutionen unendlich hoher 
Ordnung in der Gruppe [ aus unendlich vielen Punkten besteht. Wir be- 
trachten nun irgend vier voneinander verschiedene dieser Fixpunkte. Sie 
mégen heiben F,, F,, F;, F,. Dann behaupte ich, daB diese vier Fix- 
punkte auf einem Kreise liegen. In der Tat liegen die entsprechenden 
vier Fixpunkte F,,, .4,1,°**» 2ng41,4 der korrespondierenden Substitutionen 
in der 4,,,,,-Ebene stets auf einem Kreise, niimlich auf dem Kreise 
Kuo+1,1- Nun ist klar, daB die Fixpunkte mit wachsendem Index m stetig 
gegen eine Grenzlage konvergieren, weil die Substitutionen selbst beim 
Ubergange von der z,,,,,-Ebene zur z,-Ebene gleichmaBig in die Grenz- 
substitutionen tibergehen, ohne daf eine Ausartung der Substitutionen 
stattfindet. Die erwihnte Grenzlage wird nun notwendigerweise von den 
Punkten F,, F,, F;, F', gebildet. Hiermit ist dann aber mit Riicksicht 
auf die Verschiedenheit der vier Punkte bewiesen, daB auch diese Grenz- 
fixpunkte auf einem Kreise liegen, der nun offenbar als der Kreis 


K,,.= lim K, 


mq+i1 
m= co 


definiert werden kann. 
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Aus dem vorhergehenden Resultat ergibt sich nun unmittelbar auch 
das weitere Resultat, daB tiberhaupt die ganze unendliche Punktmenge M 
auf einem und demselben Kreise niimlich dem Kreise K, enthalten ist. 
Weiter ergibt sich, daB alle Substitutionen der Gruppe [, da sie ja die 
Punktmenge M ungeifndert lassen, auch den Kreis K,, ungeandert lassen. 
Ferner ist klar, daB die linearen Reproduktionen des Bereichs ¥..., gemaB 
den Substitutionen der Gruppe [ simtlich auBerhalb des Kreises K~ liegen, 
da dies jedenfalls in der z,,,,,-Ebene fiir die korrespondierenden linearen 
Reproduktionen des Bereichs ¥,,,,,, gemaB den Substitutionen der Gruppe 
Gno+1,1 Tichtig ist. Unsere Gruppe [ ist also in der Tat eine Grenzkreis- 
gruppe, wie das Uniformisierungsproblem es verlangt. 


§ 15. 
Priifung der durch das iterierende Verfahren gelieferten Grenzab- 
bildung. Dritte Methode. Vertiefung des Konvergenzbeweises. 


Wir wollen hier noch ein anderes Beweisverfahren angeben, welches 
in einer gewissermaben mehr direkten Form zu dem Resultat fiihrt, dab 
die Gruppe [ eine Grenzkreisgruppe ist, welche einen innerhalb der Linie 
D,., liegenden, sich nicht auf einen Punkt reduzierenden Kreis K.. un- 
geiindert laBt. Fiir dieses Beweisverfahren ist gegeniiber dem ersten 
charakteristisch, daB wir den oben fiir den Bereich ¥, gefiihrten Kon- 
vergenzbeweis, namlich, daB dieser Bereich gegen einen bestimmten Grenz- 
bereich Y,, konvergiert, auf denjenigen Bereich Y', ausdehnen werden, 
welcher hinsichtlich seiner gruppentheoretischen Entstehung aus Y, durch 
die Bemerkung bestimmt ist, daB er in der formalen Gruppe G der ein- 
fachen Spiegelung an dem ersten Stiitzkreise erster Stufe entspricht. In der 
Ebene des Bereichs Y, wiirde diese Spiegelung sich entweder als wirkliche 
Spiegelung an einem Kreise darstellen, oder als Spiegelung im analytischen 
Sinne an einer geschlossenen reguliren Linie, je nachdem nimlich n=1 mod.q 
ist oder nicht. Wir nehmen wie oben an, dab etwa zur Linie L, , eine 
Gruppe vom Grenzkreistypus gehéren soll und bezeichnen mit K, ganz 
allgemein die Linie, an welcher in der z,-Ebene gespiegelt wird, um zum 
Bereiche Y’, zu gelangen. Es ist dann die Linie K,, wie bereits erwihnt, 
nur dann ein Kreis, wenn » = 1 mod. q ist. Ist allgemein n= + 1 mod. q, 
so hat man h Operationen in dem iterierenden Verfahren zuriickzugehen, 
um zu einem Kreise zu gelangen. Diese Operationen sind, was wir beson- 
ders hervorheben wollen, in der Umgebung der Linien 


K,, K, 1) K,-»: = K,-, _— Ky 


véllig reguliir, da die Funktionen zy,_(zy) [6=1,2,---,h] in dem Grund- 
bereiche [Wy] regulir sind, sogar in dem Bereiche [wv] + Wy. 
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Um nun die oben in § 13 dargelegten Grundsiitze des Konvergenz- 
beweises auch fiir den Bereich Y, zur Anwendung bringen zu kénnen, 
ist es vor allem nétig zu beweisen, daB der Bereich Y;, nicht beliebig 
zusammenschrumpfen kann. Hinsichtlich seiner Form unterliegt dieser 
Bereich den allgemeinen Gesetzen des Verzerrungssatzes; d. h. er kann 
seine Form nicht beliebig stark veriindern, da wir ja wenigstens im Falle 
des Fehlens von parabolischen Eckpunkten, ein Fall, den wir zuniichst allein 
betrachten wollen, die begleitenden Fliichenstreifen zur Verfiigung haben. 
Beachten wir, dab wir den Fall » + 1 mod.q durch eine im kritischen 
Gebiet regulire und daher den Prinzipien des Verzerrungssatzes unier- 
worfene Transformation mit dem Fall n =1 mod.q in Beziehung setzen 
képnen, so erkennen wir, daB der Nachweis der Unméglichkeit eines Zu- 
sammenschrumpfens des Gebietes Y, vollstindig erbracht ist, wenn gezeigt 
ist, daB die Spiegelhreise K,,,,,, fiir welche ja hinsichtlich ihrer GréBe 
eine obere Schranke unmittelbar gegeben ist durch den Umstand, daB die- 
selben innerhalb der Linie L,,,,,, verlaufen, micht beliebig zusammen- 
schrumpfen kinnen. Nehmen wir zum Zwecke dieses Nachweises etwa an, 
daB der Kreis K,,,,,, eimen beliebig kleinen Radius erhalten kénnte 
durch passende Bestimmung von m. Es sei r,, dieser Radius. Wir be- 
achten dann, daB wegen des allgemein zu L,, gehdrenden begleitenden 
Flachenstreifens die ktirzeste Entfernung des Kreises K,,,,,, von der 
Linie L,,,,;,, oberhalb einer von Null verschiedenen positiven Schranke 
liegt. Daraus folgt, daB der mit K, konzentrische Kreis mit dem 


mq+i,1 
Radius r,,+ y ebenfalls noch von der Linie Z,,,,,, umschlossen wird. 


Nun wiirde das Radienverhiltnis a eine beliebig kleine GréBe durch 


m 


passende Wahl von m. Daraus folgt, daB der in bezug auf den Kreis 
Kro+1,1 gemessene nichteuklidische Flicheninhalt des Gebietes ¥,,,,,,, 4- i. 
des einfach zusammenhiingenden AufBeren der Linie L,,,,,,, ebenfalls 
eine beliebig kleine GréBe wird durch passende Bestimmung von m. Ist 
doch dieser Inhalt kleiner, als der nichteuklidische Inhalt des ganzen 
AuBeren unseres Hilfskreises vom Radius r,-+y. Nun kann aber der nicht- 
euklidische Inhalt des Gebietes ¥,,.,,, als eines Grenzkreispolygons be- 
kannter Signatur aus dieser Signatur allein direkt als eine von m unab- 
hangige GréBe berechnet werden.*) Das ist im Widerspruch mit der eben 


*) Am einfachsten diirfte diese Berechnung folgendermafen stattfinden. Man 
geht aus von der Flicheninhaltsformel F = f { “ Y fir ein in der oberen Halb- 
“oe 


ebene liegendes nichteuklidisch auszumessendes Orthogonalkreispolygon Q. Durch 


einfache Inteyration folgt { If = a { dq, erstreckt iiber die Randkurve o, 
Zw es * & 
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gefundenen Tatsache, daB jener Inhalt beliebig klein gemacht werden kann 
durch passende Wahl von m. 


Es ist somit dargetan, daB das Gebiet Y’ nicht beliebig stark zu- 
sammenschrumpfen kann, sondern hinsichtlich seiner Gré®e nur zwischen 
zwei endlichen von Null verschiedenen, wirklich berechenbaren Schranken 
variieren kann. 

Nunmehr kann in der Tat unser oben fiir den Punkt 2 gefihrter 
Konvergenzbeweis auch fiir den Punkt 2’ gefiihrt werden, d. i. fiir den 
aus 2 durch Spiegelung an der Linie K, entstehenden Punkt. Es sei 
nur erwihnt, in welcher Weise hier der Umstand, daB kein beliebig 
starkes Zusammenschrumpfen des Gebietes Y’, stattfinden kann, beim Be- 
weise in Betracht kommt. Diese Bemerkung wird nimlich bendtigt, um 
fiir den Nenner des Cauchyschen Integrals eine untere Schranke angeben 
zu kénnen, welche wir oben mit D, hier etwa mit D’ bezeichnen. Im 
iibrigen ist zu sagen, daB bei dem Konvergenzbeweise natiirlich auch 
der Bereich Y, selbst wieder seine Rolle spielt, niimlich aus demselben 
Grunde, aus welchem beim Konvergenzbeweise der Y,, auch die Spiegel- 
bereiche Y’ als Bildbereiche erster Stufe in Betracht kamen. 


Nachdem die gleichmaBige Konvergenz der GriBe z;, erkannt ist, 
wird die GréBe 2, = lim 2’ eine bestimmte Abbildung des Gebietes F, 
liefern, wobei dem Punkte 2, ein Punkt C, entspricht. Dieser Punkt C, 
ist die Grenze der Punkte C,, welche bei der Spiegelung des unendlich 
fernen Punktes der z,-Ebene an der Linie K, innerhalb K, entsteht. Wir 
haben also mit unserem Konvergenzbeweise fiir die Bereiche Y’, zugleich 
die Konvergenz des Mittelpunktes C,,,,, des Spiegelkreises K,,,,, gegen 
den Grenzpunkt C, erkannt. Daf weiter der Kreis K,,,,,, fiir dessen 
GréBe wir ja bereits oben eine obere und untere Schranke aufstellen 
konnten, auch seiner GréBe und Lage nach gegen einen bestimmten Kreis 
konvergiert, ergibt sich nun ebenfalls. Indem wir nimlich die beiden 


Punkte 2”, und 2” betrachten. Aus dem beim Ubergange vom einen 


mqg+1 mq+1 
zum andern Punkte vermége der Spiegelung am Kreise K,,,,, in Betracht 
kommenden VergréSerungsverhiltnisse berechnet sich nimlich unmittelbar 
der Schnittpuokt S,,,,, der geradlinigen Verbindungslinie jener beiden 
Punkte mit dem Kreise K,,,,,, eine Verbindungslinie, deren Verlingerung 


wobei dm den zu cinem Randelement gehirenden Zentriwinkel bezeichnet. Daraus 
bestimmt sich F allein durch die Winkel dieses Polygons als pseudosphirischer 
Defekt. Ist Q jetzt ein Grenzkreispolygon mit paarweise bezogenen Seiten, so kann 
die einzelne Seite eventuell so modifiziert werden, daB sie aus lauter Orthogonal- 
kreisbigen zusammengesetzt ist, wobei dann die lings (innerhalb) der einzelnen Seite 
auftretenden Winkel vermége der Seitenzuordnung keine Beitriige liefern. 
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natiirlich durch den Punkt C,,,,, geht. Da nun das VergréBerungs- 
verhiiltnis 


ist, so folgt aus der Konvergenz der Gréfen z, und z’ die Konvergenz 
der GréBe * gegen einen Grenzwert fiir einen allgemeinen Punkt z, 
daher auch fiir den Punkt 2. Daraus aber ergibt sich, daB der Punkt 
S041 gegen einen bestimmten Punkt S. konvergiert, womit gezeigt ist, 
daB der Radius C,,,,, 5,,,,, des Kreises K,,,,, gegen einen bestimmten 
Grenzradius C,,S. konvergiert. 

Die Gruppe [ ist demnach in der Tat eine Grenzkreisgruppe, wie es 
sein soll. 

Ziehen wir jetzt den Fall des Vorkommens eines parabolischen Eck- 
punktes auf den Linien L, , in Betracht. 

Wir kénnen in diesem Falle unsere obige SchluBweise zum Nach- 
weise der Existenz einer unteren von Null verschiedenen Schranke fiir 
die GréBe der Kreise X,,,,, und damit der Unméglichkeit des Zusammen- 
schrumpfens des Bereichs ¥’, nicht unmittelbar anwenden. Jedoch gelangen 
wir durch folgende Modifikation zum Ziel. Wir fiihren wieder den bereits 
oben 8. 487, 488 erwahnten modifizierten begleitenden Flichenstreifen und die 
modifizierte Begrenzungslinie L,,, L; ,, ein, wobei die Modifikation darin 
besteht, daB der parabolische Zipfel von dem Flachenstiick ¥, , abgetrennt 
gedacht wird. Alsdann kiénnen wir unzweifelhaft, wie oben, schlieBen, dab 
das modifizierte Flichenstiick ¥,, Y", dem Verzerrungssatz voll unterworfen 
ist und daB der Kreis K,,,,, von der Begrenzungslinie L,,,, einen 
Abstand hat, welcher oberhalb einer endlichen Schranke bleibt. Wird 
nun angenommen, daS der Kreis K,,,,, beliebig zusammenschrumpfen 
kénnte, so wiirde jedenfalls der nichteuklidische Flicheninhalt des Gebietes 
Vio41,1 beliebig klein werden kénnen durch passende Wahl von m. Zu 
untersuchen ist noch, ob dabei auch das hinzukommende Zipfelstiick Z,, 
einen beliebig kleinen nichteuklidischen Flaicheninhalt bekommen miibte. 
Das ist in der Tat eine notwendige Folge. Wir haben nimlich, wenn 
wir uns die Kreisflichen K,,,,, in die Halbebene oberhalb der Achse 
des Reellen so transformiert denken, dab dabei der Punkt oo in den 
Punkt + i iibergeht, in der transformierten Ebene an Stelle des Flaichen- 
stiicks Y".,.,, eim Gebiet X,,, welches sich auf die unmittelbare Um- 
gebung des Punktes +7 zusammenzieht durch passende Wahl von m, 
wiahrend das Bild =,, des parabolischen Zipfel Z,, sich aus dieser Region 
nach der Achse des Reellen hinzieht. Wir kénnen annehmen, zwecks 
Abschiitzung der GréBe seines nichteuklidischen Flicheninhalts, dab er 
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sich zu dem Punkte oo erstreckt, wobei dann innerhalb des Zipfels wegen 
des logarithmischen Verhaltens der in Betracht zu ziehenden, dem Uber- 
gange der 2-Ebene zur (X,,+=,,)-Ebene oder £,-Ebene entsprechenden 
Abbildungsfunktion in dem betreffenden relativen Windungspunkte unend- 
lich hoher Ordnung, der imaginiire Teil unendlich groB wird. Da die 
parabolische Substitution des Zipfels =, sich in der Form €’ =€, + ¢,, 
darstellt, unter c, eine reelle Konstante verstanden, da ferner zwei 
einander zugeordnete Punkte des Zipfels in dem Gebiete X,, gefunden 
werden kiénnen, welch letzteres Gebiet sich auf den Punkt + 7 zusammen- 
zieht, so ergibt sich, daB c,, durch passende Wahl von m eine beliebig 
kleine GréBe wird. Werden nunmehr auf den Zipfel =,, alle Substitu- 
tionen (° =, +c, [v=0, +1,+2,---] angewendet, so ergibt sich 
eine Bedeckung eines Teiles der oberen ¢,-Halbebene, welcher in seiner 
ganzen Ausdehnung einen endlichen Abstand von der Achse des Reellen 
besitzt. Der Abstand kann etwa durch den untersten Punkt des Gebietes 


=,, bestimmt werden, welcher seinerseits héher als der Punkt + + liegend 


vorgestellt werden darf, weil ja X,, sich auf die unmittelbare Umgebung 
des Punktes +% zusammenzieht. Wendet man auf X,, die obigen Sub- 
stitutionen an, so erhilt man eine Kette untereinander zusammenhingender 
Bereiche, oberhalb welcher der Zipfel =,, liegt. Nun ist klar, daB der zu 
bestimmende nichteuklidische Inhalt des Zipfels =, kleiner ist als der 
nichteuklidische Inhalt des von den Geraden 


RE.) =O, RE) =¢,*) 


nach links und rechts und von der Geraden 
3(S,,) => *) 


nach unten begrenzten Flichenstreifens. Der nichteuklidische Inhalt dieses 
Streifens berechnet sich aber sofort als eine endliche, mit ¢,, proportionale 
GréBe. Demnach wird der Inhalt beliebig klein, wenn c,, beliebig klein wird. 

Wir haben im Vorhergehenden unsere Aufmerksamkeit nur auf einen 
parabolischen Zipfel gelenkt. Es ist klar, daS, wenn L,, mehrere para- 
bolische Zipfel hat, wir simtliche Zipfel uns zuniichst abgetrennt vorstellen 
kénnen zur Bildung des Bereichs Y;, und daB dann die schiitzungsweise 
Berechnung der Inhalte der Zipfel fiir jeden einzelnen ebenso wie vorhin 
ausgefihrt werden kann. 


Hiermit ist gezeigt, dab, wenn der Kreis K, beliebig klein werden 


matt 
kénnte, auch der in bezug auf diesen Kreis genommene nichteuklidische 


*) R = Reeller Teil von. 
**) 3 =Imaginiirer Teil von. 
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Flicheninhalt des Gebietes ¥,,,,,, beliebig klein werden miifte, ent- 
gegen der Tatsache von der Konstanz dieses Fliicheninhaltes. In den 
iibrigen Teilen verliuft die Entwicklung des Konvergenzbeweises fiir die 
z,, usw. ebenso wie oben. 

Im AnschluB an die vorstehenden Entwicklungen werde noch die 
Bemerkung gemacht, daB man nunmebr iiberhaupt schlieBen kann, dab 
die Kurve K,, die nur dann ein Kreis war, wenn x = 1 mod. q ist, gleich- 
miBig gegen den Kreis K. konvergiert im Sinne eines geometrisch vor- 
gestellten Grenziiberganges. 

Der Beweis ergibt sich aus der Untersuchung des Anniherungsgrades 
der Kurve K, an den Kreis K,_,, welcher in der Folge der Kurven K,, 
K,,--+ der nichstvorhergehende Kreis vor K, ist. Der Ubergang von der 
z,_,Ebene zur z,-Ebene wird vermittelt durch eine Funktion z,(z,_,), 
welche in dem Grundbereiche [y,_,] plus dem Gebiete Y,_, durchaus 
regular ist. Da nun die Differenz |z,—z,_,| im Gebiete ¥,_,<« wird, 
wenn » und also auch » —h hinreichend groB gewihlt wird, so gilt das 
gleiche auch in dem von Y,_, umschlossenen Gebiete [y, _ ,}. 


§ 16. 


Neue Behandlung der parabolischen Fille. Auffassung derselben 
als Grenzfille. 


In der Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“ habe ich am Schlusse gezeigt, 
wie man mit Hilfe eines allgemeinen Auswahlkonvergenzprinzips gewisse 
Uniformisierungsprobleme, welche sich auf dem damaligen Standpunkte 
nicht direkt erledigen lieben, durch einen Grenziibergang, ausgehend von 
behandelbaren Fiillen, bemeistern kann. Damals handelte es sich um die 
Fille, in welchen bei der Komposition parabolische Sicheln oder Parallelo- 
gramme mit je zwei parabolischen Substitutionen beteiligt sind. Diese Fille 
konnten in der vorliegenden Abhandlung mittels des iterierenden Ver- 
fahrens direkt behandelt werden, wie sich iiberhaupt das iterierende Ver- 
fahren durchgiingig als eine direkt auf alle dem Kompositionsgedanken ent- 
springenden- Uniformisierungsprobleme anwendbare Methode des Existens- 
beweises gezeigt hat. 

Wir wollen nun im folgenden darlegen, wie es mit Hilfe des ge- 
nannten Konvergenzprinzips méglich ist, diejenigen Faille, in welchen 
eigentliche Grenzkreisfundamentalbereiche mit parabolischen Ecken bei der 
Komposition beteiligt sind, durch Zuriickgehen auf solche Fille zu behan- 
deln, in welchen parabolische Ecken nicht vorkommen. 

Zu einer solchen Behandlungsweise bieten sich uns zwei Méglich- 
keiten dar. Man hat sich klar zu machen, in welcher Weise eine primitive 
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kanonische uniformisierende Variable vom Grenzkreistypus mit auch un- 
endlich hohen relativen Verzweigungszahlen als Grenzfall einfacherer Fille 
dargestellt werden kann. Einerseits kann man die unendlich hohen rela- 
tiven Verzweigungszahlen ersetzen durch endliche Verzweigungszahlen und 
mit der den abgeinderten Verzweigungszahlen entsprechenden uniformir 
sierenden Variabeln vom Grenzkreistypus zur Grenze iibergehen, indem 
man die abgeinderten Verzweigungszahlen unendlich groB werden laBt. 
Andererseits kann man aber auch die Ordnungszahl der Verzweigungs- 
punkte sozusagen beibehalten, jedoch dadurch einen einfachen Fall kon- 
struieren, daf man die betreffenden Verzweigungspunkte sich beseitigt 
denkt, indem man z. B. kleine Kreisfliichenstiicke aus der Riemannschen 
Flache F' ausgeschnitten denkt, deren jedes eine und nur eine der ge- 
nannten Verzweigungsstellen unendlich hoher Ordnung enthiilt. 

Die so reduzierte Fliche F, welche wir mit F” bezeichnen, wird 
im allgemeinen noch gewisse relative Verzweigungsstellen enthalten, die 
auf F markiert sind. Fir diese Verzweigungsstellen sind jedenfalls die 
zugeordneten Verzweigungszahlen alle endlich. Man kann nun die Flachen F” 
im Sinne der Grenzkreisuniformisierung uniformisieren, indem man die 
erwihnten in F” enthaltenen relativen Verzweigungsstellen endlicher Ord- 
nung einfiihrt. Die betreffende Uniformisierungstranszendente wird sich 
lings den begrenzenden Kreisen der Fliche F” regulir verhalten. Die sich 
ergebende Gruppe wird eine reelle Substitutionsgruppe vom Hauptkreis- 
typus (zweiter Typus nach der Terminologie meiner Abhandlung ,,U. d. a. 
K. I“); d. h. sie wird auch auf der Achse des Reellen selbst noch dis- 
kontinuierlich sein. Die Konstruktion der genannten vuniformisierenden 
Variabeln zu F” kann nach dem Muster der Bestimmung der GréBen ¢, 
bez. ¢,’ der genannten Abhandlung geleistet werden. Indem man nun die 
ausgeschnittenen Kreisflichenstiicke kleiner und kleiner werden laBt, ge- 
langt man in der Grenze zu der gewiinschten uniformisierenden Variabeln 
fir F mit den vorgeschriebenen Verzweigungspunkten unendlich hoher 
Ordnung. 

Hiermit ist ein zweiter Weg des Grenziiberganges bezeichnet, welcher 
vor dem ersten den beim iterierenden Verfahren hernach sich wesentlich 
geltendmachenden Vorzug bietet, daB er den Ausgangspunkt bei solchen 
uniformisierenden Variabeln nimmt, deren Wertegebiet nur von diskreten 
Punkten begrenzt wird. 

Fiir unser zu beweisendes allgemeines Uniformisierungstheorem mit. 
komponiertem Fundamentalbereich wire nun folgender Gedankengang ein- 
zuschlagen. Man fiihre an Stelle einer Grenzkreissignatur mit unendlich 
hohen Signaturzahlen zunichst entweder eine Grenzkreissignatur mit end- 
lichen Verzweigungszahlen statt der unendlichen ein, oder aber man 
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ersetze die Grenzkreissignatur durch eine Hauptkreissignatur, indem man 
kleine die relativen Verzweigungsstellen unendlich hoher Ordnung ent- 
haltende Kreisflichenstiicke aus F' ausschneidet. Darauf fiihre man nun 
fiir die so in der einen oder andern Weise geiinderte Signatur die Uni- 
formisierung der Fliche F' nach dem iterierenden Verfahren durch, was 
besonders bei Einfiihrung von Hauptkreissignaturen leicht ist, da dann 
die von den Grenzkreisen verursachten Schwierigkeiten wegfallen, ja sogar 
iiberhaupt eine Bezugnahme auf das iterierende Verfahren iiberfliissig wird, 
vielmehr die Methode der Uberlagerungsfliche bereits alles leistet. Nach- 
dem dies geschehen ist, gehe man mit der so gefundenen uniformisieren- 
den Variabeln zur Grenze iiber, indem man die Signatur in die Grenz- 
signatur iibergehen lift, was bei den Hauptkreissignaturen lediglich das 
Zusammenschrumpfenlassen der Kreisflichenstiicke bedeuten wiirde. Dieser 
Grenziibergang bietet bei Anwendung des erwaihnten Auswahlkonvergenz- 
satzes der Abhandlung ,,U. d. a K. IL“ keine Schwierigkeit dar. Es ist 
nachtriaglich sofort zu sehen, daB die erhaltene Grenzfunktion das Ge- 
wiinschte leistet, ganz analog wie wir oben in § 14 fiir die Grenzabbildung 
die Priifung durchfiihren konnten. Der Unitiitssatz schlieBlich gestattet zu 
schlieBen, daB der genannte Grenziibergang auch unabhingig von einer 
Auswahl zu der einen gewiinschten Grenzabbildung fiihrt. Man vergleiche 
hierzu die analogen Entwicklungen in § 19 der Abhandlung ,,U. d. a. K. IL“ 


SchluBbemerkungen. 


In einer weiteren Abhandlung ,,Uber die Uniformisierung der alge- 
braischen Kurven. IV.“ werde ich, ankniipfend an Klein und Poincaré, 
zeigen, wie man alle von uns in den Abhandlungen I, I, II] behandelten 
Uniformisierungsprobleme mit Hilfe der Kontinwitdétsmethode behandeln 
kann. Diese Abhandlung IV wird iiberhaupt eine erstmaiige durchgreifende 
Begriindung dieser Methode geben. Eine vorliufige kurze Darstellung meines 
Beweises habe ich in einer Note ,,Begriindung der Kontinuititsmethode 
im Gebiete der konformen Abbildung und Uniformisierung“ in den Géttinger 
Nachrichten: 1912 veréffentlicht, worin ich hauptsichlich die von mir auf 
der Naturforscher-Versammlung in Karlsruhe (Sept. 1911) diesbeziiglich 
gemachten Mitteilungen wiedergebe. Wesentliche Beitriige zur definitiven 
Begriindung der Kontinuitiitsmethode haben nach Klein und Poincaré, 
E. Ritter, R. Fricke und neuestens L. E. J. Brouwer geliefert. 
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Uber die Methode des Dirichletschen Prinzipes. 
Von 


Ricwarp Courant in Géttingen. 
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Die klassische SchluBweise des Dirichletschen Prinzipes, die durch 
den WeierstraBschen Einwand aus dem Gebaude der strengen Mathematik 
verbannt worden war, ist bekanntlich in neuerer Zeit von Hilbert zu einem 
voligiiltigen Beweisverfahren erhoben worden. Die erste von Hilbert ge- 
gebene Methode zur Begriindung des Dirichletschen Prinzipes*) wurde 
von ihm nur skizziert. Sie bezieht sich auf die Randwertaufgabe der 
Theorie des logarithmischen Potentials und erscheint einer unmittelbaren 
Ausdehnung auf die weiteren Existenztheoreme der Funktionentheorie nicht 
fihig. Die zweite Hilbertsche Methode dagegen, die von ihm an dem 
Beispiele des Beweises fiir die Existenz iiberall endlicher Potentiale auf 
gegebenen Riemannschen Flichen ausfiihrlich dargelegt ist,**) und die 


*) Vgl. ,,Uber das Dirichletsche Prinzip*, Jahresb. der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung 1900, abgedr. im J. f. Math. 129. 

**) Uber das Dirichletsche Prinzip, Festschrift zur Feier des 150-jihrigen Be- 
stehens der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, abgedr. in Math. Ann. 59. Die an die 
Hilbertschen Abhandlungen ankniipfende Literatur ist zitiert bei Hilbert, ,,Zur Theorie 
der konformen Abbildung*. Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 17. Juli 1909. 
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auf Uberlegungen von auferordentlicher Allgemeinheit und Tragweite 
beruht, ist keineswegs auf das genannte Problem beschrinkt. Indessen 
miissen bei der Anwendung dieser Methode zur Fiihrung anderer Existenz- 
beweise stets noch weitere Betrachtungen hinzukommen, die, wenn sie 
auch nicht so prinzipiellen Charakter tragen, doch den gesamten Existenz- 
beweis zu einer Kette recht umstindlicher und tiefgehender Entwicklungen 
machen. 

Es erschien mir daher wiinschenswert, eine andere Methode zur Be- 
griindung des Dirichletschen Prinzips zu suchen, die einerseits in ein- 
facherer Weise zum Ziele fiihrt, andererseits ohne wesentliche Modifikationen 
auf simtliche in Frage kommenden Existenzbeweise der Funktionentheorie 
anwendbar ist. Eine solche Beweismethode laBt sich nun in der Tat aus- 
arbeiten, wenn man sich die spezielle Natur des Minimalproblems in 
héherem Grade nutzbar macht, als Hilbert dies tut. 

In der vorliegenden Arbeit méchte ich eine vollstindige Darlegung 
dieser Methode und ihrer wichtigsten Anwendungen auf die Funktionen- 
theorie geben.*) 

Zur allgemeinen Charakterisierung der Methode mégen einige Be- 
merkungen vorausgeschickt werden. Wir betrachten, um die Vorstellung 
zu fixieren, einen von einer analytischen Kurve begrenzten einfach zu- 
sammenhiingenden Bereich Q in der zy-Ebene. Um die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir diesen Bereich zu lésen, bildet man nach Kie- 
mann fiir alle in Q zweimal stetig differentiierbaren Funktionen g, die 
die vorgeschriebenen Randwerte besitzen, das Integral 


Dow) =f {(22)'+ Gp)'| aaa. 


Ist u diejenige der Funktionen gy, die das Integral D(g) zum Mini- 
mum macht, so zeigt man leicht, daB wu die Lésung der Randwertaufgabe 
ist. Diese Betrachtungsweise nannte Riemann das Dirichletsche Prinzip. 
Um es zu einem Beweise auszugestalten, hat man zu zeigen, daB das 
Variationsproblem: D(g) = Minimum wirklich eine Lésung besitzt, und 
bekanntlich liegt darin die Schwierigkeit der Sache. Wir werden hier 
diesen Nachweis erbringen, indem wir das Variationsproblem geeignet 
modifizieren. Nehmen wir fiir den Augenblick an, das urspriingliche 
Variationsproblem und damit die Randwertaufgabe besiBe eine Lisung u, 
dann folgen aus einem Hilfssatze tiber Potentialfunktionen, den wir in 





*) Der Grundgedanke dieser Methode ist von mir in einer kurzen Note dar- 
gelegt worden: ,,Zur Begriindung des Dirichletschen Prinzips“, Nachr. d. Kgl. Ges. 
d. Wiss. zu Gottingen, 28. Mai 1910. 











Dirichletsches Prinzip. 519 


§ 2 beweisen werden, fiir die Ableitungen s, = im Innern von Q gewisse 
Ungleichungen; ebenso kann man fiir den Betrag |u| in Q eine feste obere 
Schranke angeben, und schlieBlich bemerkt man, daB u auch ein Minimum 
von D(q) liefert, wenn man alle stetigen, nur stiickweise*) zweimal stetig 
differentiierbaren Funktionen zum Vergleiche zuliBt. Wir werden nun ein 
Variationsproblem betrachten, bei dem das Integral D(g) zum Minimum 
za machen ist, der Bereich der zur Konkurrenz zugelassenen Vergleichs- 
funktionen jedoch einerseits durch Zulassung stetiger, stiickweise zweimal 
stetig differentiierbarer Funktionen erweitert, anderseits durch gewisse ge- 
eignet gebildete Ungleichungen den obigen Bemerkungen entsprechend 
verengert wird, derart, daB die Lésung des neuen Variationsproblems mit 
der des alten, wenn sie vorhanden ist, notwendig iibereinstimmen muB. 
Diese kiinstlich hinzugefiigten Nebenbedingungen werden so gebildet sein, 
daB unter Voraussetzung der Lisbarkeit der Randwertaufgabe fiir jedes 
Rechteck zanichst die Existenz der Liésung des Variationsproblemes und 
hieraus sodann die Lésbarkeit des urspriinglichen Variationsproblemes ge- 
folgert werden kann. Da die Randwertaufgabe fiir das Rechteck durch 
wohlbekannte elementare Betrachtungen erledigt ist, so ergibt sich auf 
diese Art der gewiinschte Existenzbeweis. — Ganz analog verhilt es sich 
bei den tibrigen in Frage kommenden Existenzbeweisen. 

Diese Andeutungen iiber die Methode mégen hier geniigen. Was den 
hauptsichlichen Inhalt der einzelnen Abschnitte der vorliegenden Arbeit 
betrifft, so enthilt § 1 eine Diskussion der Randwertaufgabe fir Kreis 
und Rechteck und ihres Zusammenhanges mit dem Dirichletschen Minimal- 
prinzip; diese sehr einfachen, auf Hadamard**) zuriickgehenden Uber- 
legungen sind zu einer strengen Behandlung unseres Gegenstandes uner- 
laBlich. In § 2 wird der oben erwahnte Hilfssatz entwickelt und ein 
weiterer Hilfssatz aus der Potentialtheorie formuliert. § 2 enthilt die 
Anwendung unserer Methode auf den Existenzbeweis fiir die Greensche 
Funktion eines Rechteckpolygons, d. h. eines von endlich vielen gerad- 


*) Wir geben hier die in der vorliegenden Arbeit festgehaltene Definition: Eine 
Funktion f(s) einer Variabeln s heiBe in einem Intervalle a<s<b stiickweise n-mal 
stetig differentiierbar, wenn die m» ersten Differentialquotienten iiberall im Intervalle 
von endlich vielen Punkten abgesehen, existieren, beim Herannahen an diese Punkte 
von beiden Seiten aus endliche Grenzwerte besitzen, im iibrigen stetig sind. Eine Funk- 
tion f(a, y) zweier Variabeln x, y heibe in einem Gebiete Q stiickweise n-mal stetig 
differentiierbar, wenn die m ersten Ableitungen iiberall im Innern von 2, von endlich 
vielen Punkten und endlich vielen analytischen Kurvenstiicken abgesehen, existieren, 
beim Herannahen an diese Kurvenstiicke von beiden Seiten aus endlichen Grenz- 
werten zustreben, im iibrigen jedoch stetig sind. 

**) Vgl. Hadamard, Bull. Soc. Math. de France 34, 1906. 


34* 
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linigen Strecken parallel zu den Koordinatenachsen begrenzten, einfach 
zusammenhingenden Bereiches. Die Methode dieses Paragraphen ist ohne 
Modifikation auch fiir das entsprechende Problem im Raume anwendbar. 
In § 4 wird dieses Resultat auf beliebige einfach zusammenhingende, von 
endlich vielen stetig gekriimmten Kurvenstiicken begrenzten Bereiche aus- 
gedehnt. § 5 bringt die Anwendung der Methode auf den Beweis fiir die 
Existenz gewisser in den modernen Theorien der konformen Abbildung 
und Uniformisierung wichtiger Potentiale; § 6 behandelt kurz den wich- 
tigsten hierher gehérigen Abbildungssatz, der besagt, daB man jeden end- 
lich- oder unendlich-vielfach zusammenhingenden Bereich vom Geschlechte 
Null auf die von geradlinigen parallelen Strecken begrenzte Ebene konform 
abbilden kann. In § 7 beschiftigen wir uns mit der Existenz der Abelschen 
Integrale auf gegebenen Riemannschen Flichen. Die SchluBbemerkung end- 
lich wird auf andere Anwendungen sowie auf die Beziehungen zwischen der 
Methode des Dirichletschen Prinzips und der Schwarzschen alternierenden 
Methode hinweisen. 

Die Darstellung ist so gehalten, dab die hier behandelten Fragen 
méglichst ohne Heranziehung anderer Literatur verstiindlich sind. Daher 
habe ich stellenweise, wie z. B. in § 1, auch solche Betrachtungen auf- 
genommen, deren Prinzip sich in der Literatur schon findet. 


1. 


Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie und das Dirichletsche 
Prinzip fiir Kreis und Rechteck. 


Vermége der Poissonschen Formel beherrschen wir die Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie fiir den Kreis; da man, wie bekannt,*) jeden 
Kreis vermittels eines elliptischen Integrals konform auf ein gegebenes 
Rechteck abbilden kann, so beherrscht man ebenso die Randwertaufgabe 
fiir das Rechteck. Wir werden uns daher bei den Beweisen dieses Para- 
graphen auf den Kreis beschranken, diirfen aber damit das Rechteck als 
mit erledigt betrachten und die Siitze fiir Kreis und Rechteck gleichzeitig 
aussprechen. 

Um eine kurze Bezeichnung zur Hand zu haben, wollen wir eine 
Funktion f des Ortes auf der Randkurve eines einfach zusammenhiingen- 
den Gebiets Q eine Randfunktion fiir dieses Gebiet nennen; als unab- 
hingige Variable kénnen wir dabei etwa die Bogenliinge s oder beim 
Kreise den Zentriwinkel # wihlen. Jede in Q stetige Funktion (2, y) — 
wir wollen stets ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den Koordi- 


SP 


*) Man vgl. z. B. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, 8. 359. 
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naten 2, y zugrundelegen —, die bei Annaherung des Punktes 2, y an einen 
Randpunkt mit dem Parameter s in den Wert f(s) tibergeht, soll eine zur 
Randfunktion f(s) gehérige Funktion in Q heiBen. Die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie ist also die, eine zu einer vorgegebenen stetigen Rand- 
funktion f(s) gehérige, in Q regulire Potentialfunktion u(x, y) zu finden. 

Sei K ein Kreis um den Anfangspunkt des Koordinatensystems und seien 
o=V2?+y*, #=—arctg £ die zum Mittelpunkt gehérigen Polarkoordi- 
naten, so wird die Randwertaufgabe fiir K, wenn wir der Kiirze halber 


den Radius gleich 1 nehmen, durch die Poissonsche Formel in folgender 
Weise gelist 


a=oe 


(1) u(a, y) = . +> (a, cos n& + b, sin n#)o", 
wobei a 
22 
a, = 1 fro) cos n# dé, 
(2) ; 


b, = + fro) sin nd dd 
0 


die Koeffizienten der Entwicklung der Randfunktion /(#) in eine Fouriersche 
Reihe sind. Damit ist nicht nur die Existenz, sondern auch ein expliziter 
Ausdruck der Lésung der Randwertaufgabe fiir den Kreis gegeben, ohne 
da8 iiber die Randfunktion mehr als etwa die Stetigkeit vorausgesetzt zu 
werden braucht. 

Vom Standpunkte des Dirichletschen Prinzips aus wire die Potential- 
funktion u(x, y) zu charakterisieren als Lésung des Dirichletschen Varia- 


tionsproblemes, ’ 
Oan\2 2 
Dig) “IG + (5) | deay 


zum Minimum zu machen, wenn zur Konkurrenz alle in K zweimal stetig 
differentiierbaren, zur Randfunktion f(#) gehérigen Funktionen g zuge- 
lassen werden. Wenn das Variationsproblem eine Lisung besitzt, so muB 
diese bekanntlich auch die Randwertaufgabe lésen, d. bh. mit der Funk- 
tion u(x, y) identisch sein. Es gilt jedoch nicht die Umkehrung; die 
Lésung der Randwertaufgabe braucht das Variationsproblem nicht zu 
lésen, d. h. dieses braucht nicht fiir jede stetige Randfunktion /(#) lésbar 
zu sein. Um dies einzusehen, bilden wir mit Hilfe von (1) 
22 1 


Dw) = J f\(e)'+ (Ga) Jeaeae 
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und finden durch kurze Rechnung 


(3) D(u) = >) n(a? +03)*). 


Die Konvergenz dieser Reihe ist also notwendige Bedingung fiir die Lés- 
barkeit des Variationsproblems. Da es nun stetige Funktionen /(#) gibt, 


u=e 





fiir die die Reihe (8) divergiert, x. B. f(#)— "=", so braucht das 


Dirichletsche Variationsproblem nicht stets eine Lésung zu besitzen. Wir 
wollen dieses Problem nun an der Hand der Formeln (1), (3) diskutieren, 
um einfache, anwendbare hinreichende Bedingungen fiir seine Lésbarkeit 
zu erhalten. Wir behaupten zunichst: 

Hilfssatz L Wenn das Dirichletsche Integral D(u) der zur Rand- 
funktion f(#) gehirigen Potentialfunktion u existiert, so ist u die Lisung 
des Dirichletschen Variationsproblems. Ist p irgend eine andere, zur selben 
Randfunktion gehirige, in K stetig differentiierbare Funktion, deren Dirich- 
letsches Integral D(q) existiert, so ist 
(4) D(u) = D(y) — Dig —u). 

Zum Beweise beachten wir, daB aus der Existenz von D(u) und D(q) 
leicht die von 


(2 7] 0p 6 ; 
D(q, u) = [J oe = + i: Sy) dxdy und D(po—u) 


folgt. Da go —u=h eine am Rande verschwindende Funktion ist, so wird 
zufolge der Identitiit 
D (gy) = D(u) + 2D(u, h) + Dh) 
der Beweis der Gleichung (4) und somit des Hilfssatzes erbracht sein, 
sobald fiir jede solche stetige, am Rande verschwindende Funktion h das 
Bestehen der Relation 
D(u, h) =0 

bewiesen ist. Zu diesem Zwecke ersetzen wir in h die Argumente z, y 
durch — = 7 z, unter « eine kleine positive Konstante verstanden, und 
definieren: 

h(a, y)=h (=; 5) im Kreise K, mit dem Radius 1 — e, 

h,(z, y) =9 auBerhalb K,,. 





*) Vgl. Hadamard, 1. c., wo zum ersten Male auf Grund dieser Relation die Be- 
merkung gemacht ist, daB es stetige Randwerte geben kann, fiir die D(u) nicht exi- 
stiert. Diese Tatsache ist jedoch schon = von Prym entdeckt worden: ,,Zur Inte- 


gration der Differentialgleichung cat ov “= 0", J. f. Math. 73 (1871). 
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Dann ist h, in K stetig, es gilt tiberall in K [,h,=h, und diese Glei- 
«=0 


chung besteht gleichmaBig fiir jeden zu K konzentrischen Kreis mit 
kleinerem Radius als 1. Hieraus folgt leicht [, D(u,h,) = D(u,h), und 
#«=0 


da zufolge der Greenschen Formel fiir jedes « D(u,h,)=0 gilt, so 
ist auch 

D (u, h) = 0, 
wie gezeigt werden sollte. 

Um nun einfache hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von 
D(u) za erhalten, erinnern wir uns der aus den Elementen der Theorie 
der Fourierschen Reihen bekannten Tatsache, daB aus den Formeln (2) 
durch partielle Integration fiir jede stetige Randfunktion /(#), deren erste 
und zweite Ableitungen an einer oder mehreren Stellen endliche Spriinge 
erleiden diirfen, im iibrigen aber stetig verlaufen und beschrinkt sind, fir 
die Produkte n® a,|, n?\b,| die Existenz einer von m unabhiingigen oberen 
Schranke folgt. Da sich*hieraus sofort die Konvergenz von (3) ergibt, 
so erhalten wir folgenden Hilfssatz: 

Hilfssatz Il. Wenn die stetige Randfunktion f(#) tiberall endliche, 
abteilungsweise stetige erste und zweite Ableitungen besitzt, so existiert das 
Dirichletsche Integral der zugehirigen Potentialfunktion. 

Aus den beiden vorangehenden Hilfssiitzen erschlieBen wir nun ein 
recht allgemeines, fiir unsere spiteren Zwecke niitzliches, hinreichendes 
Kriterium fiir die Existenz von D(u), bei dem iiber die Randfunktion 
f(#) nicht mehr als die Stetigkeit explizite vorausgesetzt wird. 

Hilfssatz Il. Wenn es irgend eine zur stetigen Randfunktion f(#) 
gehirige, in K stetige, stiickweise zweimal stetig differenzierbare*) Funktion » 
gibt, deren Dirichletsches Integral D(g) ewistiert, dann existiert auch 
das Dirichletsche Integral der zur Randfunktion f(#) gehirigen Potential- 
funktion u. 

Beweis: Es sei K, der zu K konzentrische Kreis mit dem Radius 
1—e<1, f,(#) der Wert von gm auf dem durch den Zentriwinkel # 
charakterisierten Peripheriepunkte von K,, u, die zu f,(#) als Randfunk- 
tion gehérige Potentialfunktion fiir K,. Nach Hilfssatz II existiert 


Dud = ff {(Gi)'+ (54)') ana 
(Kg) 
und zwar ist nach Hilfssatz I 
D,(u,) < Dy) < Dg). 


*) Vgl. die Definition auf 8. 519 Anm. 
**) Ausgenommen hichstens endlich viele Werte von s. 
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Andererseits folgt aus der Tatsache, dab 


Lf.(®) = f(#) 
ist und daB diese Gleichung fiir alle # gleichmaBig gelten muB, die Relation 
L ~~ u*), 


#=0 o 
und auch diese besteht gleichmaBig fiir jeden zu K konzentrischen Kreis 
K,, mit dem Radius 1 — » <1. Daraus folgt 


D,,(u) - LD, (u,)< D(g), 
und daher existiert 
LD,(w) = De), 
wie wir zeigen wollten. 

Dieser Satz Ill gilt sofort fiir das Rechteck mit, da ja das Dirichletsche 
Integral bei konformer Abbildung des Rechtecks auf einen Kreis seinen 
Wert behiilt. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir noch folgenden Satz 
beweisen, den wir spiter anwenden werden. 

Hilfssatz Illa. Sind auf drei Seiten eines Rechtecks R stetige Rand- 
werte vorgegeben und existiert zu diesen Randwerten eine iiberall in R stetige, 
stiickweise zweimal stetig differentiierbare**) Funktion gp, deren Dirichletsches 
Integral einen endlichen Wert hat, so gibt es eine in R regulire Potential- 
funktion u, die zu den betreffenden Randwerten gehirt und ein absolutes 
Minimum des Dirichletschen Integrals D(q) fiir das Rechteck liefert, wenn 
zum Vergleiche alle zu den betreffenden Randwerten gehirigen, in R stetigen 
und stiickweise zweimal stetig differentiierbaren*) Funktionen zugelassen 
werden. Diese Funktion u erfiillt auf der vierten Seite & des Rechtecks die 


Bedingung a 0, wo 2 die Normalenrichtung ist. 


Zum Beweise nehmen wir zunichst an, » besiBe an Z stetige Rand- 
werte und 1. und 2. Ableitungen. Dann spiegeln wir das Rechteck R 
an 2 und gelangen so zu einem doppelten Rechteck R,. Indem wir 
die auf den drei Seiten von R gegebenen Randwerte auf die ganze 
Umrandung von R, spiegelbildlich fortsetzen, und mit diesen Randwerten 
fir R, die Randwertaufgabe lésen, erhalten wir eine iiberall in R, regu- 


lare Potentialfunktion u, die offenbar an die Bedingung se = 0 erfillt, 


und auBerdem, wie aus unserem Hilfssatz III folgt, das Dirichletsche 


*) Vgl. Hilfssatz VI, S. 10. 
™) Vgl. die Definition auf 8. 519 Anm. 
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Variationsproblem fiir R, und die vorliegenden Randwerte list. Hieraus 
ergibt sich sofort, daB « auch das Dirichletsche Integral tiber R zum 
Minimum macht, wenn zum Vergleiche alle in R stetigen, stiickweise 
stetig differentiierbaren Funktionen zugelassen werden, die auf 2 beliebige 
Randwerte, auf den anderen Seiten von R die vorgeschriebenen Randwerte 
haben; wie die Anwendung der Greenschen Formei zeigt, bleibt diese 
Minimaleigenschaft bestehen, wenn man zur Konkurrenz auch noch solche 
Funktionen zulaBt, die auf 2 gar keine bestimmten Randwerte annehmen, 
jedoch unterhalb einer endlichen Schranke bleiben. 

Falls unsere oben iiber g gemachte Annahme nicht zutrifft, so ver- 
fahre man ganz analog wie beim Beweise des Hilfssatzes III, indem man 
von R durch eine Parallele zu 2 im Abstande « ein Stiick abschneidet 
und dann zur Grenze fiir ¢ = 0 iibergeht. 

Wir wollen die Randwertaufgabe: eine Potentialfunktion zu kon- 
struieren, die auf einem Teil der Berandung eines Gebietes gegebene Rand- 
werte, auf dem anderen Teil verschwindende normale Ableitungen hat, 
die gemischte Randwertaufgabe nennen. Fiir Kreis und Rechteck ist durch 
die obigen Betracktungen allgemein diese gemischte Randwertaufgabe ge- 
list, da man durch eine leicht zu bewerkstelligende konforme Abbildung 
eines Rechtecks auf sich selbst es stets erzielen kann, dab ein gegebenes 
Stiick der Begrenzung in eine Seite iibergeht. 


g 2. 
Hilfssiitze iiber Potentialfunktionen. 
Wir werden hiiufig von dem folgenden Hilfssatze Gebrauch zu machen 
haben. 


Hilfssatz IV.*) Ist u(x, y) eine im Kreise K, mit dem Radius r 
regulire Potentialfunktion und ist 


S)\ Gal + Gy) azan<s 
(Ky) 
so ist im Mittelpunkte ra ae 
u u Ss? 
Wieuciting (55) + Ge) <i 
eweis: Es ist ” 


(is), va,J as @ 


*) Vgl. meine Dissertation: ,,Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes 
auf die Probleme der konformen Abbildung* § 3, Gétt. 1910, sowie Math. Ann. 71 
und die dort zitierte Arbeit von Koebe. 
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wobei (F), den Wert von Po fiir den Mittelpunkt des Kreises bedeutet 


und das Integral iiber irgend einen zu K, konzentrischen Kreis vom 
Radius 9 <r erstreckt werden soll, in dem # der Zentriwinkel ist. Durch 
Multiplikation mit @ und Integration nach g von 0 bis r folgt 


r? (du 1 Ou 
2 (5),~ 2 fi Ox dz dy, 
(Ky) 
also zufolge der bekannten Schwarzschen Ungleichung 
Ou\2 rx “ou? : 
Gxn< st ff (2) en ey; 
(K,) 


durch Addition der entsprechenden Ungleichung fiir Ge), ergibt sich nun 
unmittelbar die Behauptung. 


Hilfssatz V. Wenn die Randwerte einer im Inneren eines Kreises 
bez. Rechteckes reguliiren Potentialfunktion auf einem Randstiicke X dreimal 
stetig differentiierbar sind und stiickweise stetige vierte Ableitungen besitzen, 
so existieren im Inneren dieses Randstiickes die Ableitungen jedenfalls bis 
zur zweiten Ordnung einschlieBlich. 

Zum Beweise nehmen wir zuniichst an, daB die Voraussetzungen 
unseres Hilfssatzes fiir die ganze Kreisperipherie erfiillt sind. Dann folgt 
aus den Formeln (2) in § 1 durch mehrmalige partielle Integration 


M 


| 4, <P b, 2a 


n*? 


wo M eine von » unabhiingige Zahl bedeutet. Diese Ungleichungen aber 
lehren uns, daB wir in der Formel (1) aus § 1 fiir 9=1 gliedweise nach 
@ und # zweimal differentiieren diirfen, woraus unser Hilfssatz folgt. Ist 
aber die Voraussetzung des Hilfssatzes nicht auf der ganzen Kreisperipherie 
erfiillt, so setzen wir die Randwerte von dem Stiicke Z so iiber die ganze 
Kreisperipherie fort, daB die entstehende neue Randfunktion f*(#) auf der 
ganzen Peripherie die genannte Voraussetzung erfillt. Ist dann u*(z, y) 
die zugehérige Potentialfunktion, so gilt unser Satz jedenfalls fiir u*. Da 
nun die Potentialfunktion u—wu* auf ZX verschwindet, so laBt sie sich 
durch Spiegelung iiber ZX hinaus fortsetzen; daher existieren jedenfalls 
ihre simtlichen Ableitungen auf 2, und hieraus folgt unser Satz fiir w un- 
mittelbar. 

Hilfssatz VI. Seien f,(#), f,(#), --- unendlich viele, auf der Kreis- 
peripherie K von K stetige Funktionen, die alle unterhalb einer Schranke 
bleiben, und gegen eine iiberall auf K hichstens mit Ausnahme endlich vieler 
Punkte stetige Funktion f(#) konvergieren. Dann konvergiert die Folge der 
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sugehdrigen Potentialfunktionen u,, Us, Us,--- gegen die zu f(#) gehirige 
Potentialfunktion u, und diese Konvergenz ist gleichmdfig fiir jedes ganz 
im Inneren von K gelegene Teilgebiet. 

Der Beweis folgt unmittelbar, wenn die Funktionen u, und w im 
Inneren von K durch die Greensche Funktion dargestellt werden. 


g 3. 
Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir ein Rechteckspolygon. 


Unter einem Rechteckspolygon wollen wir ein solches verstehen, dessen 
Winkel simtlich rechte sind, dessen Seiten also abwechselnd zur z- und 
y-Achse parallel angenommen werden kénnen. Wir wollen auf Grund 
der Methode des Dirichletschen Prinzipes die Lésbarkeit der Randwert- 
aufgabe fiir ein beliebiges Rechteckspolygon Q dartun. Es geniigt zu 
diesem Zwecke bekanntlich, die Existenz der Greenschen Funktion zu be- 
weisen, d. h. einer Funktion, die auf dem Rande [ von Q die Werte 
—logr annimmt, wobei r = V(x—2,)?+ (y—y)* ist und 2, yy die Ko- 
ordinaten eines beliebigen Parameterpunktes in 2 bedeuten. Die Betrach- 
tungen dieses Paragraphen treffen jedoch nicht nur die Greensche Funktion, 
sondern gelten ohne weiteres z. B. auch fiir beliebige analytische Rand- 
funktionen. 

Um den Beweis zu fiihren, zerlegen wir 2 wie in der Figur in eine 
Anzahl von Rechtecken R,, R,,---, R,, indem wir die geradlinigen Strecken 
der Begrenzung [ nach innen hin verlingern. ee 
Der Rand von R, heiBe [,. Ferner konstruieren fmm mead 
wir eine iiberall in Q stetige, zur vorgeschriebenen 
Randfunktion gehdrige Hilfsfunktion m,, deren [ || 
erste und zweite Ableitungen in Q an endlich mabemmee 
vielen analytischen Kurvenstiicken — z. B. den Li 
Kurven [, — endliche Spriinge erleiden diirfen, 
sonst stetig sind, deren Werte auf jeder Seite 2 eines Rechteckes R, 


eine viermal stetig differentiierbare Funktion der Bogenlinge s_ bilden, 
und deren Dirichletsches Integral 


Dew) [J (2) + (33) Janay 
(2) 


einen endlichen Wert +s besitzt. Die Konstruktion einer solchen Funk- 











tion hat, wenn wir den Fall der Greenschen Funktion ins Auge fassen, 
keinerlei Schwierigkeiten. 


Wir werden nun die gesuchte Lisung « der Randwertaufgabe als 
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Lésung eines Variationsproblems erhalten, das sich aus dem klassischen 
Dirichletschen Variationsproblem durch Hinzufiigung einiger Nebenbedin- 
gungen fiir die Vergleichsfunktionen ergibt. Die ZweckmiaBigkeit dieser 
Hinzufiigung wird sich im Verlaufe des Beweises rechtfertigen. 

Variationsproblem: Ls ist die Funktion u gesucht, fiir die das 
Dirichletsche Integral 


Diu) = [J G2) ) jaady 


zum Minimum wird, wenn zum Vergleiche alle Funktionen qm zugelassen 
werden, die den nachstehenden Bedingungen geniigen: 

1. @ ist in Q stetig und stiickweise zweimal stetig differentiierbar*). 

2. a) Sei & eine in Q gelegene Seite des Rechtecksnetzes, s die Bogen- 
linge auf X, so ist g im Innern von & eine stiickweise viermal stetig 
differentiierbare*) Funktion von s. 

b) Sei @ der Abstand eines Punktes P auf Z von der néichsten Seite 


des Rechtecksnetzes, M der grifere der beiden Werte C9! una —5 , 80 ist 


5 


s |p eV 
‘Z| <m. 

3. gp gehirt zu der vorgeschriebenen Randfunktion auf T. 

4. Die Werte von g liegen zwischen dem griften und kleinsten der 
Werte, die p, annimmt. 

Es soll gezeigt werden, daB dieses Variationsproblem eine Lisung u 
besitzt, und daB diese Lésung eine iiberall in Q regulire Potentialfunktion ist. 

Da die Funktion g, offenbar den Bedingungen 1—4 geniigt, so sind 
wir der Existenz einer zuliissigen be genmaens sicher, deren Dirichlet- 


sches Integral cinen endlichen Wert, - + 8, *, besitzt. Es gibt also eine untere 


Grenze d < S? fiir die Werte D(q), pe daB fiir alle konkurrenzfihigen 
Funktionen » gilt 


(1) Dg) > 4, 
und daB es eine Folge g,, 9, 9;,--+ solcher Funktionen gibt, fiir die 
(2) LD@,) =a 


wird. Aus dieser Folge machen wir uns eine neue normierte Folge von 
Funktionen ¥,, ¥,, U3, ---, indem wir mit den Raadwerten, die m, auf 
r,,T,,---, 0, hat, fir R,, R,,---, R, die Randwertaufgabe lésen. Die 
so entstehende Funktion y, stimmt mit o, auf den [, iiberein und ist in 


*) Vgl. die Definition dieses Begriffe auf S. 519 Anm. 
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jedem R, eine regulire Potentialfunktion. Wegen Hilfssatz III aus § 1 


existiert 
Dated] ((Z2t)'+ (5p) dea 


und nach Hilfssatz I ist demnach D,(¥,) < D,(,); mithin ist 

(3) D(v,) S D(g,). 

Die Funktion y, geniigt den Bedingungen 1—4. In der Tat ist dies fir 
2 und 3 klar; 4 ist wegen der bekannten Eigenschaft der Potentialfunk- 
tionen erfiillt, daB sie im Innern eines Gebietes ohne singulire Stellen 
kein Extremum haben kénnen; da endlich die Werte von w, auf jeder 
Seite X einer Rechtecksbegrenzung [, stiickweise viermal differentiierbar 
sind, so existieren nach Hilfssatz V auf beiden Seiten von & die ersten 
und zweiten Ableitungen von #,, von endlich vielen Punkten abgesehen; 
mithin ist auch 1 erfiillt, und die y, sind daher konkurrenzfihige Funk- 
tionen. Wegen D(y,) >d folgt also aus (2) und (3) 


(4) LDw) =d. 


Nach einem bekannten elementaren Konvergenzsatze*) kénnen wir nun 
wegen der Bedingungen 2b und 4 aus der Folge y,, ¥,, ¥3,--- eine 
Teilfolge Y,,, Ua,» V,,»°** derart auswihlen, daB fir sie die Werte auf 
simtlichen Begrenzungen [, héchstens mit Ausnahme der Eckpunkte der 
R, konvergieren und zwar gleichmiiBig fiir jedes Streckensystem auf den 
[,, das keinen Eckpunkt im Innern oder auf dem Rande enthiilt. Nach 
§ 2 Hilfssatz VI konvergieren daher die Funktionen y,, gegen eine Grenz- 


funktion w, die in Q héchstens mit Ausnahme der Eckpunkte der R, 
stetig ist und in jedem R, der Gleichung Au = 0 geniigt. Wir behaupten, 
daB u eine iiberall in Q regulire Potentialfunktion ist und somit unser 
Randwertproblem lést. 

Zunichst iiberzeugen wir uns davon, daf u an keiner der in Q liegenden 
Rechtecksseiten eine Unterbrechung der Regularitiit erleidet. Hierzu be- 
trachten wir etwa eine solche Seite 2, an der die Rechtecke R, und R, 
zusammenstoBen und bilden durch Vereinigung der beiden Rechtecke das 
neue Rechteck [t,,. Nunmehr lésen wir mit den Werten, die y,, auf dem 


*) Wenn /,(s), f.(s),--- in dem Intervall a<s<b stetige Funktionen sind, die 
4f,) ; 
4s 


selbst und deren Differenzenquotienten ihrem Betrage nach unterhalb einer 


von » unabhiingigen festen Schranke bleiben, so lift sich aus ihnen eine Teilfolge 


fn,(8)s fn,(8), +++ Gerart auswiithlen, daB sie iiberall im Intervalle gleichmiBig kon- 
vergiert. 
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Rande von R,, annimmt, die Randwertaufgabe fiir R,, und gelangen so 
ma einer in Q stetigen Funktion y%, die im Innern von R,, eine regu- 
lire Potentialfunktion ist, sonst aber iiberall mit Vn, itibereinstimmt. 
Setzen wir 

D,,(%) = D,(y) + D,(9); 
so existiert nach § 1 Hilfssatz Ill wegen der Existenz von D,,(w,,) auch 
D,,(¥z,)» wad zwar ist, wenn 6, = y, — yy, gesetzt wird, wegen Hilfs- 
satz I 

D,,(¥%,) sl Dy, (¥m,) = Dy,(92,)» 

also auch 
6) D(v3) = D(x.) — D@n). 

Wir behaupten nun, daB y* fiir hinreichend groBe h eine kon- 
kurrenzfahige Funktion ist. Da y% offenbar die Bedingungen 1, 2a, 3, 4 
erfiillt, so bedarf es lediglich des Nachweises, dab auch die Bedingung 2b 
erfillt ist, und zwar braucht dieser Nachweis nur fiir die Seite 2 gefiihrt 
zu werden. Die fragliche Tatsache aber folgt unmittelbar aus der fir 
hinreichend groBe h bestehenden Ungleichung D(w*) < S* und dem Hilfs- 
satz IV aus § 2, der hier in entscheidender Weise zur Geltung kommt. 
Mithin ist #* konkurrenzfahig, und es folgt nunmehr wegen (4), (5) 


LDw =—d 
und somit wegen (5) 
(6) LD@)=0. 


Nun konvergieren aber die Funktionen y% gegen eine Funktion u*, die 
jedenfalls innerhalb R,, eine regulire Potentialfunktion ist und sonst 
tiberall mit « iibereinstimmt. Setzt man 6d =—wu— u*, so folgt wegen 
6= |, 5, aus (6) durch Anwendung von Hilfssatz IV leicht 

= d = const., 
und zwar ist d=0, da auf dem Rande von R,, 6 =0 ist. Mithin ist 
u=u*, dh. wu ist auf 2 regular, wie behauptet wurde. 

Um zu beweisen, daB u sich auch in den im Innern von Q gelegenen 
Ecken der R, regulir verhilt, hat man eine véllig analoge Betrachtung 
anzustellen, indem man die vier um die betreffende Ecke herumliegenden 
Rechtecke zu einem einzigen vereinigt. 

Damit ist gezeigt, daB u eine tiberall in Q regulire Potentialfunktion 
ist, die auf [ die vorgeschriebenen Randwerte annimmt. Unsere Rand- 
wertaufgabe, und wie ohne Schwierigkeit zu sehen ist, gleichzeitig unser 
Variationsproblem, ist somit geldst. 

Wir erkennen jetzt nachtriiglich, daB schon die Folge ¥,, ¥,, ¥3,° °° 





iit i on = we 2 2 
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selbst ohne weitere Auswahl gegen die Grenzfunktion u konvergiert, eine 
Tatsache, die sich daraus ergibt, daB es nicht mehr als eine Lisung der 
Randwertaufgabe geben kann.*) 

Zum Schlusse sei darauf hingewiesen, daB unsere Betrachtung nicht 
auf einfach zusammenhiingende Gebiete beschriinkt ist, vielmehr gleichzeitig 
die Randwertaufgabe fiir mehrfach zusammenhiingende, durch Ziige von ab- 
wechselnd zur x- und y-Achse parallelen Strecken begrenste Bereiche erledigt. 

Es sei ferner bemerkt, daB die Methode sich ohne jede wesentliche 
Modifikation vollstindig auf den Raum iibertrigt. 


§ 4. 
Die Existenz der Greenschen Funktion fiir einen allgemeineren ein- 
fach zusammenhingenden Bereich. 


Sei Q ein ebener, einfach zusammenhiingender, von einer endlichen 
Anzahl stetig gekriimmter Kurvenstiicke begrenzter Bereich; wir fassen 
ihn als Grenzbereich einer Folge ineinandergeschachtelter aus Rechtecks- 
polygonen bestehender Bereiche Q,,,,--- auf, derart, dab jeder Punkt 
von Q2 von einem gewissen h ab in allen Q, liegt, und daB jeder in 
einem @, liegende Punkt ein Punkt von Q,,, ist. Sei O ein Punkt in 
Q mit den Koordinaten x, y,, so ergibt sich die Greensche Funktion u 
fiir Q mit dem Parameterpunkt O als Limes der Greenschen Funktion wu, 
fiir 2, und denselben Parameterpunkt. Der Beweis dieser bekannten Tat- 
sache soll der Vollstiindigkeit halber hier kurz gegeben werden.**) 

Zuniichst ist unschwer zu erkennen, daB die Funktionen u, gegen 
eine Grenzfunktion u konvergieren. In der Tat ist wegen der bekannten 
Kigenschaften der Greenschen Funktion***) fiir m > in Q, u,,—u,> 0. 
Indem wir ferner Q in ein Rechteckspolygon TT einschlieBen und fiir TT 
die zum Parameterpunkte O gehérige Greensche Funktion U konstruieren, 
erhalten wir fiir alle h in Q,:U —u,> 0. Hieraus folgt die Konvergenz der 
Funktionen u, in Q auf Grund des Harnackschen Satzes der Potentialtheorie. 

Es bleibt nur zu zeigen, daB die Grenzfunktion « am Rande von 2 
die Werte — logr annimmt. Sei P ein Randpunkt, der nicht gerade Ecke 
oder Spitze ist, so kénnen wir jedenfalls ein Rechteckspolygon TTp mit 


*) Es ist, wie hier ausdriicklich hervorgehoben werden soll, méglich, durch 
Modifikation des ganzen Verfahrens die Anwendung des Auswahlsatzes im Beweise 
zu vermeiden und die Konvergenz der Folge direkt zu beweisen; die hier gegebene 
Beweisanordnung besitzt jedoch den Vorzug der gréBeren Kiirze. 

**) Man vgl. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, 8. 616—619; die hier ge- 
gebene Beweisanordnung stimmt im Grundgedanken mit der Osgoodschen tiberein. 


**) uw, + log V(a—-a,)* + (y—y,)* verschwindet auf [, und ist in Q, positiv. 
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geeigneten Seitenrichtungen konstruieren, das eine Ecke in P hat und 
alle anderen Punkte von 2 in seinem Innern enthalt. Die zu Tlp gehérige 
Greensche Funktion mit dem Parameterpunkte O heiBe Up. Dann ist in Q, 
jedenfalls Up—u, >0, also auch Up—u>0, mithin, wenn Up+ logr = G>, 
u+logr=—g gesetzt wird, Gp—g>0O. Da nun beim Herannaben des 
Punktes (z, y) an den Punkt P [,Gp=—0 wird, da ferner in Q stets 
g> 0 bleibt, so folgt unmittelbar [,g = 0 beim Herannahen des Punktes 
(z, y) an P. Das aber war unsere Behauptung. 

Liegt der Punkt P in einer der Ecken oder Spitzen des Randes, so 
hat man ev. diese Betrachtung in leichter Weise zu modifizieren. 


§ 5. 
Die Existenz des Strémungspotentials auf beliebigen Riemannschen 
Flichen. 


In den neueren Untersuchungen iiber das Uniformisierungsproblem*) 
spielt eine Potentialfunktion eine groBe Rolle, die das zu einer vorgelegten 
Riemannschen Flaiche Q und zu einer auf ihr gegebenen Doppelquelle im 
Punkte O gehérige Strémungspotential heiBt und das Potential einer elek- 
trischen Strémung darstellt, die entstehen wiirde, wenn man auf der mit 
einer leitenden Schicht bedeckten Fliche Q in O eine elektrische Doppel- 
quelle von gegebener Richtung und Stiirke anbringt. Uber die Natur des 
Bereiches ist dabei keinerlei Beschriinkung vorausgesetzt; er darf unend- 
lich viele Randstiicke, unendlich viele Blatter, unendlich hohen Zusammen- 
hang besitzen. Es geniigt, Q als Grenzbereich unendlich vieler ineinander 
geschachtelter Bereiche Q,,2,,--- zu definieren, von denen jeder nur 
endlich viele Bliitter, endlich hohen Zusammenhang und analytische Rand- 
kurven besitzt. Wir diirfen und wollen ferner annehmen, daf die simt- 
lichen Begrenzungslinien von Q, aus geradlinigen Strecken parallel zur 
z- oder y-Achse bestehen, oder dab, wie wir sagen wollen, Q, ein Recht- 
ecksbereich ist. 

Wir nehmen an, daB der Quellpunkt O der Strémung die Koordinaten 
z=0, y=0O haben mége und in keinen Verzweigungspunkt falle und 


setzen als Singularitét des Strimungspotentials die Unstetigkeit re 


fest. Um nun das Strémungspotential « mathematisch zu charakterisieren, 
verfihrt man nach Hilbert**) folgendermaBen: Man umgibt O mit einem 


*) Vgl. Hilbert, Zur Theorie der konformen Abbildung, |. c., Koebe, Uber die 
Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, I, J. f. Math. 138, sowie meine oben 
zitierte Dissertation, Math. Ann. 71. 

**) Zur Theorie der konformen Abbildung. Vyl. Anm. anf §, 1. 
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Quadrat J, dessen Seiten die Gleichungen z = + a, y= +a haben migen, 
und wiihle dabei a so klein, daB auch das umgebende Quadrat mit den 
Seiten « = + 4a, y= + 4a keinen Verzweigungs- oder Randpunkt von Q 
enthilt. Der auBerhalb J liegende Teil von Q heiBe A. Wir wollen nun 
die gesuchte Funktion u in der Form darstellen 

(1) u=gp+9, 

wobei  iiberall in Q zweimal stetig differentiierbar ist, und ® eine in A 
identisch verschwindende, iiberall in Q mit Ausnahme des Punktes O zweimal 


stetig differentiierbare Funktion bedeutet, die in der Umgebung von 0 die 
Form hat 


(2) o= re + G(a, y), 

wo G zweimal stetig differentiierbar ist. ® soll den eben gestellten Be- 
dingungen gemi&B von vornherein in sonst willkiirlicher Art fest gewihlt 
werden, und es bleibt die Aufgabe, m dazu zu bestimmen. Man konstruiert 
zu diesem Zwecke zwei in Q stetig differentiierbare Funktionen «, B,*) 
fiir die — abgesehen vom Punkte O — die Relation 


ap ao fo 


. oa - 
(3) 5a + By ~~ da ~ aye 79) 


besteht, und die in A identisch Null sind. Nunmehr ist nach Hilbert 
zu definieren als Lésung des folgenden Variationsproblems: 


Variationsproblem I. Es ist unter allen in Q zweimal stetig diffe- 
rentiierbaren Funktionen diejenige p zu suchen, fiir die das ,,modifizierte 
Dirichletsche Integral“ 

*('( (ee 2 /é@ 3 
mmo) =f ((GE—«)'+ (55-8) | azay 
(2) 
zum Minimum wird. 

Das gesuchte Strémungspotential wird dann einfach durch die Formel 
u=g+ dargestellt; in der Tat ist die so gebildete Funktion w eine 
Potentialfunktion, da fir g die notwendige Lagrangesche Bedingung 


da OP . 
Ag — bh” 0 gilt. 


Um nun die Existenz der Funktion m zu beweisen, verfahren wir 
ahnlich wie in § 3, indem wir das Variationsproblem | durch ein anderes 
Variationsproblem II ersetzen, das aus I durch Hinzufiigung neuer Kon- 
kurrenzbedingungen entsteht. Der Kiirze halber wollen wir den Beweis 
zunichst unter der Voraussetzung fiihren, dab Q ein endlich vielfach zu- 
sammenhangender, endlich vielblittriger, von stiickweise geradlinigen und 


*) Vgl. Hilbert, Zur Theorie der konformen Abbildung; oder meine Dissertation, 
Math Ann. Bd. 71, 8S. 147. 
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zur xz- bez. y-Achse parallelen Linienziigen begrenzter Bereich, d. h. ein 
Rechtecksbereich sei. 

Der erste Schritt ist wieder der, daB wir Q in eine Anzahl von 
Rechtecken R,, R,, F,,---, R, zerlegen: Das O umgebende Quadrat mit 
den Seiten s = + 2a, y = + 2a heibe dabei R,, der auBerhalb R, liegende 
Teil von Q heiBe Q,. Weiter verliingern wir die simtlichen geradlinigen 
Begrenzungsstiicke des Rechtecksbereiches Q, und ziehen ferner durch 
jeden Verzweigungspunkt in jedem diesen Punkt enthaltenden Blatte eine 
Parallele zur z- und eine zur y-Achse. Durch das System dieser Ge- 
raden wird Q, in eine Anzahl von Rechtecken R,, R,,---, R, zerlegt, 
deren Begrenzungen [,, [,,---, fF, heiBen mégen. SchlieBlich wollen wir 
die fiir das folgende bequeme Festsetzung treffen, daB die Verzweigungs- 
punkte des Bereiches 2 als Randpunkte zihlen sollen. 

Wir bilden nun mit der iiberall in Q stetigen Funktion g,=0 das 
modifizierte Dirichletsche Integral 


Dro) = Jf (e+ B) dady = ff a+ pt} dandy — 5S; 


die Zahl S* wird hier eine ganz ihnliche Rolle spielen wie in § 3. 
Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir das folgende Variations- 
problem: 
Variationsproblem II. Es ist die Funktion q gesucht, die das 


Integral oa 
Dig) = ff (52 —«)'+ G5 —0)') aay 
($2) 


zum Minimum macht, wenn zum Vergleiche alle Funktionen q czugelassen 
werden, die den nachstehenden Bedingungen geniigen: 

1. p ist iiberall in Q stetig und in Q, sowie in R, stiickweise zweimal 
stetig differentiierbar. (An der Berandung [, von R, wird also iiber die 
Ableitungen von gp nichts vorausgesetzt.) 

2. a) Sei Z eine in Q, gelegene Seite des Rechtecksnetzes, s die Bogen- 
linge auf X, so ist p auf = eine stiickweise viermal stetig differentiierbare 
Funktion von s. 

b) In jedem Punkte von 2, dessen Abstand von der niichsten Recht- 
ecksseite > o ist, gilt 

eg Ss. 

|ds|= eV p 
auf der Berandung , von Re gilt fiir den Differenzenquotienten “? die Un- 
gleichung o . 
|e | aya 


aya 
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5 


3. p ist im Eckpunkte E von R, mit den Koordinaten x = 2a, 
y= 2a Null. 
4. Uberall in Q, gilt 


¢| < 208. 


Wir werden erstens zeigen, daB dieses Variationsproblem eine be- 
stimmte Lisung @ besitzt, zweitens daB diese Lésung eine iiberall in Q 
regulire Lisung der Differentialgleichung Ag = y*) ist, und drittens, dab 
g auch das urspriingliche Variationsproblem I lést und somit das ge- 
wiinschte Strémungspotential liefert. 

Um zunichst den ersten Punkt zu erledigen, benchten 1 wir, daB die 
Funktion g = g, offenbar allen Bedingungen 1 bis 4 geniigt, daB es also 
zulissige Konkurrenzfunktionen gibt, deren modifiziertes Dirichletsches 
Integral existiert. Wegen D*(g,) = = 5? gilt fiir die untere Grenze d 
aller Werte D*(q) fiir zulissige Funktionen » 


(4) d< S*. 
Es sei 9,, %,, 93, °-- eine Folge solcher Funktionen, fir die 
6) LD) -4 


wird, so gehen wir von dieser Folge zu einer zweiten, normierten Funk- 
tionsfolge iiber, indem wir bei jedem h mit den Werten, die g, auf den 
Rechtecksseiten annimmt, als Randwerten fiir R, die Randwertaufgabe von 
Ag = y*), fiir alle anderen Rechtecke R,, die keine Seite mit der Be- 
grenzung von Q gemein haben, die Randwertaufgabe fiir Ag —=—0O und 
schlieBlich fiir die Rechtecke, die eine Seite mit der Begrenzung gemein 
haben, die gemischte Randwertaufgabe***) fiir Ag =O lésen. So ent- 
steht aus gm, eine Funktion y,, die im Inneren von Q auf [,,[,,---, F, 
mit g, tibereinstimmt und in jedem R, der Differentialgleichung Ay = y 
geniigt. Aus den Hilfssiitzen von § 1 schlieBen wir genau wie in § 3 
(6) D*(¥,) S D*(g,). 

Wir behaupten ferner, daB die Funktion y, den Bedingungen 1—4 ge- 
niigt. In der Tat ist dies fiir die Bedingungen 2 und 3 klar. Die Be- 
dingung 4 ist wegen der Eigenschaft der Potentialfunktion erfiillt, nirgends 
im Innern eines Regularitiitsgebietes ein Extremum zu besitzen, und da 
endlich die Werte von y, auf jeder Seite 2 stiickweise viermal stetig 


*) Man beachte, daB im Gebiete A, also — in Q,, 7 =0 ist. 


**) Da eine Lisung von Ag =y, namlich — %(a, y) fiir R, bekannt ist, so 





a? 


iibertragen sich offenbar alle Resultate von § 1 und § 2 auf diese Differentialgleichung. 
**) Vel. S. 524, 525. 
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differentiierbar sind, so existieren zu beiden Seiten von 2, héchstens von 
endlich vielen Punkten abgesehen, die 1. und 2. Ableitungen von ¥,, so- 
daB auch Bedingung 1 erfiillt bleibt. Mithin ist y, eine konkurrenzfihige 
Funktion, es ist also D*(y,) >d, und folglich haben wir wegen (5), (6) 


(7) LD*w,) =d. 


Aus der Folge %,, ,, --- waihlen wir nun eine Teilfolge y, , v,,, ¥,,, °°: 
aus, die tiberall in Q konvergiert. Zuniichst beachten wir, dab wir wegen 
der Bedingungen 2b und 4 dem schon in § 3 angewandten elementaren 
Konvergenzsatze zufolge eine Teilfolge z,, 7., 4, auswahlen kénnen, sodaB 
die Randwerte auf siimtlichen im Inneren von Q liegenden Stiicken der 
Begrenzungen [,, T,, ,,---, f, héchstens mit Ausnahme der im Innern 
von Q, liegenden Eckpunkte der Rechtecke’ konvergieren, und daB diese 
Konvergenz gleichmabig ist, wenn man beliebig kleine Umgebungen jedes 
dieser Eckpunkte ausschlieBt. Ferner beachten wir, daB nach Hilfssatz Ila 
an jeder Rechtecksseite 2, die auf die Begrenzung fiallt, die Bedingung 


e Ww, 


der von der nichsten Rechtecksseite einen Abstand >o hat, bei hin- 


reichend groBem h die Ungleichung * fae gilt; denn man kann y, 


= e*x 
durch Spiegelung an Z iiber J hinaus in ein kongruentes Rechteck fort- 
setzen, wie dies beim Beweise des Hiltssatzes [Ila geschah, und erhiilt fiir 
den Wert des Dirichletschen Integrales von yw, tiber dieses Doppelrechteck 
gewiB fiir hinreichend groBes h einen kleineren Wert als 2S*, woraus die 
behauptete Ungleichung mit Hilfe von Hilfssatz IV sofort folgt. Diese 
Ungleichung lehrt uns aber, daB wir aus den 7, eine Teilfolge y, , ¥,,,--- 
so auswiihlen kénnen, daB die Konvergenz der Randwerte auf allen Be- 
grenzungen [, stattfindet, ausgenommen héchstens die genannten Eck- 
punkte, und da in jedem von Eckpunkten freien Streckensystem auf den 
[, diese Konvergenz gleichmaBig ist. Nach Hilfssatz V1 konvergieren 
nun die Funktionen y,, in allen Rechtecken gegen eine Funktion g. Die 
Funktion 


(3) ? - Lv, 


ist dann jedenfalls iiberall in Q, héchstens mit Ausnahme der in Q, ge- 
legenen Eckpunkte der Rechtecke, stetig und geniigt in jedem R, der 
Differentialgleichung Ay = y». 

Genau so wie in § 3 zeigt man nun, dab @ eine iiberall in Q, regu- 
lire Potentialfunktion ist. Daraus folgt unmittelbar, daB gm den Bedin- 
gungen 1—4 geniigt, daB somit D*(m)>d ist. Da aber wegen (8) (7) 


jn = O ertiillt ist. Hieraus schlieBt man leicht, daB fiir jeden Punkt von 2, 





di 
fo 


de 


~ meee dad we «© HO] NS a 3 B&B. 
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die Ungleichung D*(q) < J, D*(y,,) gilt, und L D*(,,) =d ist, so 
h=a h=a 

folgt 

(9) D*(y) = d; 


d. h. @ list das Variationsproblem II. 

Nachdem so der erste Punkt erledigt ist, kommen wir zweitens zu 
dem Nachweise, dab @ eine iiberall in Q reguliire Lésung der Differential- 
gleichung Ag = y ist, d. h. dab @ sich auch auf dem Rande [, von R, 
regulir verhilt. Zunichst wollen wir aus der Eigenschaft von gm, Lésung 
des Variationsproblems II zu sein, eine wichtige andere Eigenschaft folgern. 
Ziehen wir in Q, irgend eine R, umschlieBende, einfach geschlossene ana- 
lytische Kurve C und bezeichnen den auBerhalb C liegenden Teil von Q mit 
Qe, so liegt, wie wir behaupten, Maximum und Minimum von @ in Q¢ auf 
C. Nehmen wir das Gegenteil an, so gebe es etwa in 2, Punkte, fiir die 
g > M ist, wo M das Maximum von » auf C bedeutet; sei nun c eine 
Konstante gréBer als M, sodaB es noch Stellen in Y¢ gibt, fiir die mp >c 
wird; wegen der Regularitét von g in Q¢ wird das Gebiet G aller Punkte 
in Qe, fiir die g>c ist, von einer Anzahl analytischer Kurvenstiicke 
g =c begrenzt; dieses Gebiet kann an C nirgends heranreichen, da auf C 
@<c ist. Wir bilden nun die Funktion ’, die in diesem Gebiete den 
konstanten Wert ¢ hat, sonst aber iiberall in Q mit gp itibereinstimmt, 
und haben offenbar 


D*(g') < D*(y) =d 
Anderseits aber geniigt g’ allen Bedingungen 1—4 und folglich ist 
D*(g') 2 d. 
Wir sind also zu einem Widerspruch und somit zu einem Beweise unserer 
Behauptung gelangt. 

Um jetzt die Regularitét von g auf [, zu beweisen, betrachten wir 
das den Punkt O umgebende Quadrat ( mit den Seiten s=+3a, y=+3a 
und lésen mit den analytischen Werten, die @ auf seinem Rande K hat, 
als Randwerten fiir das Innere von Q die Randwertaufgabe von Ag = y. 
So erhalten wir eine Funktion g’, die auBerhalb Q mit p iibereinstimmt, 
innerhalb Q eine iiberall regulire Lésung von Ag = y ist und auf dem 
Rande K von Q analytische Werte annimmt. Ist, wie wir annehmen wollen, 
gy nicht mit @ identisch, so haben wir jedenfalls 


(10) D*(g’) < D*(g) =d. 


Wir bilden nun g* = g’ + const. so, daB g* die Bedingung 3 befriedigt. 
Da die Funktion g* auBerdem ersichtlich auch die Bedingungen 1 und 2 
erfiillt, und da D*(g*) = D*(g’) <d ist, so brauchen wir nur zu zeigen, 














538 R, Courant. 





daB g* auch die Bedingung 4 befriedigt, um 
zu einem Widerspruch mit der Annahme zu ge- 
\ langen, daB q’ nicht mit  identisch, d. h. 
daB @ nicht auf [, reguliir sei. 
Zu diesem Zwecke beachten wir, dab 
6 = g* — eine im Gebiete zwischen [, und 
K regulire Potentialfunktion ist, die auf K 
a verschwindet und sich daher durch Spiegelung 
unmittelbar iiber K hinaus fortsetzen laBt. Wir 
betrachten z. B. die Seite S von K, fiir die y= 3a ist; sei w der an- 
grenzende Streifen, dessen Punkte durch die Ungleichungen 2a<y<3a, 
—3a<2<+ 3a charakterisiert sind, @ das Spiegelbild von mw an &, 
P ein Punkt in a, P der spiegelbildlich entsprechende Punkt in u, dann 


ist der Wert 6 der Fortsetzung im Punkte P mit dem Werte 6 in P 
durch die Relation 














=—-—dJ 


verkniipft, und wir kénnen somit durch die Gleichung 


g*=pt+o j 
g* aus uw hinaus iiber 2 nach p@ analytisch fortsetzen, da m im Gebiete 


“+ regular ist. Es gilt somit, indem wir eine leichte Abschiitzung 
vornehmen, 


Dato) = ff \(z5)'+ | (“) )'\dady <D, (9) + Dz (8) + 2VD;(g) D;(0) 
Gi 


Nun ist 
D;(8) = D, (8) < D,(y*) + D,(p) + 2VD,(¢*) Dg) 
< S* + S* + 28°, 


D,(d) < 48°, 
also wird, da auch 
Dz(y) < 8? 
ist, 
D;(g*) < S*?+ 4S? +2YS?.458?, 
= 9S? 
und daher, da 
D#(g*) = Dz(o*) 
ist, 


Di (p*) + De (*) < 10S*. 





ne" — GQ 


. 2a ft ar 
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Nunmebhr liefert die Anwendung unseres Hilfssatzes [V unmittelbar,*) dab 
auf der Strecke 7: c= 0, 2a<y< 3a die Ungleichung 


ae*\2 aq" 2 10S? 
(32) + (3) an 
gilt. Ferner folgt aus diesem Hilfssatz auf [, die Ungleichung 

dg")? S? 

(Gr) <a 
und diese Ungleichung gilt ebenfalls auf K, da dort die Werte von * 
bis auf eine additive Konstante mit denen von @ iibereinstimmen und fir 
@ diese Ungleichung unmittelbar aus Hilfssatz 1V folgt. Nun verschwindet 
g* in der Ecke E von [,, also folgt auf [,, indem wir on von dieser 
Ecke aus nach s integrieren, 


\p* < 8a . 


yx < 88; 


a 


indem wir ferner unter Benutzung der Strecke 7 A von der Ecke E aus 
bis auf K integrieren, folgt fiir die Begrenzung K 


4 @ FY 5 196 -4 


x ayn ayn’ 


8 
* 2a — 
Ig*i< ov 


d. h. g*| < 208. 


Die Ungleichung | g* < 20S besteht daher auch fiir das Gebiet zwischen 
fr, und K. Da nun wegen der vorher bewiesenen Eigenschaft der Funk- 
tion , die auSerhalb K mit g* bis auf eine additive Konstante iiberein- 
stimmt, die Werte von |m*| auBerhalb K kleiner als der gréBte Wert von 
'g* auf K sind, so gilt tiberall in Q, 
|g@*| < 208. 

Somit ist bewiesen, daB g* auch der Bedingung 4 geniigt; es kann also 
nicht D*(g*) <d sein, und folglich muB notwendig g’ mit » iiberein- 
stimmen, d. h. pm auf [, reguliir sein. Damit ist gezeigt, daB g ein iiber- 
all in Q regulives Integral der Differentialgleichung Ag = y ist, wie wir 
zeigen wollten. 

Wir haben nun drittens nachzuweisen, daB m auch das urspriingliche 
Variationsproblem I list. Sei also € irgend eine in Q zweimal stetig 
differentiierbare Funktion, deren modifiziertes Dirichletsches Integral D*(€) 
existiert, so ist zu zeigen, daB 


D* (gy) < D*(§) 


gilt. Setzen wir £— gm =/h, so wird 





*) Man beachte, daB y nur in dem Quadrat J mit der Seitenliinge 2a von Null 
verschieden ist, und daB daher g* sonst iiberall in @ reguliire Potentialfunktion ist. 
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D*(§) = D¥(h+o) = D¥(g) + 2) 
+2 (f(Gs (62—«) 2% + (22 6) **) dedy, 


Wir brauchen daher nur zu ae daB die Relation 


Dra, 8) — [f{(i2- 7 + Ge 8) sae dzdy—0 


gilt. Nun ergibt sich durch Anwendung der Greenschen Formel unter der 
Voraussetzung, daB € und somit auch A beschriinkt bleibt, unmittelbar 
— unter fF den Rand von Q, unter m die Richtung der inneren Normale 
verstanden — 


D*(g, h) = Jal Ag—%*— < — 26) da dy — fi ce as,*) 
i) 


(2 
und hier vesservindes die rechte Seite, weil im Innern Ag — = — == 


und am Rande ce = 0 gilt, womit der gewiinschte Nachweis erbracht ist. 


Fir den Fall, daB unsere — fiir die Anwendungen iibrigens allein wichtige 
Voraussetzung — iiber € nicht zutrifft, kann man den Nachweis analog 
wie beim Beweise des Hilfssatzes Ill vervollstindigen. g ist also die 
Lisung des urspriinglichen Variationsproblems 1. 

Eine Folgerung, die sich aus dieser Tatsache sofort ergibt, ist die, 
daB » in simtlichen Verzweigungspunkten von Q sich regulir verhilt**). 
In der Tat, angenommen, p wire in einem n-fachen Verzweigungspunkte 
P,, von Q nicht regular, so schneiden wir diesen Punkt P, durch eine 
auf Q geschlossene Kreislinie aus 2 heraus, und lésen, was keine Schwierig- 
keit hat, mit den Werten von » auf dieser Kreislinie als Randwerten fiir 
den eingeschlossenen m-fach iiberdeckten Kreis K, die Randwertaufgabe 
durch eine Funktion g; indem wir auBerhalb K, in Q g* = g, innerhalb 
g¢* = @ setzen, ergibt sich dann D*(g*) < d, was nicht méglich ist; also 
ist m in P, regulir, wie gezeigt werden sollte. 


Die Methode, nach der wir soeben die Existenz des Strémungs- 
potentials fiir Rechtecksbereiche bewiesen haben, ist ohne wesentliche 
Modifiketicn fiir jeden beliebigen Bereich Q giiltig, Um dies einzusehen, 

*) Das Randintegral ist dabei nétigenfalls als Limes einer Folge von Integralen 
iiber innere, den Rand approximierende Kurven zu verstehen. 

**) Eine Potentialfunktion wu heift in einem Verzweigungspunkte reguliir, wenn 
u bei konformer Abbildung der Umgebung des Verzweigungspunktes auf ein ebenes 
Gebiet in eine iiberall in diesem Gebiete regulire Potentialfunktion iibergeht. 





_  ,- -_—_ =— 6vhmm,.UltéCOD 
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brauchen wir nur zu beachten, daB jeder solche Bereich Q als Limes 
ineinandergeschachtelter Rechtecksbereiche 2,, Q,, 2;,--- definiert ist. 
Auf Grund dieser Erzeugung von 2 kénnen wir nun 2 aus einer abzihl- 
baren Menge von Rechtecken aufbauen, indem wir zunachst Q, in Recht- 
ecke zerlegen, dann den Bereich Q, — Q,, -- -, usw., wobei unter Q,,,—Q 
der Teil von Q,,, verstanden wird, der nicht in Q, liegt. Nunmehr bleibt 
die Aufstellung und Lésung des Variationsproblems II sowie die Fest- 
stellung der Identitiit der Liésung dieses Variationsproblems mit der des 
Variationsproblems I fast unveriindert dieselbe wie bei dem Spezialfalle 
des Rechteckspolygons. 

Man kann jedoch zum Beweise der Existenz der Lésung des Variations- 
problems I fiir Q einen anderen Weg einschlagen, der zugleich einen Ein- 
blick in eine fiir die Anwendungen wichtige Eigenschaft der Strémungs- 
potentiale gibt. Wir kénnen fiir jeden der Bereiche 2, das Variations- 
problem I lésen, wobei die Singularitit im Punkte O festgehalten wird 
und angenommen werden mége, dab O im Innern von Q, liegt; , sei 
die zu Q, gehérige Lisung. Nun wollen wir zeigen, dap die Funktionen , 
gegen eine Grenzfunktion p konvergieren,*) und dap p die Lisung des Varia- 
tionsproblems | fiir Q ist. Wir setzen zur Abkiirzung fiir irgend zwei 
Funktionen y, 7 


D¥ (9) = Me Cv _a)'4 (2% _p)'| daay, 


(2) 


DF (¥, 4) = Me oe ) 5 + (- 6) £4) dedy, 


Hh 


iw) ~ ffi e)'+ C2) | aeay 


(QD) 
Jedenfalls ist das Minimum 


d, = D*¥(g,) < 8’, 


da D*(0) -ff ‘ + 6) dxdy = =< eine fiir alle Q, feste obere Schranke 
der Minimalwerte d, des modifizierten Dirichletschen Integrals D¥(w) ist. 
Ferner ist fir k >h 

d, > d,, 
da sonst D*(g,) < d, wiirde. Also existiert 


d= |[,d,. 
ha=ow 


Es ist ferner, da D¥(p,, y) wegen der Minimaleigenschaft von ¢, fiir alle 
wv verschwindet, 


*) Man vgl. hierzu meine oben zitierte Dissertation § 4 (Math. Ann. 71), sowie 
die auf S. 532 zitierte Abhandlung von Koebe. 
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Di(9,) = DF (H,) — Di(Pi— a); 
also in der Grenze fiir h = co, k = co 


LAG: —9,) =9, 


k= 


weil |, D¥(p,) = d ist und d, << D¥(g,) <d, sein muB, also auch 
h=0 

_L Dro) = 4 
ist. Da nun gp, — 9, eine iiberall in Q, regulire Potentialfunktion ist, die 
in einem Punkte von Q verschwindet, so folgt aus § 2 Hilfssatz IV sofort 
gleichmaBig fiir jedes Teilgebiet von Q: 

L P,— 9 = 9. 

A=ak=w 
Daraus folgt, daB die Funktionen g, in jedem ganz im Inneren von Q 
liegenden Teilgebiete gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion @ konver- 
gieren. Wegen 

D*(@) =|, D¥ (4) 
folgt 


DF (9) <4, 
also auch 


D*(y) = L, D8(g) <d. 
Da andererseits 
D3 (~) = DF(y,) = 4, 
gilt, so folgt fiir n = co 
D*¥ (gp) > d; 
also ist 
D¥ (gp) =d. 


Da aber sicherlich fir kein »y D*(y)<d sein kann, so ist hiermit be- 
wiesen, daB m die Lésung des Variationsproblems I fiir Q ist, wie wir 
zeigen wollten. 


Zum Schlusse dieses Paragraphen sei noch bemerkt, daB diese ganze 
Beweismethode unverindert fiir den Existenzbeweis von solchen Strémungs- 
potentialen gilt, die in zwei Punkten O, und O, von Q sich verhalten wie 
log r, bee. —logr,, unter r,, 7, die Entfernung vom Punkte 0, bez. 0, 
verstanden. Wir brauchen zu diesem Zwecke nur von QO, nach OQ, einen 
Schnitt zu fiihren und dann die Funktionen a, 6 geeignet zu definieren. 
Ebenso kénnen wir Strémungspotentiale konstruieren, die polare Unstetig- 
keiten hiherer Ordnung besitzen, oder in beliebigen endlich vielen Punkten 
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des Bereichs Q polare bez. logarithmische Unstetigkeiten haben, voraus- 
gesetzt, daB beim Umlaufe auf einer alle logarithmischen Unstetigkeits- 
punkte enthaltenden Kurve die Gesamtiinderung Null ist. 


§ 6. 
Anwendung auf die Theorie der konformen Abbildung. 


Die Wichtigkeit des in § 5 behandelten allgemeinen Strémungspoten- 
tials beruht darauf, daB die komplexe Funktion der Variabeln 2 + iy = ¢ 
f(z) =u+iv 
den Bereich Q auf einen ebenen d. h. einblittrigen Normalbereich konform 
abbildet. Dabei wollen wir der Bequemlichkeit halber die zu u konju- 
gierte Potentialfunktion » so normiert denken, daB fiir einen in Q will- 
kiirlich fest gewihlten Punkt v = 0 wird. Wir wollen hier folgenden all- 

gemeinen Satz beweisen.*) 

Die Strimungsfunktion f(¢) = u + iv bildet jeden im Sinne der Ana- 
lysis situs auf einen ebenen Bereich abbildbaren Bereich**) auf die ganze, von 
endlich oder wnendlich vielen geradlinigen Strecken parallel zur u-Achse be- 
grenzte Ebene ab. 

Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten. 

1. Sei Q ein Rechtecksbereich, dann wollen wir zeigen, da das zu 
u konjugierte Potential » an jeder zusammenhiingenden Grenzlinie von Q 
einen konstanten Wert annimmt. Wegen der Relationen ae = “ ; on == (***) 
folgt sofort, dab auf jedem geradlinigen Stiick der Begrenzung v einen 
konstanten Wert hat. Man braucht also nur zu zeigen, daB dieser Wert 
in den Ecken keinen Sprung erleidet. Diese Tatsache ergibt sich aus 
unserem Hilfssatz 1V.+) Beachten wir namlich, daB wir die Funktion 
iiber jede Recktecksseite hinaus durch Spiegelung fortsetzen kénnen, und 
schlagen um einen Eckpunkt mit dem hinreichend kleinen Radius « einen 
Kreisbogen von der Linge /,, der von einem Randpunkt P, auf der einen 
Seite des Eckpunktes zu einem Randpunkt P, auf der andern Seite des 
Eckpunktes fiihrt, so wird bei hinreichend kleinem « fiir alle Punkte 
dieses Kreisbogens durch Anwendung von Hilfssatz IV (5) < = , wo S, 


e°a 
*) Vgl meine Dissertation, sowie Koebe 1. c.; der hier gegebene Beweis des 
Satzes ist eine vereinfachte Darstellung des Beweises meiner Dissertation. 
**) D. h. einen Bereich, der durch jede in ihm verlaufende geschlossene Kurve 
in zwei getrennte Stiicke geteilt wird. 
***) Vgl. S. 536. 
+) Man kann diese Tatsache auch leicht direkt aus der Endlichkeit des Dirichlet- 
schen Integrals folgern. 
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eine mit ¢ gegen Null konvergierende GréBe ist und s die Bogenliinge 
auf dem Kreisbogen bedeutet. Es wird also, wenn v, der Wert von v in 
P,, v, der in P, ist, 

|v, — |< <f\t 


wo l, die Linge des Kreisbogens bedeutet. Da A eine von ¢ unabhiingige 


= ds< “a 


Vx 





Zahl ist, so folgt, indem wir fiir «= 0 zur Grenze iibergehen, 
v, —2,| = 90, 
wie wir zeigen wollten. 

2. Aus der soeben bewiesenen Eigenschaft von v folgt leicht, daB 
die Funktion f(z) = u-+ iv die konforme Abbildung von Q auf die von 
einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke paraliel zur reellen Achse be- 
grenzte uv-Ebene bewerkstelligt. Man braucht hierzu nur den Verlauf 
der Kurven « = const., v = const. zu betrachten.*) 

3. Sei Q jetzt irgend ein im Sinne der Analysis situs auf einen ebenen 
Bereich abbildbarer Bereich, der in der Art von § 6 als ],Q, definiert 
sei, wo Q, ein Rechtecksbereich ist, so geht aus den Uberlegungen am 
Schlusse des § 5 hervor, dab f(z) den Bereich Q jedenfalls auf einen 
ebenen Bereich B abbildet. Denn es ist f(z) = LA®), wo /,(2) die zu 


Q, gehérige entsprechende Strémungsfunktion ist, “und f,(2) bildet Q, nach 
2. auf einen ebenen Bereich ab. Wir haben also nur zu zeigen, daB jedes 
zusammenhiingende Begrenzungsstiick [ von B eine zur reellen Achse 
parallele Strecke ist. Zu diesem Nachweise beachten wir, dab wegen der 
Minimaleigenschaft von wu fiir jede in Q, stetige, stiickweise stetig diffe- 
rentiierbare Funktion 7, die auf [, verschwindet, die Relation gilt: 
Oued du u 
Sy laa a oy ou |dedy =, 


( 


“20 


oder wenn B, der Bildbereich von Q, ist, nach Transformation der 2, y 


in u, U 
ou en 4. 28 on 
We (“ aut ov av 1) dudv =0, 
(B,) 
d. h. 
[fe awav =o 
e cu 
(B,) 


Es seien nun R,, R, zwei Punkte auf einem Randstiick [ von B. Wir 


*) Vgl. meine Dissertation, § 2. 
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ziehen von Ft, eine geradlinige Strecke R,P, von der Linge /,, die nicht 
parallel zur w-Achse sei, ziehen ferner von P, die Strecke P,Q, von der 
Lange « parallel zur w-Achse und ziehen schlieBlich eine aus einer zu 
R,P, parailelen Strecke und nétigenfalls 
aus einem sich daran anschlieBenden Kreis- 
bogen um FR, mit dem Radius « bestehen- 
den Linienzug Q,S, bis zu einem Rand- 
punkte S, auf, sodaB der durch das Stiick 
R,S, von F und den Linienzug R, P, Q,S, F “ee 

begrenzte Streifen 6, einen Flicheninhalt ata 

kleiner als /,¢ + we* besitzt. Wir nehmen ferner die Lage des Punktes P, 
und die GréBe von ¢ so, dab P,Q, vollig ins Innere von B, fiallt. Ganz 
analog werden zu Rt, die Punkte P,, Q,, S, definiert, die die in der Figur 
angegebene Lage haben miégen. Nunmehr verbinden wir die Punkte Q, 
und Q, durch eine ganz im Innern von B, verlaufende stetige Kurve, so- 
daB durch den Linienzug FR, P,Q,Q,P,R,, den wir mit C bezeichnen 
wollen, wie in der Figur aus der Ebene ein an [ angrenzendes Gebiet G 
ausgeschnitten wird, innerhalb dessen die Linien @Q,S,, QS, verlaufen. 
Den in dieses Gebiet fallenden Teil von B, wollen wir mit B,, den iibrigen 
mit B, bezeichnen. Nunmehr definieren wir eine Funktion y in der ganzen 
Ebene folgendermaBen: Es wird y=1 in dem durch den Linienzug 
S, Q; QS, ausgeschnittenen Teil von G, es ist ferner 7 = 0 auf R,P, und 
R,P,, und es soll y in Richtung der Parallelen zur u-Achse bez. in Rich- 
tung der Kreisradien in den Streifen 6,, 6, von 0 auf 1 ansteigen; schlieb- 
lich soll » auBerhalb G iiberall Null werden, abgesehen von einem an 
P,Q, QP, angrenzenden Streifen, der noch ganz in B, liegt. Unsere 
obige Gleichung liefert dann sofort 


) [en , {fen én , 
0 {fe dudv = frac +f feauav = fad +f) 5, dude 
(B,) (¢) (B,) C (ota) 


Nun ist 





a rom + 
Jude = |v, — %]|, 
(¢) , 


wo v, der Wert von v im Punkte P,, v, der im Punkte P, ist. Ferner 


“ete \@ 1 : ‘ , 4 
ist in 6, und 6, Ee <-—, wie man sich leicht tiberzeugt. Da nun der 
| < . 


Flaicheninhalt von 6, und 6, kleiner als /,¢ + we* bez. l,e + wé* ist, so 
haben wir | 


ff on dude <— {le +l,e + 276} =1,+1,+ 2e7 


(4 + G_) 
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Da wir aber « beliebig klein nehmen kénnen, so folgt hieraus 
\y—%|/S4+h. 

Sind also die Punkte P, und P, hinreichend nahe an R, und R,, so wird 

(0, — 0,| beliebig klein, mithin wird v am Randstiicke [ einen konstanten 


Wert annehmen, wie wir zeigen wollten. Der Beweis unseres Satzes ist 
damit vollstindig gefiibrt. 


§ 7. 


Die Existenz der Abelschen Integrale auf gegebenen Riemannschen 
Flichen. 


1. Das Ergebnis des § 5 enthilt als speziellen Fall die Eistenz der 
Abelschen Integrale zweiter Gattung auf einer gegebenen Riemannschen 
Fliche. In der Tat ist die Strémungsfunktion, die zu einer gegebenen 
polaren Singularitiit auf der Fliche gehért, und deren Existenz durch § 5 
bewiesen ist, ein solches Integral, und alle Abelschen Integrale zweiter 
Gattung mit einfachen Polen und verschwindenden Periodizitiitsmoduln 
des reellen Teiles setzen sich additiv aus diesen zusammen. 

2. Die Existenz der Abelschen Integrale dritter Gattung sowie die von 
Abelschen Integralen zweiter Gattung mit Polen héherer als erster Ord- 
nung folgt aus den SchluBbemerkungen von § 5. 

3. Wir wollen nun auf Grund der Methode des Dirichletschen Prin- 
zipes noch kurz den Beweis fiir die Existenz der Abelschen Integrale erster 
Gattung, der tiberall endlichen Integrale, fiihren. Dabei wollen wir uns 
der Kiirze halber, um nicht nochmals alle Schritte durchlaufen zu miissen, 
auf den in § 3 gewonnenen Standpunkt stellen, daB die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie fiir jeden endlich vielfach zusammenhingenden, von 
endlich vielen aus abwechselnd zur z- und y-Achse parallel laufenden 
Strecken bestehenden Linien begrenzten Bereich auf Grund des Dirichlet- 
schen Prinzipes als gelést anzusehen ist.*) 

Sei R eine geschlossene Riemannsche Fliiche vom Geschlechte p, 
so wahlen wir irgend einen die Fliche nicht zerstiickelnden Riickkehr- 
schnitt Q auf ihr; wir diirfen und wollen annehmen, daB @Q aus endlich 
vielen geradlinigen Strecken abwechselnd parallel zur z- und y-Achse be- 
steht, ganz im Endlichen liegt und durch keinen Verzweigungspunkt geht. 


*) Der Beweis in §3 wurde zwar unter etwas weniger allgemeinen Voraussetzungen 
gefiihrt, gilt jedoch unmittelbar fiir den hier bezeichneten allgemeineren Fall mit. 
Man braucht nur die im folgenden zutreffende Voraussetzung zu machen, daB es eine 
za den betreffenden Randwerten gehirige, den Bedingungen 1—4 von § 8 geniigende 
Funktion in dem Bereiche gibt, deren Dirichletsches Integral existiert. 





a eo 
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Es sei a eine Zahl, sodaB jeder Verzweigungspunkt einen Abstand > 2a 
von @ besitzt. Die beiden Ufer des Riickkehrschnittes wollen wir mit Q, 
und @, bezeichnen. Diejenige iiberall auf R endliche Potentialfunktion, 
die um 1 zunimmt, wenn wir von Q, nach Q, auf einem zu Q konju- 
gierten Riickkehrschnitte laufen, im iibrigen aber eindeutig ist, wird dann 
durch folgendes Variationsproblem charakterisiert: 

Variationsproblem I. Unter allen Funktionen yp, die beim Uber- 
schreiten von Q in der Richtung von Q, auf Q, den Sprung 1 erleiden, im 
tibrigen aber auf R stetig und zweimal stetig differentiierbar sind, ist die- 
jenige zu suchen, fiir die das Dirichletsche Integral 


D(¢) = - [J (ce) {GZ *)'} de dy 
ein Minimum wird. 


Um die Existenz der Lésung dieses Variationsproblemes zu beweisen, 
modifizieren wir es wiederum. Wir konstruieren zuniichst irgend eine auf 
der durch Q zerschnittenen Fliche R’ stetige stiickweise zweimal stetig 
differentiierbare*) Funktion g,, die auf Q, den Wert Null, auf Q, den 
Wert 1 besitzt, und deren Dirichletsches Integral D(g,) einen endlichen 


Wert, nimlich D(g,) = ; S* besitzt. Wie man sofort sieht, kann man 


eine solche Funktion aus stiickweise linearen, bez. durch Teile von Kegel- 
mianteln definierten Funktionen leicht herstellen. Nunmehr stellen wir das 
folgende Variationsproblem auf: 

Variationsproblem Il. Es ist diejenige Funktion u gesucht, fiir 
die das Dirichletsche Integral 


Do ff (Gz “| dady 


ein Minimum wird, wenn zum Vergleiche alle den nachstehenden Bedin- 
gungen geniigenden Funktionen gq zugelassen werden: 
1. ist iiberall in der zerschnittenen Fliche R’ stetig und stiickweise 
viermal stetig differentiierbar. 
2. a) Die Randwerte auf Q, und Q, sind stetig. 
b) Ist s die Bogenliinge auf Q, bez. Q,, so geniigt der Differenzen- 
quotient *® iiberall der Ungleichung 


(a) <ate’ 


*) Vgl. die Definition auf 8. 519, Anm. 
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3. Die Randwerte von m auf Q, sind um 1 gréfer als die Randwerte 
von p in dem gegeniiberliegenden Punkte von Q,. 
4. In einem willkiirlichen Punkte E auf Q, ist gp = 0. 
Um das Variationsproblem zu lésen, betrachten wir eine Folge 
Pi» Pe» Fs, °** You Funktionen, die den Bedingungen 1—4 geniigen und 
fiir die 
LD) =d 


ist, wo d die untere Grenze aller méglichen Werte D(q) bedeutet. Da 
d< S* ist, so diirfen wir annehmen, daB die Ungleichung D(g,) < S? 
schon von h=1 ab gilt. Aus jeder Funktion gm, machen wir uns eine 
Funktion u,, indem wir mit den Werten, die m, auf Q, und Q, annimmt, 
fiir die von @ und Q, begrenzte, zerschnittene Fliiche R’ die Randwert- 
aufgabe lésen. Es existiert dann gewif D(w,) und es ist D(u,) << D(g,), 
also ist auch, da offenbar die u, konkurrenzfihige Funktionen sind, also 
stets D(u,) >d gelten mub, 


L D(u,) =. 
h=a 


Nunmehr beachten wir, daB wegen der Bedingungen 2a, 2b und 4, wenn 
21 die Linge von @Q bedeutet, m auf Q, der Ungleichung 


Ss 
< /1—~ 
y = Vx’ 
auf Q, der Ungleichung 
lpl|<1+4+1-"- 
aVyz 


geniigt, und daB wir daher nach unserem friiher benutzten Hilfssatze eine 
solche Teilfolge u,,u,,,,,°:- aus den u, auswihlen kénnen, daB fiir 
sie die Randwerte auf Q, und @Q, konvergieren und zwar gleichmibig 
gegen eine stetige Grenzfunktion. Mithin konvergieren auch die Funk- 
tionen u,, (vgl. Hilfssatz VI) gegen. eine in der zerschnittenen Fliche 
stetige Potentialfunktion u, die auf Q, und Q, stetige Randwerte mit dem 
verlangten Sprung besitzt. Wie man leicht erkennt, ist 
D(u) = d; 

d. h. wu lést das Variationsproblem II. 

Wir haben zu zeigen, daB u sich auf den Ufern Q, und Q, regulir 
verhilt, in dem Sinne, daB uw sich etwa iiber Q, hinaus fortsetzen liBbt 
und daB dann die Fortsetzung von u um 1 gréBere Werte hat, als die 
Werte des urspriinglichen Zweiges u an der betreffenden Stelle der Nachbar- 
schaft von Q,. Zu diesem Zwecke ziehen wir, was offenbar stets méglich 
ist, auf R zwei aus geradlinigen Stiicken bestehende Linienziige P, und 
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P, auf beiden Seiten parallel zu Q, sodaB der Abstand jedes Punktes 
von Q von jedem dieser Ziige >a ist und daB der von P, und P, ein- 
geschlossene, Q enthaltende Streifen o keinen Verzweigungspunkt enthiilt. 
P, liege auf der Seite von Q,, P, auf der von Q,. Nun betrachten wir 
die Randwerte, die u auf P, annimmt, addieren hierzu 1 und lésen mit 
den so entstehenden Werten auf P, und den Werten, die u auf P, an- 
nimmt, fiir den Streifen o, der ja ein Rechtecksbereich ist, die Rand- 
wertaufgabe durch eine Funktion w’, die tiberall in 6 regulir ist. Es wird 
dann, wenn man in o tiberall u* = wu’, iiberall sonst auf R u* = wu setzt, 
gewiB 
D(w*) < D(w) =a; 

dabei gilt das Zeichen = dann und nur dann, wenn u* yon einer Funk- 
tion &@ verschieden ist, die aus « entsteht, indem man zu w eine Funk- 
tion [1] addiert, die tiberall in dem von Q und P, begrenzten Streifen kon- 
stant gleich 1 ist, sonst aber in R identisch verschwindet. Nun erfillt 
aber, wie man aus Hilfssatz IV erkennt, u* auf Q die Bedingungen 2. Die 
Funktion u*— [1] erfiillt daher auch die Bedingungen 1 und 3, und die 
Funktion u*—[1]+¢=—wu°, — unter ¢ eine geeignete Konstante ver- 
stand.n — erfillt dann auch die Bedingung 4, ist also eine konkurrenz- 
fahige Funktion. Da nun offenbar D(u°) = D(u*) ist, so kann in der 
obigen Relation nur das Zeichen = gelten, und hieraus folgt, daB u* — [1] 
mit u identisch ist. Da u* sich auf Q reguliir verhalt, so ist damit unsere 
Behauptung bewiesen. — DaB uw Liésung des Variationsproblems I ist 
folgt nun unmittelbar durch Anwendung des Greenschen Satzes. 


Anhang. 

Mit den in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Beispielen ist die 
Anwendung der Methode noch keineswegs erschépft. Es sei nur etwa der 
Beweis fiir die Existenz automorpher Funktionen zu gegebenen Fundamental- 
bereichen erwihnt. Man kann diesen Beweis fiihren, indem man durch 
Anwendung der gegebenen Substitutionen der Gruppe zu dem gesamten 
Existenzbereiche der Funktion iibergeht und dann auf Grund des Dirichlet- 
schen Prinzipes die automorphe Funktion in ihrem Gesamtverlaufe kon- 
struiert; zu diesem Zwecke hat man die Methode in geeigneter Weise auf 
die Konstruktion solcher Funktionen zu iibertragen, die unendlich viele 
Pole besitzen. 

Zum Schlusse wollen wir noch kurz einen Hinweis CG, 
auf den Zusammenhang der hier dargelegten Methode mit . 
dem Schwarzschen alternierenden Verfahren geben. Der 
Hauptsatz, auf dem das Schwarzsche Verfahren beruht, ist 
folgender: Seien C,, C, zwei wie in der Figur iibereinander- —s 
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greifende Kurven, fiir deren Inneres die Randwertaufgabe als lésbar er- 
kannt ist, so kann man diese auch fiir das Gebiet G lésen, das aus der 
Gesamtheit aller Punkte besteht, die innerhalb C, oder C, liegen. Die 
Potentialfunktion u, die diese Randwertaufgabe list, konstruiert Schwarz 
als Grenzfunktion einer Folge von Funktionen u,, u,, us, ---, deren jede 
in G eine stiickweise regulire Potentialfunktion ist. Aus der Definition 
dieser Funktionen entnimmt man leicht — vorausgesetzt, daB D(u,) exi- 
stiert — fiir die Dirichletschen Integrale der Funktionen u, iiber das Ge- 


biet G die Ungleichungen D(u,)< D(u,_,), sodaB [, D(u) existieren 
h=o 


mu8. Hieraus nun laBt sich mit Hilfe unseres Hilfssatzes IV unschwer 
zeigen, da die Funktionen u, selbst gegen eine Grenzfunktion konvergieren, 
die tiberall in G regular ist und die Randwertaufgabe fiir G lést. So er- 
halt man von dem Standpunkte des Dirichletschen Prinzipes aus einen 
Beweis fiir den Satz von Schwarz. 
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Zur Grundlegung der Mengenlehre. 
Von 


A. Scuorenruiies in Frankfurt a. M. 


Die folgenden Betrachtungen behandeln das Problem der Vergleich- 
barkeit in seiner einfachsten Form. Von der Heranziehung der Wohl- 
ordnungstheorie wird daher abgesehen; in der Tat darf man die Forderung 
stellen, die Theorie der Vergleichbarkeit auch ohne sie aufzubauen. 

Dies soll im folgenden geschehen. Die Theorie der Vergleichbarkeit 
soll also ausschlieBlich auf die drei fiir sie unentbehrlichen Stammbegriffe 
Menge, Teilmenge, Aquivalenz 
gestiitzt werden, und es fragt sich, welche von diesen Begriffen geltenden 

fundamentalen Beziehungen dazu nétig und hinreichend sind. 

Ich erinnere zunichst an den bekannten Tatbestand. Das Problem 
kniipft an die auf Cantor zuriickgehende Vierteilung an. Ist M, Teilmenge 
eiaer Menge M und N, Teilmenge einer Menge N, so gibt es vier Miég- 
lichkeiten, die einander logisch ausschlieBen, und die gegenseitige Beziehung 
von M und N erschépfen. Sie lauten: 

a) Es gibt ein M,~ N und ein N,~ M. 

b) Es gibt ein M, ~ N, aber kein N, ~ M. 
c) Es gibt kein M, ~ N, aber ein N, ~ M. 
d) Es gibt kein M, ~ N und kein N, ~ M. 

Sind nun M und N endliche Mengen, so ist der Fall a) tatsdchlich aus- 
geschlossen, und den drei tibrigen entsprechen die drei GréBenbeziehungen, 
»Gleich“, ,,GréBer“, ,,Kleiner“. Sind dagegen M und N unendliche Mengen, 
so lassen sich die drei Fille a), b), c) diesen GréBenbeziehungen zureihen, 
und es laBt sich die Geltung der ihnen entsprechenden fundamentalen 
Gesetze nachweisen. Dagegen gilt der Fall ¢) fiir unendliche Mengen als 
problematisch, und der Theorie der Vergleichbarkeit fehlt somit fiir be- 
liebige unendliche Mengen die Grundlage. Um sie sicher zu stellen wiire 
erst zu zeigen, daB der Fall d) fiir unendliche Mengen niemals realisiert ist. 

36* 
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Dies ist im allgemeinen Rahmen der Cantorschen Grundlegung das 
bisherige Resultat. 

1. Zu den Grundlagen gehéren zuniichst die folgenden Axiome der 
Aquivalenz: 

A) Aus M~ N und N~ P folgt M~ P. 
B) Ist M~ N und M, Teilmenge von M, so gibt es eine 
Teilmenge N, von N, sodap M, ~ N, ist. 

Um nichts auszulassen, wire hinzuzufiigen, daB die drei Begriffe 
Aquivalenz, endliche Menge, unendliche Menge 
mathematische Objekte sind, also dem Satz vom Widerspruch gehorchen. 

D. h.: 
1. Fiir je zwei Mengen M und N besteht von den beiden Beziehungen 
M~N und M nicht ~N 
notwendig eine und nur eine. 

2. Fiir jede Menge M ist eine und nur eine der beiden Beziehungen 

erfiillt: 

Es gibt ein M,~ M oder Es gibt kein M,~ M. 
Im ersten Fall heiBt M unendliche, im a2weiten endliche Menge. Im Zermelo- 
schen Sprachgebrauch*) wiirde man dies, soviel ich sehen kann, folgen- 
dermaBen auszudriicken haben: 1. Fiir je zwei Mengen soll es definit 
sein, ob sie aiquivalent sind oder nicht; und 2. Fiir jede Menge soll es 
definit sein, ob sie endlich ist oder aber unendlich. 

Geht man in dieser Weise vor, so ergibt sich das bisher wohl nicht 
bemerkte Resultat, daB auch die Theorie der endlichen Mengen ohne ein 
neues Axiom nicht begriindet werden kann. Ohne ein solches lassen sich 
die grundlegenden Tatsachen, daB aus 

a=—B, B=y auch a=y 
folgt usw. nicht erharten. In erster Linie miiBte sich niimlich zeigen lassen: 
C) Sind Mund N, sowie N und P Mengen, fiir die der Fall a) besteht, 
was ich kurz durch 
MadN und NAP 
ausdriicken will, so muB daraus das Bestehen von 
MaP 
gefolgert werden kinnen. 

Aber gerade dies ist unméglich. Legt man jedoch die Forderung, dab 
diese Folgerung stets gezogen werden kann, axiomatisch zugrunde, so 
lassen sich die tibrigen Relationen, die fiir die Begriffe ,,Gleich, GréBer, 
Kleiner“ gelten, auch fiir die Mengenbeziehungen leicht erweisen. 


*) Vgl. die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, Math. Ann. 
65. S. 263. 
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Diese Tatsache legt es nahe, zu priifen, was man fiir die allgemeine 
Theorie der Vergleichbarkeit erreicht, wenn man ihr ebenfalls noch das 
eben genannte Axiom C) (Axiom der Vergleichbarkeit) zugrunde legt. Das 
Ergebnis ist folgendes: Es laBt sich erweisen 

1. das Bestehen der fundamentalen Grifenrelationen, 

2. dap der Fall Ma N bei unendlichen Mengen ausgeschlossen ist, 

3. daB fiir eine endliche Menge N und eine unendliche Menge M nur 

die Beziehung Mb N statt hat (m>n),*) 

4. dap im Fall Mb N und McN die Aquivalenz M~ N ausge- 

schlossen ist.*) 
Dagegen diirfte sich ohne neue axiomatische Hilfsmittel noch nicht er- 
harten lassen, daB den Fallen Ma N und Md N die Aquivalenz M~ N 
entsprechen mu8. Ein hierzu hinreichendes Axiom enthiilt § 8. 

Der Weg der hierzu fiihrt, ist folgender. Ich kniipfe daran an, dab 
sowohl bei Cantor, wie bei Dedekind die allgemeine Theorie so aufgebaut 
wird, daB man zunichst eine Scheidung zwischen endlichen und unend- 
lichen Mengen vermeidet. So ist es im wesentlichen auch bei Zermelo**), 
und dem will ich mich auch hier anschlieBen. Wir werden also die Fiille 
MaN und MAN zuniichst nicht scheiden, sondern zusammen behandeln. 
Dann bleibt doch die fundamentale Tatsache bestehen, daB die drei Még- 
lichkeiten 

1) a) oder d), 2) b), 3) ¢) 
einander logisch ausschlieBen, sodaB fiir zwei Mengen M und N entweder 
b) oder c) oder aber einer der beiden Fille a) und d) realisiert sein muB 
Soll nun festgesetzt werden, daB diesen drei Méglichkeiten, also den Be- 
ziehungen 


1) MaNresp MAN, 2) MbN, 3) MeN 
die Beziehungen 
Gleich, GréBer, Kleiner 
zugeordnet werden sollen, so muB dazu das Bestehen der fundamentalen 
GréBenrelationen sowie der tibrigen oben genannten Tatsachen 2), 3), 4) 
nachgewiesen werden; und dies gelingt auf Grund des Axioms C. 

2. Ich beginne mit der Betrachtung der endlichen Mengen. Die fiir 
sie oben behauptete Tatsache kann folgendermaBen ausgesprochen werden: 
Wenn man nur die Fille d), b), c) zulaéBt, und ihnen die drei Beziehungen 
»Gleich“, ,,GréBer“, ,,Kleiner“ zuordnet, so kann ohne neue axiomatische An- 
nahmen nicht gezeigt werden, daB die beziiglichen Grundgesetze erfiillt sind. 


*) Diese beiden Schliisse stiitzen sich allerdings auch auf die Sitze tiber Zer- 
legung und Zusammensetzung der Mengen. 
**) Math. Ann. 65, 8. 261 ff. 
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Um dies zu zeigen, wollen wir das allgemeine Problem, um das es 
sich hier handelt, zunichst in folgende Form setzen: 
Zwischen zwei Mengen M und N sollen nur folgende Beziehungen 
méglich sein: 
MbN, MeN, MAN, 
so ist zu untersuchen, welche Schliisse aus den Kombinationen 
Man MbvN MeN 
NadP’ NdP’ NdaP 
iiberhaupt gezogen werden kénnen. 
Wir ziehen zuniichst den ersten Fall MAN und Nd P in Betracht; 
und sehen zu, ob aus ihm die Folgerung Md P abgeleitet werden kann. 
Ausfiihrlicher lauten unsere Voraussetzungen 
(1) kein M,~ N, kein N, ~ M, 
und 


, usw. 


kein N,~ P, kein P, ~ N, 
und hieraus miibte 
(La) kein M,~ P, kein P, ~M 
gefolgert werden kénnen. Daf dies direkt geht, ist angesichts der rein 
negativen Natur der Voraussetzungen (1) logisch unméglich. Es kénnte 
also nur so gelingen, daB man zeigt, dab weder der Fall Mb P noch 
auch der Fall Mec P mit den Voraussetzungen (I) vertriiglich ist. Nehmen 
wir z. B. an, es sei fiir M und P der Fall Mb P realisiert, sodaB das 
Verhaltnis von M und P durch 
(1) M'~P; ken P’'~M 
charakterisiert ist, so wire zu zeigen, dab dies mit den Voraussetzungen (I) 
einen Widerspruch begriindet. Um hieriiber zur Klarheit zu kommen, 
wollen wir wieder untersuchen, was sich aus der Annahme (1) in Ver- 
bindung mit den Relationen (I) tiberhaupt folgern la8t. Wir haben dazu 
jede der beiden Beziehungen 


(La) M’'~ P 
und ; 
(1b) kein P’~ M 


mit jeder der vier in (1) enthaltenen Beziehungen zu kombinieren. Da ist 
zunichst klar, daB die Kombination irgendeiner dieser vier Beziehungen mit 
»kein P’~ M* einen Schlu8 wiederum nicht gestattet. Es bleiben also 
nur noch die vier Kombinationen 
M’~ P M'~ P M’~P M'~ P 
kein M,~N’ kein N,~M’ kein N,~P’ kein P,~N 


zu erértern. Von ihnen gestatten nur die erste, dritte und vierte einen 
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SchluB. Die dritte liefert unmittelbar, dab kein N, ~ M’ ist, was einen 
Widerspruch nicht enthilt.*) Die vierte liefert ein ihnliches Resultat. Ist 
nimlich M,’ diejenige Teilmenge von M’, sodaB M,'~ P, ist, so folgt 
kein M,'~ N, 

was ebenfalls keinen Widerspruch enthiilt. Die erste endlich setzen wir 
in die Form 

M’~P, M' nicht ~N 
und folgern daraus, daB P nicht ~ N ist. Aber auch dies schlieBt keinen 
Widerspruch mit den Voraussetzungen (I) ein. Es kénnte nur in dem Fall 
einen Widerspruch bedingen, daB man die Aquivalenz zweier Mengen M 
und N im Fall d) ausdriicklich voraussetzen, also als Axiom aufstellen 
wiirde.**) Damit ist die obige Bebauptung erwiesen. 

3. Wir gehen zur allgemeinen Theorie zuriick und nehmen jetzt 
die in ©) enthaltene Tatsache als Axiom an; setzen also voraus, dab aus 
den Relationen (1) stets die Beziehung (la) folgt, also die Beziehung 

kein M’~ P, kein P’~ M. 
Wir kniipfen ferner daran an, daB die drei Méglichkeiten 
1) a oder d, 2) »b, 3) ¢ 
einander logisch ausschlieBen, sodaB entweder b) oder c) oder aber einer 
der beiden Fiille a) und d) realisiert sein muB. Dann ist wieder zu zeigen, 
da8 wenn diesen drei Méglichkeiten die drei Beziehungen ,,Gleich“, ,GréBer“, 
»Kleiner“ zugeordnet werden sollen, und zwar in der Form 


m=n, m>n, m<n, 
die ihnen entsprechenden fundamentalen Beziehungen erfiillt sind. 





*) Man beachte hier und im folgenden, da8 sich weitere Folgerungen tiberhaupt 
nicht ziehen lassen. Aus 

M’~P, kein N,~P, kein N,~ M’ 
folgt nichts neues mehr. 

**) Wir kénnen hieraus das beilinfige Resultat entnehmen, daB die Annahme, 
aus Md WN folge die Aquivalenz M~ N, hinreichend ist, um die Relationen (Ia) 
aus (I) abzuleiten. Aber dies ist durchaus trivial. Denn in diesem Fall folgert man 
leicht, dag Md N mit M~N gleichwertig ist, dab also aus M~ N auch Md N 
folgt. Es ist niimlich sowohl Mb N wie auch Mc N ausgeschlossen. Wire z. B. 
Mb N realisiert, so wiire 

M’'~WN, kein N,~M 
und wegen M~N folgte einerseits M’ ~~ M und andererseits kein M, ~ M, was 
einen Widerspruch darstellt. Da aber auch Ma N gemiS unserer Voraussetzung 
ausgeschlossen ist, so kann nur M d N richtig sein. 

Dies gestattet die Relationen (I) in die Form zu setzen 

M~N und N~P; 
aus ihnen folgt M~ P unmittelbar, und hieraus wiederum XY d P. 
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Wir beginnen mit dem Nachweis, dap aus 


m=n und n=p 
in allen Fiillen 
m=p 
folgt. Dazu ist nachzuweisen, daB aus den Voraussetzungen 
(Il) fir M und N besteht die Beziehung Ma N oder Md N, 
(Ila) fiir N und P besteht die Beziehung Na P oder Nd P 
auch eine der beiden Relationen Ma P oder Md P zu folgern ist. Dies 
kann folgendermaBen geschehen. 
Die Voraussetzungen (II) und (Ila) spalten sich in die vier Fille 
MaN MawN MaN MawNn 
1) 7 ’ 2) , ? 3) ry ? 4) ; 
NaP NaP NaP NadP 


Im letzten Fall folgern wir Md VP auf Grund unserer axiomatischen 
Voraussetzung. Im ersten Fall ist die Folgerung Ma P evident; der Voll- 
stindigkeit halber setze ich den Beweis nochmals hierher. Die Rela- 
tionen 1) lauten ausfiihrlich 


M,~N, Ni~M 
und 
N’~P, P’~N. 
Ist nun M,’ die Teilmenge von M,, die auf Grund der Aquivalenz 
M,~ N der Menge N’ entspricht, so hat man 
M,~N’ wid N’~P; also M,~P, 


und ebenso wird gezeigt, daB es eine Menge P,’~ M gibt. D. h. es ist 
Ma P. 


Der zweite und dritte Fall stellen das Neue dar. Wir fiihren den 
Beweis fiir den zweiten. Er enthialt die Voraussetzungen 


(11’) U,~N, N,~ M, 
(IIa) kein N’~ P; kein P’~ N; 


aus ihnen ist zu folgern, dab Ma P oder Md P ist. Wir beweisen das 
letzte, also die Relation 


(IIb) kein M’~ P, kein P”~ M. 


Der Beweis geht indirekt vor sich. Giibe es niamlich eine Teilmenge M”, 
sodaB M” ~ P wire, so folgt aus N,~ M die Existenz einer Menge N,”, 
fiir die N,”~ M” ist, und daher auch die Relation 


N,"~P 


im Gegensatz zu (Il’a). Ebenso beweist man die Unméglichkeit einer 
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Menge P” mit der Beziehung P” ~ M. Damit ist auch der Fall 2) er- 
ledigt und ebenso erledigt sich der Fall 3). 
In dhnlicher Weise lift sich aus den Relationen 


m=n und n>p 


die Beziehung m> » folgern. Es geniigt, dies fiir den Fall durchzufihren, 
daB zwischen M und N die Beziehung Md N besteht, d. h. 


(IID) kein M,~ N und kein N,~ M. 
Zu ihr kommt die n> p entsprechende Relation 
(IIIa) N,~ P, kein P,~ N 

und es ist zu folgern, daB 

(IIIb) M’~ P, kein P’~ M. 


Zunichst beweisen wir, dab es kein P’~ M gibt. Giibe es niimlich 
eine Menge P’~ M, so sei wiederum N,' die Teilmenge von N,, fiir die 
N,'~ P’ ist, dann folgt weiter N,’~ M im Gegensatz zu (III). Man hat 
nun noch zu zeigen, daB es ein M’~ P gibt. Wire dies nicht der Fall, 
so bestinde auf Grund des Vorstehenden zwischen M und P jetzt die 
Beziehung 
kein M’~ P, kein P’~ M, 

und hieraus folgte in Verbindung mit (III) nunmehr auch 
kein Ny~ P, kein P,~ N 

im Widerspruch zu (Illa). Damit ist der Beweis geliefert. 

Analog wird aus m=n und n<p weiter m<p gefolgert. Man 
iiberzeugt sich so, daB unser an die Spitze gestelltes Axiom C eine zentrale 
Bedeutung fiir die Theorie der Vergleichbarkeit besitzt. 

4. Ich leite zuniichst noch eine Folgerung ab, deren Kenntnis ich 
Herrn H. Hahn verdanke. Man kann néimlich jetzt noch nachweisen, daB 
der Fall d) bei unendlichen Mengen nicht vorkommen kann. 

Der Beweis kann wie folgt gefiihrt werden. Wir nehmen an, daB 
fiir M und N die Beziehung Md N besteht, also 


(1) kein M,~ N, kein N,~ MU, 
und haben zu zeigen, daB es keine Teilmenge M’~ M gibt. Gibe es 


nimlich eine solche Menge M’~ M, so kénnte man folgern, daB auch 
M’'daWN sein miiBte. Denn wegen M’~ M hat man unmittelbar 


(2) kein N,~ M’, 
und ebenso leicht folgt, daB 
(3) kein M,’~ N 


ist. Jedes M,’ ist naimlich auch Teilmenge von M, und wir wissen ja, 
daB kein M, ~ N ist. GemiB (1) und (2), (3) haben wir also die Relationen 
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MaN und M'dNn 
und folgern nun gem&S unserer axiomatischen Annahme C) auch 
(4) M' aM. 
Das ist aber ein Widerspruch. Denn da M’ Teilmenge von M ist, so 
gibt es auch eine zu M’ iiquivalente Teilmenge von M, nimlich M’ selbst. 

5. Wir kénnen von diesem Resultat zu einer allgemeineren Frage- 
stellung tibergehen und untersuchen, welche Fiille a), b), c), d) durch be- 
stimmte Annahmen iiber Endlichkeit oder Unendlichkeit einer der beiden 
Mengen M und N ausgeschlossen werden. 

Eine unmittelbare Folgerung ist die folgende. 

Man kann das eben gefundene Resultat auch so formulieren, daB die 
Beziehung Md N ausgeschlossen ist, wenn man nur weib, daB eine der 
beiden Mengen M und N wnendlich ist. Ist es z. B. M, so folgern wir 
genau wie eben, dab M’ nicht ~ M sein kann, also M nicht unendlich. 

Ferner kann man bekanntlich zeigen, daB die Beziehung M a N aus- 
geschlossen ist, wenn man eime der beiden Mengen, z. B. N, als endlich 
voraussetzt.*) Denn mit den Voraussetzungen 


(1) M,~N, N,~M 

steht die Annahme 

(2) kein N’~ N 

in der Tat in Widerspruch. Man hat nimlich sofort 
N,~N, 


wenn N,’ die Teilmenge von N, ist, die der Teilmenge M, von M ent- 
spricht. 

6. Hieraus ziehen wir noch eine letzte Folgerung. Ist M eine un- 
endliche und N eine endliche Menge, so kann nur der Fall Mb N realisiert 
sein.**) GemiiB dem Vorstehenden haben wir nur zu zeigen, daB auch die 
Beziehung Mc N, also 
(1) ken M,~N, Ni~M 
ausgeschlossen ist, d. h. daB sie mit unseren Voraussetzungen 

M'~ WM, kein N’~N 
im Widerspruch steht. 

Hierzu bediirfen wir des Hilfssatzes, daB eine Teilmenge einer end- 

lichen Menge ebenfalls eine endliche Menge ist. Dazu mu8 aus 


kein M’~ M die Folgerung kein M” ~ M’ 


*) DaB es so ist, wenn man beide Mengen als endlich annimmt, wurde schon 
in § 1 erwihnt und benutzt. 

**) Auf die Beweisbarkeit dieser Tatsache wurde ich ebenfalls von Herrn Hahn 
hingewiesen. 





ak 


8c 








Zur Grundlegung der Mengenlehre. 559 


abgeleitet werden. Wire nimlich 
M” ow mM’, 
so hatte man 


M=M’'+ M,=M"+M/+M,, 


wenn M, die Komplementiirmenge von M’ und M,’ die von M” ist. Setzt 
man nun 
M” + M,= M,, 
so ist M, eine eigentliche Teilmenge von M, und es folgte weiter 
M,~ M’'+M,, also M,~ M, 
was unmdglich ist. 


Hieraus ergibt sich die zu beweisende Behauptung unmittelbar. Aus 
den Voraussetzungen (1) entnehmen wir nimlich zuniichst eine Relation 
N, ~ M' 
und hieraus in Verbindung mit N,~ M und M’~ M weiter 

N,~ Ny’; 
und da N eine endliche Menge ist, so widerspricht dies der eben gezogenen 
Folgerung. 

Ubrigens gehen in diesen Beweis, was ausdriicklich erwihnt werden 
muB, auch die Siitze tiber die Zerlegung und Vereinigung der Mengen als 
allgemeine Voraussetzungen ein.*) 

7. Wir kommen zu einer letzten grundlegenden Fragestellung. Es 
fragt sich endlich noch, ob und wie man aus den vorstehenden Resul- 
taten entnehmen kann, daB den Relationen 

MaN und MAN 

auch wirklich die Aquivalenz 

M~wN 
entspricht, ob sie also fiir diesen Schlu8 auch hinreichend sind. Dem Vor- 
stehenden gemiB diirfen wir uns auf den Fall beschriinken, dab die Mengen M 
und N beide endlich oder beide unendlich sind. Dann ergibt sich zuniichst 
ziemlich unmittelbar**), daB nur die Fille Ma N resp. Md N fir 

M~wN 
statthaben kiénnen. Die Fille Mb N und Mc N lauten nimlich ausfiihr- 
licher 


(b) M,~N, kein Ni~ M 
und 
(ec) kein M,~ N, N,~ M. 


*) Von deren nochmaliger Analyse glaube ich absehen zu diirfen. 
**) Ich fiihre dies nur der Vollstiindigkeit halber an. 
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Wiiren diese Faille mit M~ N vertriglich, so folgte aus ihnen sofort 


(b’) M,~M, kein N,~N 
und 
(e’) kein M,~ M, N,~ N. 


Sind nun M und N beide endlich, so liefern die Relationen M,~ M und 
N,~ N den Widerspruch; sind sie beide unendlich, so wird er durch 
kein N,~ N und kein M,~ M bedingt. Diese Fille sind also in der 
Tat ausgeschlossen. 

Wir fragen weiter, ob die Umkehrbarkeit des eben gefundenen Tat- 
bestandes ohne weitere Voraussetzungen, als die bisher benutzten, bewiesen 
werden kann. Dies scheint aber unméglich zu sein. Dab aus Ma N die 
Aquivalenz M ~ N zu folgern ist, bildet ja den Bernsteinschen Satz, in 
dessen Beweis stets Hilfsmittel eingehen, die iiber die bisher benutzten 
hinausgehen und die man daher als neue axiomatische Tatsachen anzu- 
sehen hat. Ebensowenig kann aus Md N die Aquivalenz M~ N gefolgert 
werden, auch nicht mittels indirekten Beweises. Denn wenn man zu der 
Voraussetzung 

kein M,~ N, kein N,~ M 
noch die Annahme 
M nicht ~ N 
fiigt, so hat man lauter negative Voraussetzungen, die einen weiteren 
Schlu8 nicht gestatten. 

8. Die vorstehende Betrachtung hat mithin folgendes Resultat er- 
geben. Sie hat nur die Widerspruchslosigkeit der siimtlichen axiomatischen 
Festsetzungen dargelegt und damit den Beweis geliefert, daB es gestattet 
ist, den Fallen Ma N und Md WN die Beziehung M~ N entsprechen zu 
lassen. Man kann iibrigens der axiomatischen Annahme, die hierzu hin- 
reichend ist, einen etwas geringeren Inhalt geben, namlich den folgenden: 

D) Alle Mengenpaare M, N, die in der Beziehung Ma N resp. Md N 
stehen, haben den gleichen Aquivalenzcharakter (Axiom der Gleichartigkeit 
oder Einheitlichkeit), 

oder auch, was dasselbe ist, 

D’) Der Aquivalenzcharakter hiingt nur von den Cantorschen Be- 
ziehungen a), b), c), d) ab. 

DaB dies in beiden Fallen nur die Bezichung M~ N sein kann, ist 
dann bereits eine Folge der vorstehenden Entwicklungen. 

Wird noch die Aquivalenz von M und N, also die Méglichkeit ein- 
eindeutiger Zuordnung durch Me N ausgedriickt, so kann die vorstehende 
Untersuchung auch so charakterisiert werden, daB sie die Gesetze darlegt, 
die die Kombinationen der fiinf grundlegenden Beziehungen 


MaN, MbN, McN, MAN, MeN 
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beherrschen; und zwar auf der Grundlage der Axiome A, B, C, D, wozu 
fiir einzelne Folgerungen noch die iiber die Spaltung und Vereinigung 
von Mengen treten. Ganz unabhiingig von dem Zweck, der dieser Arbeit 
in der Einleitung gestellt wurde, bildet die Untersuchung dieser Be- 
ziehungen auch an sich ein Problem, dessen Erledigung eine mengen- 
theoretische Notwendigkeit ist. 

Damit glaube ich fiir die Begriindung der Vergleichbarkeit einen ele- 
mentaren Weg aufgezeigt zu haben, bei dem man sicher ist, alle mathe- 
matischen Tatsachen axiomatischer Natur, die man voraussetzt, zu kennen. 
Insbesondere erfiillen diese Voraussetzungen die Forderung, die Peano und 
Frege mit Recht erhoben haben, und die dahin zielt, daB diese Voraus- 
setzungen sich ausschlieBlich an die Symbole kniipfen, die man fiir die 
gegenseitigen Beziehungen der mathematischen Objekte, von denen man 
handelt, eingefiihrt hat. 

Freilich kénnte man zunichst meinen, daB den vorstehenden Dar- 
legungen scheinbar etwas paradoxes anhaftet. Es liegt darin, daB man in 
§3 die Beziehungen Ma N und Md N miteinander kombiniert, obwohl 
sich nachtraglich ergibt, daB die eine nur fiir unendliche, die andere nur 
fiir endliche Mengen zutrifft. Dies kann jedoch der Richtigkeit der Argu- 
mentation keinen Eintrag tun. Es spricht nur eine gewisse Eigenart der 
Voraussetzungen aus, auf denen sie ruht, nimlich die, dab ihre logische 
Harmonie sogar in einem Fall bestehen bleiben wiirde, der sich spiiter 
als nicht realisierbar erweist. Das ist nichts, was ihre Harmonie in Frage 
stellen kénnte. Im Gegenteil: es spricht nur fiir die groBe Allgemeinheit 
und Tragweite der obigen Voraussetzungen, und damit der Grundlagen, 
die hier der Theorie der Vergleichbarkeit zugrundegelegt worden sind. 
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Begrindung der kinetischen Gastheorie.*) 
Von 


Davip Hizzert in Gottingen. 


In den Anwendungen der Theorie der Integralgleichungen — sei es 
auf analytische oder geometrische Probleme oder im Gebiete der theo- 
retischen Physik — war es bisher stets eine gewdhnliche oder partielle 
Differentialgleichung oder ein System von solchen Differentialgleichungen, 
das bei der Aufstellung der Integralgieichung zur Vermittelung diente. 
Im folgenden mache ich eine neue direkte Anwendung der Theorie der 
linearen Integralgleichungen, indem ich zeige, daB es eine gewisse 
lineare Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern 
ist, die die mathematische Grundlage der kinetischen Gas- 
theorie bildet und ohne deren Erforschung nach den modernen 
Methoden der Integralgleichungstheorie eine systematische Be- 
griindung der Gastheorie unméglich ist. 

Wir fiihren zuniichst folgende Bezeichnungen und Annahmen ein. Es 
seien z, y, 2 die rechtwinkligen Raumkoordinaten und ¢ die Zeit; & y, € 
seien die Geschwindigkeitskomponenten der Molekiile; die Molekiile seien 
Kugeln vom Durchmesser 6. Zur Abkiirzung werde ferner das Volumen- 
element im xyz-Raume mit 

do=dzdydz 


und das Volumenelement in §1£-Raume mit 
do = di dndg 


bezeichnet. Den gesamten Zustand des Gases sehen wir als gegeben an 
durch die Funktion F der sieben Argumente &, », £, 2, y, 2, t, wobei die 
Bedeutung dieser Funktion die ist, dab 


F dodo 


*) Abdruck des letzten Kapitels meines Buches ,,Grundziige der Theorie der 
linearen Integralgleichungen“ (Leipzig, Teubner 1912). 
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die Anzahl der Molekiile angibt, deren Mittelpunktskoordinaten zur Zeit t bzw. 


zwischen x und z+ dx 


» Yn» ytdy 
9 2» *e+dz 
und deren Geschwindigkeitskomponenten zugleich bzw. 
zwischen £ und & + dé 
»  » at+dy 
» §& » +d 
liegen oder kurz, die zur Zeit ¢ in do und deren Geschwindigkeitspunkte 


—, », € in do fallen. Wir nennen diese Funktion F die Maxwellsche 
Fundamentalfunktion. 


Es seien ferner f, ), 3 die Koordinaten eines Punktes der Einheitskugel 
(1) e+y+iy—l 
und d das Oberflichenelement dieser Einheitskugel. Bringen wir nun 
zwei Molekiile mit den Geschwindigkeiten & », € und &, 7,, &, zum Zu- 
sammenstoB derart, daB im Moment ihrer Beriihrung die Richtungskosinusse 


ihrer Zentrilinie x, ), 3 sind, so werden die Geschwindigkeiten der beiden 
Molekiile nach dem ZusammenstoB durch die Formeln gegeben: 


v=—§+xrW, 
(2) vf =n+yW, 

v=¢€ + 4 W, 
und 

&=&—r1W, 
(3) ™ =%,—9W, 

o'=& - 3W, 


wobei zur Abkiirzung 


W =x(E, — &) + o(m, — 0) + (8 — §) 
gesetzt ist. Diese Formeln (2), (3) stellen eine lineare homogene Trans- 
formation der sechs Variabeln & y, € £,, 7, & dar, die folgende Eigen- 
schaft besitzt: 

Satz 1. Die Transformation ist mit ihrer inversen identisch; ihre 
Determinante ist gleich 1. 

Satz 2. Vertauscht man in einem Ausdrucke, welcher &’, 1’, &, &’, ,', &' 
enthilt, die GréBen £ »,§ bzw. mit &, y,, & und umgekehrt, so ver- 
tauschen sich in jenem Ausdrucke gegenseitig §’, 7’, £ bzw. mit &,’, ,’, £,’. 

Satz 3. Unsere Transformation besitzt die vier Invarianten 
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E+ 6&,, 

"+ %, 

f+&, 

P+ P+ P+ f+ n+ 6%, 
wahrend W bei ihrer Anwendung das Vorzeichen indert. 


Auch setzen wir noch fest, dab, wenn (££) irgend einen Ausdruck 
in & 9, € bedeutet, stets die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen gelten 


sollen: 
(Eng), = (Em &), 
(nf) = (E78), 
(Enh) = (6, mS); 
und endlich definieren wir die Kiammersymbole: 
[F, G])=10? W (P'G, + F/G — FG, — FG) 
[F, F|-}0'| W\(F'F, — FF) 
(FIX Gp + YG, +2 Ge tb Get 1 gy tb oe t+ Ges 
in letzterer Formel bedeuten rechts die GréBen X, Y, Z die Komponenten 
der auBeren auf das Gas wirkenden Kraft, bezogen auf die Masseneinheit; 
sie sind gegebene Funktionen von 2, y, 2, ¢. 


Nunmehr lege ich meiner Untersuchung die Maxwell-Boltzmannsche 
Fundamentalformel 


(4) S/(® Fido, ds = [F] 


zugrunde; darin ist links die Integration dm, iiber den gesamten Ge- 
schwindigkeitsraum 
£1, %,» & =— oo bis + co 


und die Integration d% iiber die gesamte Oberfliiche der Einheitskugel (1) 
zu erstrecken. Diese Gleichung (4) muB identisch fir alle &, y, €, 2, y, z, ¢ 
erfiillt sein: -sie stellt eine notwendige Bedingung dafiir dar, dab die 
Funktion F' der sieben Argumente &, 4, €, x, y, z,¢ die Maxwellsche Funda- 
mentalfunktion unseres einatomigen Gases ist. 

Hierzu fiigen wir fiir F noch folgende Bedingungen hinzu: 

1. F darf keinesfalls negative Werte annehmen. 

2. F muB verschwinden, sobald eines der Argumente &, 7, € positiv 
oder negativ unendlich wird. 

3. F soll fiir alle Zeiten ¢ endlich und stetig bleiben. 

Die Bedingungen 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus der Be- 
deutung von F; die Bedingung 3. ist der Ausdruck fiir die Stabilitit des 
Bewegungszustandes unseres Gases. 











~~ 
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Um F auf die allgemeinste Weise als Lisung der Gleichung (4) zu 
bestimmen, kénnte der Ansatz dienen: 


(5) F=F,+F,¢—t)+Ft—t)+--- 
Da Jo in (4) nur rechter Hand auftritt, so folgen, wenn F, eine willkiir- 


lich gewihlte Funktion von &, », § 2, y, 2 ist, aus (4) offenbar in ein- 
deutiger Weise die weiteren Koeffizienten F,, F,, ... als Funktionen eben- 
dieser sechs Argumente. Durch Abschiitzung dieser Koeffizienten werden 
wir jedoch eine Konvergenz der Potenzreihe (5) nur dann erwarten diirfen, 
wenn ¢— ft, absolut geniigend klein ausfallt, und solche Lésungen wiirden 
der obigen Stabilitiitsbedingung 3. widersprechen. Daher verwerfen wir 
die Entwicklung (5) und erzielen vielmehr die Auflésung dadurch, daS 
wir einen positiven Parameter 4 mittels des Ansatzes 


G 

rome 
in die Gleichung (4) einfiihren und die so entstehende Gleichung 
(6) SIG @ do, ds = a @] 
vermége der nach Potenzen von 4 fortschreitenden Reihe 
(7) G=O+ 1+ XP +--- 
lésen — was darauf hinausliuft, in der urspriinglichen Gleichung (4) 
(8) Fo?4W4+xat--. 
einzusetzen; dabei bedeuten ®, W, X, ... zu bestimmende Funktionen der 


sieben Argumente &, n, £ x, y, 2, t, von denen jedenfalls die erste ® noch 
den obigen Bedingungen 1., 2., 3. zu geuiigen hat. In dem Potenzreihen- 
ansatze (8) erblicke ich die strenge Formulierung des Maxwellschen Ge- 
dankens einer sukzessiven Approximation zur Berechnung seiner Funda- 
mentalfunktion F: in der Tat sollen spiterhin beim systematischen Aufbau 
der Gastheorie sukzessive die Abschnitte 

® 

-? 

® 

D 

7 + B+ Xi, 


in erster, zweiter, dritter Anniaherung usw. als Ersatz an Stelle der 
Fundamentalfunktion F genommen werden. Die Potenzreihe (8), die 
die Fundamentalgleichung (4) befriedigt, ist der allgemeinste 
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Ausdruck fiir die Maxwelische Fundamentalfunktion eines in 
stabilem Bewegungszustand befindlichen Gases. 

Unsere wichtigste allgemeine Aufgabe besteht darin, die Mannigfaltig- 
keit aller derjenigen Lisungen der Fundamentalgleichung (4) zu ermitteln, 
die durch die Potenzreihenentwicklung (8) dargestellt werden. 

Zu dem Zwecke tragen wir (7) in (6) ein; dann finden wir durch 
Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von 4 auf beiden Seiten 


(10) Sf[®, Pldo, ds =0, 
(11) S{{®, ¥] do, ds = 4[), 
(12) S{(® X1+ 41% P) do, ds — 3 (8), 


Die Gleichung (10) ist bereits von Boltzmann vollstindig gelést worden 
wie folgt. Wegen Satz 1. und Satz 2. auf S. 563 haben wir, wenn H 
ebenso wie F und G Funktionen der Argumente &, 7, € bedeuten: 
SSH, @ do do, ds = ff fH, (F, G) dodo, ds 
=—fffH', @) dodo, d3 = — ff fH, [F, 4 dodo, a3, 
und daher wird 
(13) [ff HUF, G)dodo,d3—}ff{(H+ H,— H’— H,)[F, G]do do, ds. 
Aus dieser Formel folgt fiir 
H = log ®, 
F=9, 


G=®, 
mit Riicksicht auf (10) 


Lf dog ® + log ®, — log # — log ®,')[®, ©] dodo, d3 = 0 
oder 
SLf\W og 2%, (@' 0,’ — ©0,) dodo, ds = 0 


d. h., da der Integrand hier nirgends positiv ausfallen kann, 
@'®,’— OO, = 0. 
Die allgemeinste dieser Gleichung geniigende Funktion von &, y, §, 


2, 2, y, t mit den Eigenschaften 1. und 2. auf S. 563 ist, wie aus dem Satze 3. 
auf 8. 563 leicht erkannt wird: 


(14) @ = ae? E—uP +(n— oP + C—uP) 


wenn u, v, w beliebige Funktionen von z, y, z, ¢ und a, b soleche Funk- 
tionen derselben Variabeln z, y, z, ¢ bedeuten, die nirgends negativ ausfallen. 
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Nunmehr haben wir den soeben aus (10) gefundenen Ausdruck (14) 
fir ® in (11) einzutragen und aus der so entstehenden Gleichung die 
Funktion & zu ermitteln. Setzen wir zu dem Zwecke 

B= yO, 
wo w eine neue zu bestimmende Funktion ist, und beriicksichtigen die 
obige Relation 
o0, = 0'9/, 
so nimmt (11) die Gestalt an 
(15) to / [|W | Do, (¥,’ + ¥' — ¥,— ¥) do, d3 = } [9]. 
Fiihren wir hier in dem Ausdrucke linker Hand an Stelle von 


& om, $& & ty, & 
baw. die Argumente 


u + & v+ w +4 


L/ 
"Tr w+ aR yer ty M ty 


s 

+ Vo’ 

ein, so geht derselbe tiber in 
i6- . J, 
D? 
wo zur Abkiirzung 
(18) Taff\W\er@rrersirensin + 9-9-9) dads 
gesetzt worden ist; darin hat g die Bedeutung 
pint) —v (uti, 0+ 2, wt F). 

Es ist nun fir die Begriindung der kinetischen Gastheorie 
von entscheidender Bedeutung, daB der Ausdruck (16) in die 
Gestalt 
(17) J=kg + [K(éng; E171 6:) 91 da, 
gebracht werden kann und daB sich daher die zur Bestimmung 
von w dienende Gleichung (15) als eine lineare (orthogonale) 
Integralgleichung zweiter Art herausstellt. 

Um dies zu zeigen, bemerken wir zuniichst, daB 


JW \ ds = 2a V(E,— 8) + (4, — 0)? + G— 9 
wird, und setzen 


k(&n§) = een Ww) e~Er+m'+5 de, d8 





(18) 





so daB k eine gewisse nur von £*°+ 7*+ © abhingige stets positive Funk- 
tion bedeutet. 


37° 
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Ferner fiihre ich in dem Integralausdrucke 
J* = f'[|W\e-Getw +5 de, ds 


statt des Integrales iiber die Oberfliiche der Einheitskugel ein solches tiber 
das Innere derselben ein, indem ich in 


J+ 3 [Tear 
0 


statt r und der Richtungskosinusse die drei unabhingigen rechtwinkligen 
Koordinaten nehme x, 9, 3. Wegen 
ridrd3 = drdyd3 
wird dann 
Sh — 6) +9 — 1) +36, — 5 


e-tn'+ig'deo,drdyds, 
Veto ts ia tei 





ose+F +e 5 
wo nunmehr 


sw 
¥ = 9818) = o(E+ spyrpyy It epee C+ ayrpe) 


zu nehmen ist. Fihren wir jetzt im Integral J* statt £,, 7,, €, die neuer 
Integrationsvariablen 


i. = - &—é& 

1 x? + y* + 3” 

os i ary 
&—¢€ 


ein, so erhalten wir 


T*=3 PPP fied, + vu, + 4m | (ee + y+ 3)? 
Ose+y*+7 51) 
eA ++ +++ ty +++ +0) odd, du, dv, drdyd3, 


wo 
P= PEF EEA + 0m, + 3%), V+ 9CA, + Om, + 3%), 
f+ §(f4, + Du, + §%)) 
zu nehmen ist. Sodann wihlen wir statt x, y, 3 die neuen Integrations- 


variablen 
A=2(rd4, + Yu, + 4%), 


wu = (cd, + yu, + 3%), 
v = (ta, + Yu, + 3%); 


AA, + wm, + vy, = (£4, + Yu, + 5%,)*, 
B+ pw? + v® = (2° + 9? + 3%) (AA, + we, + vm) 
und da die Funktionaldeterminante 


wegen 


2rA, 
Dy 
ay 
wil 


Zw 


(18 
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24, + Oey + 3%, Ey » TY P 
yA, » EA, + 20m, + 4%, OY, = 2(44, + we, + vr,)? 
4A, » by » TA, + Yu, + 25y, 


wird, erhalten wir mit Riicksicht darauf, daB zu jedem Wertsystem A, My v 
zwei Wertsysteme fr, ), 3 gehdren: 


Pm3f fff f- e+e +o 
Ga, + way + 9%,)3 


(19) 0524.24 524,460, +r) 


2+ 2+ 02 ‘)’ ( a2 + ue? + v7 ) (> + 2+ 9% ‘)*} 
- 9 Al. ea + 
e {4 Thtninten T°) TT sumer") Teams, Fo 


gy (E+4,n+4,6+ v) didudvdi, du, dr,. 


Um hierin die Integration nach 4,, u,, v, auszufiihren, bedenken wir, 
daB das Integral 


. . 1 
(20) - SIS + Hey + + ont 


SP 42+? S44 + may toy) 














2+ ut + v2 2 42 + 2 + 92 22 + 2+ v2 \2 
e-{(4 hues vm ) + (nanspn ton “3 ") - (x aay tenaen,* ‘) } da, du, dy, 
eine Orthogonalinvariante der beiden Variabelnreihen 

4, w, v und & », § 

ist und folglich nur eine Funktion der drei Ausdriicke 
| B+ uit v, A+unt+vs, P+ y+ h 
werden kann. Um diese Funktion zu ermitteln, nehmen wir u = 0, 
v=. Fiir 4 >0 geht jenes Integral (20) dann iiber in: 


+eo+a+ oo 
a 1 Au s an. »\? 
Sf fae lovers Coren) aay dy 
J (i,)2 
—-e-—ae A 
2 ‘di, 2a — 2 
-4 e- noe Ae OF eH +, 


und mithin wird das Integral (20) notwendigerweise gleich 
2x {44+5)+u(utntr(r+t}* 
SF ut oe — —" - 
da ja dieser Ausdruck fiir u =0, y= 0 den eben berechneten Wert bekommt. 


Infolgedessen wird, wenn wir endlich in J* anstatt 4, u, v die Argumente 
von , namlich 





g&=—§&+4, 
m%=y+H, 
&£=¢E+ 


als Integrationsvariable einfiihren, 
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(21) J* = [K*(Eng; 76) 9 do, 
wo 
* 2a - {46-d+m(m-D+5(a-0}? 
“VEO Fa—e tego SOR rGne 


gesetzt ist. 
Nunmehr behandeln wir das Integral 
Te = ff W\ e~ Gerth 9,’ da, ds 
ahnlich, wie soeben das Integral J*. Zunichst finden wir genau wie vorhin 


T= BSL LS fray + 9m + 3m \ + + a? 


Osr+H +s S1 
CMAP TM t tre + Mt +n e+e ++) w’ dd, du, dv, drdy dy, 


wo jetzt 
VP, = 9 (Ae? + O* + 3) — EEA, + YM, + 3) + &, 
#, (x? + 9? + 39) — (rd, + DM, + 3%) + 9, 
vi (e? +O + 37) — g(EA, + YM, + 4%) + §) 


zu nehmen ist. Sodann wihlen wir statt r, y, 4 die neuen Integrations- 
variablen 


A= 4,(0? + 9? + 37) — £(r4, + Yu, + 3%), 
“= H, (x? + y? + 3°) “— y(rd, + Ou, + 4%); 
vy =v, (re? + 9? + 37) — 3(t4, + Ve, + 4%); 


tA + Yu + jv =0, 
AP w+ v? = (7+ 9? + 3%) (44, + we, +m), 

und da die Funktionaldeterminante, abgesehen vom Vorzeichen, 

Der + 3%, Le, — 294, rv, — 25d, 

QA,—2tm,, TA + 3%, YM — 2pm, —2(AA+umtyr,) (A, +94,+5%) 

§4,—2t%,, §4,—2)%,, 4, + Om, 
wird, erhalten wir durch Vergleich mit (19) das einfache Resultat 
(22) ' J = J*. 


Mit Riicksicht auf (18), (21), (22) erhilt der Integralausdruck (16) 
die Gestalt (17), wie oben behauptet worden ist, wo der Kern K die 
Bedeutung hat: 


K(Eng; £6) = 2re-O+ P+?) {VCE —_ £)?+ (n,— n+ c— 6) eG nt +h 
= , 2 eee}: 
@ —*+@, —»)? +6 —5? (i — SP +(m— uP + (a - 

Unter Benutzung der Identitat 


wegen 





Qa, & 


———— eS Oe e|hCl C 
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C=O a wee Tete te 
—_ S&—PP+S5S+8,—2P) _ S+8,—P)*—SS, 
&—*+ma—n*+6—8? € —s*+@—n?+¢,—f)?’ 
S— + 47+ %, 
8, = bP + 07+ &3, 
P=€&+9m+ 06 
bedeutet, ersehen wir, daB8 K ein symmetrischer Kern der beiden Variabeln- 


reihen £, 7, € und &, »,, § ist. AuBerdem zeigt der eben gefundene 
Ausdruck (23), daB der Kern K fir 


f—&, w=m §=% 

nur von der ersten Ordnung unendlich wird und daher die gesamte Theorie 
der Integralgleichungen auf ihn anwendbar ist. 

Insbesondere entnehmen wir hieraus, daB die Frage der Auflésung 
der Integralgleichung 
(24) . J = fen’), 
wenn f eine gegebene Funktion von &, y, € ist, notwendig durch die Kennt- 
nis der Liésungen der homogenen Integralgleichung 
(25) J=0 
bedingt ist. Um diese Lésungen zu ermitteln, multipliziere man den Aus- 
druck (16) fiir J mit m und integriere nach &, 7, € iiber den unendlichen 
Geschwindigkeitsraum; nach Formel (13) wird dann, wenn wir in derselben 


H == Q,; Fe e~S+rt+>), G == e~S+ Pty 








nehmen: 
SeTda =7 fff Wile Frrrersrt w+) (p+ g, — 9 — 9, do da, dB. 
Soll nun @ eine Liésung von (25) sein, so mu fiir ein solches g auch 
das Integral rechts hier verschwinden, und dies ist nur méglich, wenn 
der Integrand Null ist, d. h. wenn 

9+%—-9—9, =0 
wird. Dem Friiheren zufolge gibt es lediglich die fiinf linear voneinander 
unabhingigen Funktionen 


id = 1, 
yp —= g, 
(26) =n, 
yp _ g 


y®) _ ? + 1"? + §, 
die jene Gleichung erfillen, und damit ist bewiesen, daB die lineare 
homogene Integralgleichung (25) keine anderen Lésungen be- 
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sitzt als diejenigen, die aus jenen fiinf Lisungen durch lineare 
Kombination mit konstanten Koeffizienten entstehen.*) 

Hiermit ist die Untersuchung der linearen Integralgleichung (24), 
auf welche wir durch die Gleichung (11) gefiihrt wurden, beendet, und 
ich fasse die gefundenen Resultate, wie folgt, zusammen: 

Die zur Bestimmung der Funktion p dienende Gleichung (24) ist eine 
lineare (orthogonale) Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern. 
Die sugehirige homogene Integralgleichung (25) het genau die fiinf linear 
voneinander unabhiingigen Lisungen (26), und mithin besitet (24) dann und 
nur dann eine Lisung p, wenn f die fiinf Integralbedingungen ( Orthogonal itats- 
bedingungen) 

[vfdo=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
erfiillt. 

Auf Grund dieses Satzes ergibt sich als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Méglichkeit, y aus (15) d.h. # aus (11) zu bestimmen, 
das Bestehen der fiinf Gleichungen: 


(27) [v[®\do =0, (¢=1, 2, 3, 4, 5). 


Dies sind, wie die Ausrechnung zeigt und schon von Maxwell erkannt 
worden ist, nichts anderes als die hydrodynamischen Gleichungen ein- 
schlieBlich der Kontinuititsgleichung und der thermodynamischen Grund- 
gleichung fiir ein ideales Gas in erster Anniherung: die hydrodynami- 
schen Gleichungen erscheinen somit als die Orthogonalitits- 
bedingungen fiir die Lésbarkeit unserer linearen Integral- 
gleichung; es sind fiinf partielle Differentialgleichungen fiir die finf 
GréBen a, b, u, v, w (bez. Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit) als 
Funktionen von 2, y, z, t. Da die Determinante ihrer linken Seiten in 
bezug auf die zeitlichen Ableitungen 

da 0b Ou Ov dw 
(28) at? at? dt’ dt’ at 
— sie ist im wesentlichen die aus den Elementen 

[vv bdo, (j= 1, 2, 3, 4, 5) 


gebildete Determinante — nicht Null ist, so sind die Lésungen der fiinf 
partiellen Differentialgleichungen (27) eindeutig bestimmt, wenn man die 
Werte von a, b, u, v, w oder auch — was offenbar auf das nimliche 
hinausliuft — die Werte von 





*) Den schénen Beweis dieses Satzes hat zuerst Herr Dr. E. Hecke gefunden, 
dessen Hilfe — er war in der von mir im Wintersemester 1911/12 iiber Gastheorie 
gehaltenen Vorlesung mein Assistent — mir auch sonst bei der Ausarbeitung der hier 
entwickelten Theorie von groBem Werte war. 
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(29) [y°@do, (i =1, 2, 3, 4, 5) 
fir ¢= 7%, als Funktionen von 2, y, z willkiirlich — etwa gleich f® — 
vorschreibt; wir wollen die so erhaltenen allgemeinsten Lésungen von (27) 
mit a*, b*, u*, v*, w* bezeichnen und iiberdies 
@* — gte—'* ( E— utP + (yn — oP + (C— we} 

setzen. 

Nachdem wir so das erste Glied in der Entwicklung (8) von F auf 
die allgemeinste Weise bestimmt haben, fiihren wir die nimliche Aufgabe 
fiir das zweite Glied durch. 


Es sei jetzt y diejenige véllig bestimmte Lésung der aus (15) hervor- 
gehenden linearen Integralgleichung 


4 of [\W\o*®,* (y,’ + wv — ¥,—¥)do, ds = 1 [@*], 
fiir welche 
Jvoy@*do=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
wird; dann ist 
qo — y? @* 


diejenige véllig bestimmte Lésung der aus (11) hervorgehenden Integral- 
gleichung 


(30) S/(@*, dads = }[o*), 
fiir welche 
(31) [yo Pdo=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 


wird, und die allgemeinste Lésung von (30) ist 


V/) 
(32) P= P+ GF SMy9, (j = 1, 2, 3, 4, 5) 
wobei die fiinf GréBen c willkiirliche Funktionen von 2, y, z, ¢ bedeuten. 


Nunmehr schreiben wir die zur Bestimmung von X dienende Gleichung (12) 
wie folgt 


(33) S[{®, X)do, ds = 3[¥]—4 f/[¥, Pl do, ds, 

und tragen darin ®* an Stelle von ® und den Ausdruck (32) an Stelle 
von & ein. Da diese Gleichung dieselbe Gestalt wie (11) oder (30) auf- 
weist und daher ebenfalls auf die lineare Integralgleichung (24) zuriick- 
fiihrbar ist, so erhalten wir als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Méglichkeit, X zu bestimmen, die Gleichungen 

fe [P]do —[f[v[¥, ¥]dodo,d8=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 

oder, da wegen (13) das zweite Integral verschwindet, 

(34) fv [#]do=0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
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d. h. wenn (32) an Stelle von & eingetragen wird: 


U) 
[vole + &* Sy do —0. (i= 1, 2, 3, 4, 5) 
Dies sind fiinf lineare partielle Differentialgleichungen fiir die fiinf Funk- 
tionen ce. Da die Funktionaldeterminante ihrer linken Seiten nach den 
zeitlichen Ableitungen (28) genau mit der oben betrachteten Determinante 
tibereinstimmt und daher von Null verschieden ausfiallt, so sind die Lésungen 
dieser Differentialgleichungen eindeutig bestimmt, sobald man die Werte 


von ¢ oder auch, — was offenbar auf das nimliche hinausliuft — die 
Werte von 
(35) fv Bdo, (i=1, 2, 3, 4, 5) 


fiir ¢ = 4, willkiirlich als Funktionen von z, y,z — etwa gleich g — 
vorschreibt; wir wollen die so erhaltene allgemeinste Lésung von (34) mit 
w* bezeichnen. 

So fortfahrend verstehen wir unter X° diejenige villig bestimmte 
Lésung der Integralgleichung (33), fiir welche 


(36) [vexda =0, (i=1, 2, 3, 4, 5) 


wird; die allgemeinste Lésung von (33) ist dann 


vi) 
X= X°4+ o* SM pi, (j = 1, 2, 3, 4, 5) 


wobei die GréBen c%) willkiirliche Funktionen von 2, y, z, t bedeuten. Da 
jedoch wiederum die Orthogonalitiitsbedingungen 


(37) Sv [X]do=—0, ((=1, 2, 3, 4, 5) 


erfiillt sein miissen, so bleiben nur die Werte von c” fiir ¢ = ¢, willkiir- 
lich: wir schreiben statt ihrer die Werte von 


(38) [vXdo, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
fiir ¢ = ¢, willkiirlich als Funktionen von 2, y, 2 — etwa gleich h® — vor 


und bezeichnen die so erhaltene allgemeinste Lésung von (37) mit X*. 
Bei diesem Prozesse der Herstellung der allgemeinsten Lésung 


(39) Fe = *" 4 wey xe 4... 


der Fundamentalgleichung (4) treten in jedes einzelne Glied jedesmal fiinf 
neue willkiirliche Funktionen von z, y, z, namlich die Funktionen (29), 
(35), (38), ... ein; diese willkiirlichen Funktionen erscheinen 
aber in dem Gesamtausdruck fiir F in der Weise kombiniert, 
daB derselbe in Wahrheit nur fiinf willkiirliche Funktionen der 
Variabeln z, y, z enthalt. 
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Um diese wichtige Tatsache einzusehen, bedenken wir, daB (39) eine 
der Fundamentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe von 4 ist derart, daB 
die Ausdriicke 


@ pe 
fv Fedo LO O"* 5. fyowe da +1 fH X*da +--+ (i=1,2,3,4,5) 
fiir t=, baw. in die Potenzreihen: 
Ao =" 4g + ahO +--+, (=I, 2, 3, 4, 5) 


iibergehen, und daB es nur eine solche Potenzreihe gibt. Wir bestimmen 
jetzt andererseits nach dem eben dargelegten Verfahren eine der Funda- 
mentalgleichung (4) geniigende Potenzreihe F' von 4 derart, daB wir fiir 
die fiinf Ausdriicke (29) fiir #4 nicht wie friiher f® sondern die 
Werte 1.4 und sodann fiir (35), (38), ... an Stelle g®, h®, ... jedesmal 
Null vorschreiben. Dieser Konstruktion zufolge wird F' eine solche Potenz- 


reihe von 4, daB die finf Ausdriicke Ji vy Fda ebenfalls fiir ¢t = ¢, iden- 
tisch fiir alle 4 in 4 itibergehen. Folglich ist 
F = F*, 


wir erkennen also, daB auch F die allgemeinste Potenzreihenlésung der 
Fundamentalgleichung (4) darstellt, und damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. Die gefundenen Resultate fassen wir in folgendem Theorem zu- 
sammen: 

In der Mannigfaltigkeit aller nach Potenzen von i fortschreitenden 
Lésungen der Fundamentalgleichung (4) ist eine Lisung F eindeutig bestimmt, 
sobald man fiir sie die Werte der fiinf Integrale 
(40) [voFdo, (i=1, 2, 3, 4, 5) 
fiir t =t, als Funktionen von x, y, 2 vorschreibt — etwa gleich A. 

Man erhilt diese Lisung durch folgendes Verfahren: zunichst nehme 
man fiir ® den Ausdruck (14) und bestimme darin a, b, u, v, w als Funk- 
tionen von x, y, 2, t aus den fiinf partiellen Differentialgleichungen (27), 
wobei man fiir t =t, die fiinf Integralwerte (29) gleich 4A vorschreibt; 
sodann bestimme man diejenige Lisung W° der linearen Integralgleichung 
(11), fiir welche die fiinf Bedingungen (31) erfiillt sind, setze 


0) 
P= P41 GP SMy (j =1, 2, 3, 4, 5) 


und bestimme die fiinf Funktionen c von x, y, 2, t aus den fiinf linearen 
partiellen Differentialgleichungen (34), wobei man fiir t = t, die fiinf Integral- 
werte (35) gleich Null vorschreibe; endlich bestimme man diejenige Lisung X° 
der linearen Integralgleichung (12), welche die fiinf Bedingungen (36) er- 
fiillt, setze 
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v) 
X= X°4+ 9 SM yw 
und bestimme hierin die fiinf Funktionen c von x, y, 2, t aus den linearen 
partiellen Differentialgleichungen (37), wobei man wiederum fiir t= t, die 
Integralwerte (38) gleich Null vorschreibe usw. Die Ausdriicke (9) stellen dann 
die Fundamentalfunktion F in erster, zweiter, dritter Anndherung usw. dar. 

Nach den Ausfiihrungen auf 8. 564, 565 ist die Potenzreihenentwicklung 
(8) nach 4 der mathematische Ausdruck fiir die Stabilitét des Bewegungs- 
zustandes des Gases, und da F’ den Zustand des Gases fiir alle Zeit be- 
stimmt und die Kenntnis der Integralwerte (40) uns gerade die Dichte, 
Temperatur und Geschwindigkeit des Gases liefert, so entnehmen wir aus 
dem obigen Theorem das folgende fiir die Gastheorie grundlegende Resultat. 

Der Zustand eines stabilen Gases ist fiir alle Zeit eindeutig bestimmt, 
wenn man fiir dasselbe zur Zeit t = t, Dichte, Temperatur und Geschwindig- 
keit als Funktionen des Ortes kennt. 

Wir haben frither auf 8. 565 gesehen, daB bei der Entwicklung nach 
Potenzen von t— 4, die Mannigfaltigkeit der Lésungen F’ der Fundamental- 
gleichung (4) eine weit héhere ist, als sie sich jetzt bei der Entwicklung 
nach Potenzen von 4 unserem Theorem zufolge herausstellt: damals durfte 
F fir t=, willkirlich als Funktion von &, y, § 2, y, 2 vorgeschrieben 
werden, jetzt dagegen nur die fiinf Integralwerte (40) als Funktionen von 
z,y, 2 Es ist also lediglich die Forderung der Stabilitit in 
der von mir aufgestellten Formulierung auf 8S. 564, die die 
Mannigfaltigkeit der Lésungen der Fundamentalgleichung (4) 
so wesentlich einschrankt, daB dadurch eine Gastheorie még- 
lich wird. — Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, wie sie zur Begriindung 
der Fundamentalformel selber herangezogen werden, spielen hierbei keine 
Rolle. Zur weiteren Begriindung der Gastheorie haben vir vielmehr nur 
nétig, die Vorschriften unseres oben aufgestellten Theorems auszufiihren; 
dieses Verfahren bietet keinerlei Schwierigkeit und liBt nirgends einen 
Zweifel entstehen, welche Glieder bei Berechnung einer bestimmten An- 
niherung zu beriicksichtigen sind. So liefert ohne Zuhilfenahme einer 
neuen Annahme beispielsweise die Berechnung der zweiten Anniherung 
nicht nur den Beweis des zweiten Wiirmesatzes und den Boltzmannschen 
Ausdruck fiir die Entropie des Gases, sondern auch die Bewegungs- 
gleichungen mit Beriicksichtigung der inneren Reibung und der Wirme- 
leitung*); dabei erscheinen die Reibungs- und Wirmeleitungskonstanten 


*) H. A. Lorentz hat in seinen anregenden und tiefsinnigen Untersuchungen itiber 
Gastheorie das niimliche Ziel verfolgt; er gelangt dort zu einer Gleichung, die die 
Rolle der Gleichung (11) in meiner Theorie vertritt, und sucht die Eindeutigkeit 
der Lisung derselben durch Berufung auf einen Satz von Boltzmann zu beweisen (vgl. 
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als Zahlen, die durch Auflésung gewisser Integralgleichungen numerisch zu 
berechnen sind. 


Zum Schlusse sei noch eines Ergebnisses Erwihnung getan, das ich 

eben gefunden habe und das die elementare Theorie der Strahlung, insbe- 
sondere den bekannten Kirchhoffschen Satz iiber das Verhiltnis zwischen 
Emission und Absorption betrifft. Ich erkannte, daB es wiederum eine 
gewisse Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischem Kern ist, die 
den Mittelpunkt dieser Theorie bildet, und wahrend bei niherer Priifung 
alle bisherigen Beweise des Kirchhoffschen Satzes sich als ungeniigend 
herausstellten, gelingt mittelst jener Integralgleichung dieser Beweis auf 
Grund der elementaren Definitionen und Begriffe der Strahlungstheorie 
auf die einfachste und vollstindigste Weise — ein neues bedeutsames 
Zeugnis fiir die weitreichende Kraft, die der Theorie der linearen Integral- 
gleichungen innewohnt. 
H. A. Lorentz, Gesammelte Abhandlungen Bd. I S. 88); diese SchluBweise von H. A. 
Lorentz ist aber nicht stichhaltig, und auch seine weiteren Entwicklungen daselbst 
sind, selbst fiir den einfachsten Fall des einatomigen Gases, mathematisch unbegriindet, 
nicht nur weil sie wesentlich die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der Lisung 
benutzen, sondern vor allem auch weil die Existenz einer Lésung fiir die Lorentzsche 
Gleichung nicht erwiesen wird — und ohne Heranziehung der Theorie der linearen 
Integralgleichungen auch nicht erwiesen werden kann. 
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Sur un probleme de probabilités relatif aux fractions continues. 
Par 


Emme Boren & Paris. 


Dans un récent article de ce recueil*), M. Felix Bernstein croit dé- 
couvrir une contradiction entre un de ses résultats et un énoncé que j’ai 
donné il y a quelques années.**) Il n’y a en réalité aucune contradiction; 
il suffit pour s’assurer qu'il ne peut pas y en avoir, de constater ]’ana- 
_ logie complete entre les formules p. 267. 268 (Bo) et p. 425—427 (Be); 
cette analogie est parfois masquée par les différences de notations. De 
plus, M. Bernstein fait sur l’indépendance des probabilités une remarque 
qui, si elle ninfirme en rien mes résultats, est néanmoins juste en 
elle-méme. Il ne me parait done pas inutile de reprendre briévement la 
question. 

Ce qui est exact dans l’objection de M. Bernstein, c’est que le raison- 
nement que j’ai donné p. 248—251 (Bo) suppose les probabilités indé- 
pendantes et doit étre modifié lorsqu’elles ne le sont pas. Mais cette 
modification du raisonnement est aisée et n’entraine aucune modification 
dans le résultat, c'est ce que je voudrais montrer ici, en développant com- 
plétement le raisonnement dans le cas ov les probabilités ne sont pas 
indépendantes. On constatera que cette nouvelle démonstration ne différe 
pas sensiblement de ce que deviendrait la démonstration du Mémoire cité 
si l'on y développait tous les caleuls sous forme entiére. 

Nous considérons une infinité dénombrable d’épreuves successives, 
qui sont numérotées a l’aide des nombres entiers dans leur ordre naturel; 
la probabilité du cas favorable est désignée par p, pour |’épreuve de 
rang »; la probabilité du cas défavorable est g,=— 1 — p,. 


*) Felix Bernstein, Uber eine Anwendung der Mengenlebre auf ein aus der 
Theorie der sikularen Stérungen herriihrendes Problem, Math. Ann. 71 (1911), 
p- 417—439. Je désignerai ce travail par Be. 

*) Emile Borel, Les probabilités dénombrables et leurs applications arith- 
métiques. Rend. Circ. Mat. Palermo 27 (1909), p.247—271. Je désignerai ce travail par Bo. 
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Nous supposons que p, et g, désignent les probabilités globales, lors- 
que l’on ignore le résultat des »—1 premiéres épreuves; lorsque |’on 
connait ces résultats, la probabilité, au lieu d’étre p,, aura généralement 
une valeur différente, comprise cependant par hypothése entre des limites 
connues p) et p’’: 

Pn SPn SP, 
Nous supposerons essentiellement tous les p’ et tous les p’ différents de 
0 et de 1. Nous dirons que nous sommes dans le cas de convergence si 
les deux séries 
(1)’ Px; 
(1)" =P, 
sont convergentes et que nous sommes dans le cas de divergence lorsque 
ces deux séries sont divergentes.*) Nous allons étudier le cas de conver- 
gence**); nous désignerons par A, la probabilité pour que le cas favorable 
ne se produise jamais, par A, la probabilité pour ce cas favorable se 
produise k fois et k fois seulement, par A. la probabilité pour qu'il se 
produise une infinité de fois. Il est évident que !’on a: 


A,+ A, + A,+-:-+ A, = 1. 
Notre but est de démontrer que l'on a: 
A, = 0). 
Il suffit done de prouver la relation 
Ay+A,+---+A,t-°:-=1. 
Cette série 4 termes positifs ayant une somme bien déterminée, il suffit 
évidemment de prouver qu’elle differe de l’unité aussi peu que |’on veut. 


Pour cela nous remarquerons que, la série (1)” étant convergente, on peut 
& tout nombre donné « faire correspondre un nombre k tel que l'on ait 


[Ja-sp>1-« 


n=k+1 
Nous allons évaluer la somme 

S,= Ag+ A,+---+ A, 
et démontrer que cette somme est supérieure 4 1 — ¢; il en résultera que 
la série & termes positifs, qui ne peut dépasser 1, est bien égale a 1. 


*) On voit que dans le cas oi les probabilités ne sont pas indépendantes, il 
peut arriver que la série (1)’ converge et que la série (1)” diverge; c’est un cas 
nouveau que je laisse de cété aujourd’hui. 

**) On verrait d’une maniére analogue que les conclusions de mon mémoire 
subsistent dans le cas de divergence. 
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Caleulons les divers termes de cette somme et, pour cela, précisons 
les notations. 


La probabilité du cas favorable 4 la premiére épreuve a été désignée 


par p, et celle du cas défavorable par g,; nous poserons, pour rendre 
les notations symétriques: 


Gs = Po- 
Dans le cas od la premiére épreuve a été favorable, nous désignerons 
par p,, la probabilité du cas favorable & la deuxitme épreuve et par p,, 
la probabilité du cas défavorable; si la premitre épreuve a été défavorable, 


la probabilité du cas favorable 4 la deuxiéme épreuve sera p, et la 
probabilité du cas défavorable sera py). 


De méme p,,, désigne la probabilité du cas favorable a la troisiéme 
épreuve lorsque la premiére a été défavorable et la seconde favorable; et 
Poooo “ésigne la probabilité du cas défavorable 4 la quatritme épreuve 
lorsque les trois premiéres ont été défavorables, etc. 

On a évidemment: 


P, Pyy + PoP = Pe» 

P; Pro + Po Poo = Ia» 
P; Pur Parr + P1 Pro Pi01 + Po Por Por + Po Poo Poor = Ps » 
P; Py: Pyro + Ps Pro Pioo + Po Por Pero + Po Poo Poor = 4s » 


On a, de plus, d’aprés nos hypotheses, «, 6, y,--- désignant 0 ou 1, 


Ps SPar SPs’; 
Ps S Pag SP;", 
RS Pagy SM; 


Les valeurs de A,, A,, A,,--- sont les suivantes: 


Ag = Po Poo Pooo * **s 
A, = PPro P10 Pr000 * * * + + + * + Po Por PoroPoroo *** + *** + PoPoo Poor Pooro * * * 
Ay = Ps Py Pro Ps100 P1000 * * * 

+ Py Pio Pr01 Pror0 Proroo * * 

+ Py Pro Ps00 Pr001 Prooro ** * 

OSs ee 8's 


+ Po Pos Pors Porro Porr089 * °° 
+ 


+ Po Poo Poor Poors Poorro * °° 
a ° ° 








a, 


or 
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On voit que, si l’on désigne par TT,, TT,’, --- des produits tels que le suivant, 
a, 6, y désignant 0 ou 1 
TT, = Pasyo0Papy00 Pas y00 Pas yoo vais 
on peut écrire, tous les p,,,--- étant positifs, et par suite tous les termes 
des sommes A,, A,, ---- étant positifs: 
Ay = Po Poo Pooo M4; 
A, > P; Pro Pioo My + Po Por Poro My + Po Poo Poor M1,” » 
Ag > Py Px Paso TY? + Py Pro Prior TWP + Po Por Porr MY” ; 
Ay > Py Py Parr MY?- 
Si done on désigne par P, la plus petite des quantités TT,, TT,,---, T,, 
on a 
Ay + A, + Ag+ As> (Po Poo Pooo + °° * + Pi: Pu Pin) Pe- 
Mais on a évidemment: 
Po Poo Poo + °° * + Pi Pi Pin = Ps + I = 1 
et par suite, nous avons 
A, + A, + A, + A;s> P,. 
On démontrerait de méme la relation 
Ay + A,+ — + A,> Pris» 
P,,, désignant le plus petit des produits TT,,, (au nombre de 2*): 
The gs _ Pa, ce: -- cy0 Pa, ay: . 00 Pee, cry: - + 4,000 ae 
les indices «,, @,,--+,@, désignant 0 ou 1. 


Mais l’on a, par exemple: 


te Ta “ae 
Pa, a, a,00 1 Pa, a 01 = 1 Pree 
et par suite: 


Thai>[[-r)>1-«. 
n=k+1 . 
Il en résulte successivement: 
P45 >1—28, 
A,+ A,+-::-+4,>1—28, C. Q. F. D. 


Considérons la fraction continue, comprise entre 0 et 1: 
1 ——————$— 
a,+1 
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et cherchons la probabilité pour que l’on ait: 
(2) a, > p(n). 
On peut se poser, 4 ce sujet, plusieurs problémes. 

Probleme IL. — Déterminer la probabilité A, pour que l’inégalité (2) 
ne soit jamais vérifiée. 

Probleme Il. — Déterminer la probabilité A, pour que l’inégalité (2) 
soit vérifiée pour k valeurs de » et k seulement. 

Probleme III. — Déterminer la probabilité A, pour que l’inégalité (2) 
soit vérifiée pour une infinité de valeurs de n. 

Les problémes I, II et III correspondent respectivement 4 ceux que 
jai désignés ainsi p. 248—250 (Bo); dans le cas que j'ai appelé cas de 
convergence, les probabilités A,, A, ont des valeurs déterminées, ni nulles 
ni infinies, et l’on a 
(3) A, = 0. 

C'est le résultat que conteste M. Bernstein; en réalité, la probabilité qui 
est différente de zéro, c’est la probabilité A, et la probabilité complé- 
mentaire 1 — A). 

On peut déduire ce résultat des calculs méme de M. Bernstein (Be, p. 429); 
la formule (61) montre en effet que si m est pris assez grand, les pro- 
duits infinis qui y figurent different aussi peu qu’on veut de l’unité et 
il en est de méme de la mesure de l'ensemble des points pour lesquels 
Vinégalité (2) n’est vérifiée que pour un nombre fini de valeurs de n, 
cest a dire cesse d’étre vérifiée & partir d’une valeur de » suffisamment 
grande (non fixée d’avance). 

Si lon se place au point de vue que j'ai adopté dans mon mémoire, 
tout revient & démontrer que si l'on appelle cas favorable le cas ov |’iné- 
galité (2) est vérifiée, et si l’on suppose la série 


(4) P =) 


convergente, on se trouve dans le cas que jai appelé cas de convergence. 
Or, la probabilité Q,, pour que Von ait 


a, >k 
C 
( probabilité que jai appelée 1— P,, et que M. Bernstein appelle on) 
‘m1 
vérifie des inégalités de la forme 
» A B 
(5) Ek < Qt < & 


A et B étant des constantes indépendantes de k (Be, formule (42), p. 426; 
Bo, formules (23) et suivantes, p. 268). M. Bernstein fait observer trés 
justement que cette probabilité Q,, n’est pas indépendante des valeurs 





e! 
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de @,, G,,---, @,_,; mais, quelles que soient ces valeurs, elle vérifie les in- 
égalités (5); comme toutes les démonstrations, celle de M. Bernstein comme 
la mienne, sont basées, non sur la valeur exacte et trés compliquée de 
Q,,.. mais sur les inégalités (5), ces démonstrations ne sont en rien 
modifiées par le fait que Q,, est variable. 

Si lon suppose k = g(m), on posera 


Qn, pin) _ P, 


et l'on trouvera la notation avec laquelle j'ai traité les problémes I, II 
et III (Bo. p. 248—250); la série 


=?Pr 

est bien convergente puisqu’elle se réduit & la série (4) multipliée par 
un facteur inconnu, mais compris entre les nombres fixes A et B. On 
peut dire aussi que p) et p” vérifient les inégalités (5). Le fait que les p, 
ne sont pas constants entraine comme on |’a vu une modification de forme 
dans la démonstration, mais n’altére pas le résultat essentiel; si la série (4) 
est convergente, la probabilité pour que l'on ait, a partir d’une certaine 
valeur de n, 

a, > (n) 
est égale a zéro; il y a une probabilité égale 4 wn pour que |’inégalité 

a, < p(n) 
soit vérifiée, non pour toute valeur de m, mais pour les valeurs de m suf- 
fisamment grandes. En d'autres termes, il y a une probabilité égale a 
un pour que 4, soit asymptotiquement inférieur & p(n). Il y a de méme 
une probabilité égale 4 un pour que a, soit asymptotiquement supérieur 
& @(n), si la série (4) est divergente. De sorte qu’il est infiniment pro- 
bable que la croissance asymptotique de a, est comprise entre toute 
fonction p(n) donnée telle que Ja série (4) soit divergente et toute autre 
fonction donnée telle que cette série soit convergente. 

Puisque l'occasion m’a été donnée de parler du mémoire de M. Bernstein, 
je voudrais dire aussi quelques mots de son Axiome (Be, p. 419). J’ai souvent 
pensé a des considérations de ce genre et je suis convaincu, avec M. Bern- 
stein, que la théorie de la mesure, et en particulier de la mesure nulle, 
est appelée & jouer un réle important dans les questions de mécanique 
statistique. La difficulté essentielle dans ces problémes est en effet 
l'existence possible de mouvements ordonnés, qui sont trés peu probables, 
mais dont la probabilité n’est pas rigoureusement égale 4 zéro. En parti- 
culier, pour le théoreme du minimum de H de Boltzmann, il est bien 
connu que les mouvements tels que H croisse, soit dans U'avenir, soit 
dans le passé & partir de sa valeur actuelle, sont infiniment moins probables 

38* 
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que les mouvements tels que H décroisse (ou conserve sa valeur minimum, 
si elle est atteinte). En réalité, si le nombre des molécules n’est pas 
infini, Yensemble des trajectoires correspondant a la croissance de H n’est 
pas de mesure nulle; sa mesure est seulement extrémement petite. Il 
suffira done d’une perturbation extérieure excessivement faible, d’une action 
stellaire sur un systéme terrestre par exemple, pour que lirréversibilité 
ne soit pas possible*). C’est en ce sens que je comprends l’axiome de 
M. Bernstein; il revient 4 ceci: pratiquement, une probabilité nulle ou 
extrémement petite doit ¢tre considérée comme équivalente a Vimpossibilite. 
Nous entendons par extrémement petite une probabilité telle que l’évenement 
attendu doive se produire une fois, en moyenne, dans l’univers accessible 
& homme au cours d'une période de temps trés grande par rapport a la 
durée du systéme solaire. 


*) Voir mon article Sur les principes de la théorie cinétique des gaz (Ann. Ec. 
Norm. 1906) et ma Note: Modéles arithmétiques et analytiques de Virréversibilité ap- 
parente (C. R. 154, p. 1148). 
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Uber geometrische Wahrscheinlichkeit und tiber das Axiom der 
beschrankten Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen. 


Von 
Feuix Bernstem in Gottingen. 


Gelegentlich des Beweises eines Satzes, dessen ich in meiner Arbeit 
»Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus der Theorie der 
Sikularstérungen herriihrendes Problem“ (Math. Ann. 71, 8. 417—439) be- 
durfte, habe ich bemerkt, daB derselbe zum Teil in Ubereinstimmung, zum 
Teil in Widerspruch mit einem Satz von E. Borel sich befiinde, und einen 
Einwand gegen den Beweis von E. Borel formuliert. Ich werde in dankens- 
werter Weise darauf aufmerksam gemacht, daB der Widerspruch der Be- 
hauptungen nur scheinbar ist.*) Andererseits bleibt mein Einwand gegen 
den Beweis von E. Borel, der darin bestand, daB bei der Anwendung des 
Theorems der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit die wichtige Tat- 
sache der Abhingigkeit der vorliegenden Wahrscheinlichkeiten tibersehen 
sei, unveriindert bestehen. 

Beztiglich der Autorschaft dieser Wahrscheinlichkeitssiitze michte ich 
noch bemerken, daB, wie ich nachtraglich gefunden habe, die fraglichen Satze 
bereits von Gyldén ,Brodén und Wiman behauptet worden sind (vgl. insbes. 
Wiman, Oofersigt af K. Sv. Vet. Akad. Férh. 1900, S. 829). Freilich kénnen 
die Beweisversuche von Gyldén und Brodén keinen Anspruch auf Strenge 
machen. Dagegen hat, wie ich jetzt sehe, Wiman, dem man ‘iberhaupt die Be- 
griindung der mengentheoretischen Wahrscheinlichkeit verdankt, am SchluB 
der zitierten Abhandlung (S. 840) einen einwandfreien Beweis des einen 
Teiles des in Rede stehenden Satzes (niamlich fiir den Fall der Konver- 
genz von > =i) gegeben, der von dem meinigen verschieden ist, und 
denselben ebenfalls auf ein Problem der Stérungstheorie ankniipfend an 
Gyldén angewendet. Die Anwendung auf Stérungstheorie, die sich in meiner 

*) Er beruht auf verschiedenem Gebrauch der Wendung ,,von einem gewissen » 
an“. Ich beziehe mich damit auf eine Gesamtheit M,,, die einem gewissen » entspricht, 
wihrend E. Borel eine Gesamtheit M,, im Auge hat, fiir die es ein solches n gibt, 


daB von diesem an eine gewisse HKigenschaft erfiillt ist. M,,, umfaBt M,, und Mx 
ist die kleinste Menge, die alle M,, umfaBt. 
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Arbeit befindet, benutzt iibrigens gerade den anderen, von mir zuerst streng 
bewiesenen, Teil des fraglichen Wahrscheinlichkeitssatzes. 


Ich michte diese Gelegenheit benutzen, um zugleich auf die Bemerkungen, 
welche P. Bohl zu dem von mir aufgestellten Axiom der beschriinkten 
Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen gemacht hat, in einigen Punkten 
einzugehen. 

Der sachliche Tatbestand ist dieser, daB bei dem vorliegenden 
mechanischen System der Eintritt einer bestimmten Erscheinung — der 
mittleren Bewegung — an die notwendige Bedingung gekniipft ist, daB 
die Werte der Parameter einer gewissen Nullmenge angehéren. Setzen 
wir nun den Fall, daB bei der Beobachtung der Bewegung des Erdperihels 
z. B. festgestellt worden wiire, daB dasselbe etwa stets pur um + 1° um 
eine gleichférmige Bewegung schwanke, so wiirde nach einer Auffassung, 
die der von P. Bohl geiuBerten entspricht, angenommen werden, dab 
solehe Verhiiltnisse bei der Entstehung des Planetensystems obgewaltet 
hitten, daB den Parametern gewisse Spezialwerte (in der Nullmenge) 
zuerteilt wurden, welche die beobachtete Bewegung zur Folge haben 
muBten. Das von mir aufgestellte Axiom verwirft eine solche Annahme, 
weil sie arithmetische Genauigkeit von Beobachtungsdaten impliziert, und 
wiirde fordern, den Lagrangeschen Ansatz*) itiberhaupt als unzureichend 
anzusehen, die gemachte Beobachtung zu erkliiren. Es wiirde daher ver- 
langen, daB man andere unbekannte Ursachen entdecke, deren Wirkung 
darin bestehen wiirde, stiindig die Bewegung des Erdperihels in jenen als 
beobachtet**) angenommenen Grenzen zu halten. Auf diese heuristische 
Seite des Prinzips méchte ich den Hauptwert legen. Andererseits bezeichnet 
das Prinzip auch zugleich die Grenze, bis zu der die arithmetische Ana- 
lyse der Punktmenge noch eine physikalische Bedeutung besitzt. 

Will man die vorliegenden Betrachtungen auf die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung stiitzen, wie Herr Borel zu tun vorschligt, so wird man 
am besten die Bayessche Regel etwa in folgender Weise heranziehen: 

Fiir das Eintreffen irgend eines Ereignisses FE sei zuniichst die Hypo- 
these H mit der sehr groBen apriorischen Wahrscheinlichkeit w aufgestellt, 

*) Dabei wird vorlaufig davon abgesehen, wie weit fiir das wirkliche astronomi- 
sche Problem der Lagrangesche Ansatz, der nur eine Niiherung ist, als solche ge- 
niigt. Eine Punktmengenbedingung wird in dem komplizierteren vollstindigen Problem 
erst recht zu erwarten sein. 

**) Die Beobachtung einer solchen Art der Bewegung wiirde streng genommen 
eine unendliche Beobachtungsdauer erfordern. Indessen wiirde das gleiche fiir die 
Beobachtung jeder Art mechanischer Stabilitiit gelten und nichts ist hiiufiger als solche 
zeitliche Extrapolationen der Beobachtung. Im mathematischen Sinne erfordern sie 
natiirlich die Formulierung eines entsprechenden Axioms. 











Geometr. Wahrscheinl. u. beschrinkte Arithmetisierbarkeit. 587 


aber das Ereignis E folge aus derselben mit einer (sehr kleinen) Wahr- 
scheinlichkeit p (sodaB w-p ebenfalls klein ist), dann gibt es stets andere 
Hypothesen H’, H”,---, deren Wahrscheinlichkeiten a priori w’, w”, --- 
an sich geringer als w sind, aus denen aber das Ereignis E mit solchen 
Wahrscheinlichkeiten p’, p”,--- folgt, daB w'p’, w’p”,--- gréBer als wp ist. 

Nach der Bayesschen Regel haben dann diese Hypothesen H’, H”, - - - 
nach der Beobachtung von EF eine gréBere Wahrscheinlichkeit a posteriori 
als H. 

Wenn man also z. B. bei hundertmaligem Wiirfeln mit einem Wiirfel 
jedesmal das Erscheinen der Eins beobachten wiirde, so wiirde man die 
zuniichst vielleicht gemachte Hypothese H, der Wiirfel sei regulir — 
deren Wahrscheinlichkeit a priori w sehr groB sein kann —, verwerfen 
und schlieBen, der Wiirfel sei falsch. 

In der Tat ist die Wahrscheinlichkeit p, hundertmal hintereinander 


Eins zu werfen, nur p = im und daher wp sehr klein, wihrend die Hypo- 


these H’, daB die Wiirfelseite mit der Eins leichter sei, vielleicht nur 
eine kleine Wahrscheinlichkeit w’ besitzt, aber doch, da dann p’ nahezu 
Eins wird, immerhin eine Wahrscheinlichkeit proportional w’p’ gewinnt, 


‘ 1 a 
welches griBer als w ,;,. sein wird. 


Ebenso wird im vorliegenden Falle die Hypothese H, daB der Lagrange- 
sche Ansatz gilt, zuniichst eine groBe Wahrscheinlichkeit a priori w haben, 
dagegen wird man fiir p Null setzen miissen, und also wp = finden. 
Daher wird man jede andere Hypothese H’, die das Ereignis Z der mittleren 
Bewegung als endlich wahrscheinlich erscheinen la8t, vorziehen, falls sie 
itiberhaupt eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit besitzt. 

DaB man p gleich Null setzen mu, folgt daraus, daB die Werte 
mittlerer Bewegung eine Nullmenge ausmachen, einmal wenn man gleichen 
Volumina im Parameterraum gleiche Wahrscheinlichkeit gibt, bleibt aber 
andererseits auch dann notwendig, wenn man im Parameterraum eine stetige 
Gewichtsbelegung einfiihrt, resp. stetig zu anderen Parametern iibergeht. 
Die endlichen Wahrscheinlichkeiten dagegen wie z. B. die des Innehaltens 
gewisser Grenzen fiir die Perihelbewegung in begrenzter Zeit, hingen von 
der Wahl der Gewichtsfunktion ab. Da aber diese Wahrscheinlichkeiten 
a posteriori z. T. beobachtet sind, so kénnte man durch eine Rechnung, fiir 
die meine Formeln eine gentigende Grundlage geben, festzustellen suchen, 
ob es eine geeignete Gewichtsfunktion gibt und ob z. B. die in der Gas- 
theorie iibliche Annahme, im Raum der kanonischen Parameter die Gewichts- 
funktion gleich Eins zu setzen, hier durchfiihrbar ist. 
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Uber die Konstruktion der regularen Polygone. 
Von 


Kari Kommereve in Stuttgart. 


Im letzten Band dieser Annalen*) hat Herr Chepmell eine geometrische 
Methode angegeben, die zu einem mit der Kreisteilungsgleichung ‘quiva- 
lenten Gleichungssystem fiihrt. Dazu michte ich bemerken, dab dieses 
System nicht neu ist; ebenso ist die Bemerkung des H. Chepmell, daB alle 
Beweise fiir die Konstruktionen des reguliren 17-Ecks auBerhalb des Gebiets 
der reinen Geometrie liegen, nicht ganz zutreffend. In einer bemerkens- 
werten Arbeit hat nimlich A. Padoa**) auf geometrischem Wege dieses 
Gleichungssystem abgeleitet und durch Lisung desselben eine Konstruktion 
des reguliiren 17-Ecks gegeben. Ich selbst habe in einer Arbeit***) diese 
Gleichungen in wesentlich einfacherer Weise aus einer Figur hergeleitet, 
welche als eine Verallgemeinerung der bei der Konstruktion des reguliren 
10-Ecks iiblichen Figur anzusehen ist, und zwar fiir alle reguliiren Poly- 
gone, deren Seitenzahl » von der Form 2"+1 ist. Zugleich habe ich, 
was mir nicht unwichtig erscheint, fiir das reguliire 17-Eck das Gleichungs- 
system so gelést, daB dieselben quadratischen Gleichungen resultieren, wie 
sie die Theorie der Kreisteilung liefert. Dies hat den Vorteil, da’ man 
alle bisher bekannten Konstruktionen, so namentlich die schéne und ein- 
fache Konstruktion von Richmond+), ohne weiteres anwenden kann. Da 
meine oben erwiihnte Arbeit in einer nicht allgemein zugiinglichen Zeit- 
schrift erschienen ist, so sei es mir gestattet, hier kurz die Methode an 
dem Beispiel des reguliren 34-Ecks zu skizzieren. 


*) , Note on the geometrical construction of certain polygons‘, Math. Ann. 71 
(1912), S. s9eff. 

**) A. Padoa, ,,Poligoni regolari di 34 lati, trattazione elementare“, Boll. di 
Mat. (1903), 8. 2. Die Padoasche Arbeit ist in dem bekannten Buche von F. Enriques 
Fragen der Elementargeometrie“, Leipzig (1907), 8. 186ff. abgedruckt. 

**) K. Kommerell, ,,Elementargeometrische Konstruktion des reguliiren 17-Ecks", 
Untbl. f. Math. u. Natwiss. 16 (1910), S. 127/f. 

+) Math. Ann. 67 (1909), 8. 459ff. 
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Konstruktion der reguliren Polygone. 


Ist in nebenstehender Figur ABC ein Bestimmungs- 
dreieck eines regulaéren 34-Ecks, so errichte man auf AB 
in der Mitte D das Lot, das AC in E£ trifft, in der Mitte 
H von BE auf BE das Lot, das AC in F schneidet und 
endlich das Mittellot auf BF, das mit AC geschnitten den 
Punkt G gibt. Es ist dann BG = BC. Ist umgekehrt 
BG= BC, so ist ABC ein Bestimmungsdreieck des regu- 
liren 34-Ecks; denn bezeichnet man den Winkel 

BAC=x ABE 

mit @, so ist 

x BEF =<x EBF = 2a, 

x BFG=<x FBG= 4a, 

x BGC=<x BCG = 8a. 
Da nun das Dreieck BGC dem Dreieck ABC ibnlich 
ist, so ist <¢ GBC =a, und als Winkelsumme im Drei- 
eck ABC hat man jetzt 17@—2, und es ist daher 
a = 2:17. Man setze nun 


AB=AC=a; AE=BE=); EF=BF=c; 
FG = BG = BC=d 
und wende auf das Dreieck ABC den Kosinussatz an 
a* = 2b? + 2b* cos 2a. 
Aus dem Dreieck EHF ergibt sich 


b 
cos 2a = —:¢ 


2 
und somit 
a\?2 b 
(1) (j)-z+2. 
Ebenso erhalt man 
b\2 
(2) (2) -3 + 2. 


Aus dem Dreieck F BG folgt wieder mit Hilfe des Kosinussatzes 
c? = 2d*+ 2d? cos 8a 
und aus dem Dreieck AJB, wo J die Mitte von BC ist 


1 
cos 8a = ; 2a. 


Die letzten zwei Gleichungen geben 


@ (sf 42 
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Wendet man endlich auf das Dreieck ABC den Kosinussatz an 
d* = 2a* — 2a’ cos « 

und entnimmt aus dem Dreieck ADE 


a 
cos « = —=-:b, 


so folgt 
d\2 es s 
(4) (“) =—;, +2. 
Wir setzen nun 
- a b c d 
(5) “ree 2S 2 ee 


und erhalten aus (1) bis (4) und durch Multiplikation der Gleichungen (5) 


2,3 = Lat 2, 
2,* = z+ 2, 








6 

(°) 2,°= x,+ 2, 
2° =—2,+ 2, 

(7) 4, %,%,%,—=—— 1. 


Es sei bemerkt, daB x, allein von den vier GréBen negativ ist und 
absolut genommen kleiner als zwei ist; denn aus dem Dreieck ABE folgt 
a<2b oder a:b<2. AuBerdem ergibt sich leicht aus der Figur, dab 
Ly > Ly > UX, ist. 

Zur Auflésung des Gleichungssystems (6) ziehe man die dritte Glei- 
chung von der ersten und ebenso die vierte von der zweiten ab und 
erhalt so 

(2, + 25) (a, —%3) = 4 — %, 
(2 + %) (%— 2) = 2% — 4; 


multipliziert man diese Gleichungen und hebt die gleichen (von Null 
verschiedenen!) -Faktoren links und rechts weg, so folgt 


(8) (4, +25) (7, +2,)=—1 
oder 

(9) LyX + 24%, + 4,%, + 4%,%,——1. 
Wir setzen nun 

(10) Uti t ts + %, => 4, =§, 


und suchen eine Gleichung zu bilden, aus der sich & bestimmt. 
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Man addiere zu diesem Zwecke die Gleichungen (6), worauf 


(11) a17=—§+8 


folgt; weiter multipliziere man (6) der Reihe nach mit 2,,2,, 7,2, und 
addiere: man erhilt so mit Hilfe von (9) 


(12) >t, =—1+ 2. 
Aus den Potenzsummen >'z,, >2,°, Sxz,° berechnet man 


dines 1 £§—8 $__ g3&*__ 20 —2 
(13) >17,-' : et S2,2,2, = =5 a Ts 


Multipliziert man jetzt die Gleichungen (6) miteinander, so folgt 
222,227,272, = 16 + 8 Sx, +4 Sx,2, +2 Sx, 152 + 1,2, XX, 
und nach (7), (10) und (13) fiir & die Gleichung 
s+ 3? 2-8-0 


oder 
(14) (6? +§—4) E+ 2) =—0. 
Der Wert £=—2 ist auszuschlieBen, da nach dem Obigen in z,+2,+2%,+2%, 


nur 2, negativ und absolut genommen < 2 ist. 
Ks ist daher 


(15) &e+&—-4=0 
oder tele 
(16) g——54YV (fy +2, 


wobei das Pluszeichen zu wihlen war; denn sonst wiirde € negativ und 
absolut genommen > 2, was nicht sein kann. Nachdem die Strecke & 
konstruiert ist, folgt jetzt aus (8) und (10) 
(17) (2, +23) + @ +) = &, 

(%, +23) - (@+%)=——1, 
und hieraus 


(18) 4+4,= S -V (2) +2, Lt+iy= : +V (2) +0. 


Das Zeichen muBte in der angegebenen Weise gewahlt werden, da 2, 
allein negativ ist und darum nur 2, + 2, negativ sein kann. Jetzt addiere 
man in (6) die zweite und vierte Gleichung, worauf nach (18) sich ergibt: 
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ni +22—4—|V/(4) "+1 4} 
%Z+Y% = 24Y(5) +0. 


Hieraus kann nun unschwer die Strecke z, bestimmt und konstruiert 
werden. Setzt man aber a = 1, so ist nach (5) x, die Seite des reguliren 
34-Ecks im Kreis mit dem Radius 1. Beziiglich der Ableitung der Rich- 
mondschen Konstruktion verweise ich auf meine oben zitierte Arbeit. 


Stuttgart, den 1. Februar 1912. 
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Uber bestandig hyperbolisch gekrimmte Kurvenstiicke. 
Von 


Hans Mourmann in Karlsruhe i. B 


In diesem Bande der Mathematischen Annalen*) habe ich im AnschluB 
an einen Aufsatz des Herrn Béhmer*™*) gezeigt, daB irgend fiinf Punkte 
einer bestindig elliptisch (hyperbolisch) gekriimmten M-Kurve auf einer 
Ellipse (Hyperbel) liegen. Dabei gingen, da sowohl die behandelten Kurven 
als auch die Parabel monotrope, die euklidische Ebene in zwei Gebiete 
zerlegende Kurven sind, die Begriffe Innen und Aufen véllig homogen in 
die Betrachtungen ein. Sie spielten dieselbe Rolle, wie die Begriffe ,,auf 
der einen und auf der anderen Seite“ bei einer geraden Linie. Das braucht 
nicht mehr der Fall zu sein, wenn man es unternimmt, die Untersuchungen 
auf monotrope Kurvenstiicke auszudehnen. Und in der Tat resultiert aus 
dieser Uberlegung die Bemerkung eines sehr interessanten Unterschiedes 
zwischen iiberall elliptisch und iiberall hyperbolisch gekriimmten Kurven- 
stiicken. 

Wie man unschwer erkennt, gelten die Sitze tiber monotrope Kurven, 
so wie ich sie in der genannten Arbeit ausgesprochen habe, fii Kurven- 
stiicke, selbst wenn der Winkel irgend zweier Tangenten des Kurvenstiickes 
kleiner als 180° ist, im allgemeinen nicht. Ein Beispiel mége zur Illu- 
stration dienen. Das Stiick der spiralférmigen Enveloppe der Geraden 


xeoosgp+ysing =—é+ aq (-i<p<x—<), 


wo ¢ und a positive Konstanten sind und « relativ zu @ hinreichend klein 
ist (2. B. ¢ = 0,1; a=1) hat mit der Parabel mit dem Parameter p = ¢, 





*) Uber bestindig elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch gekriimmte Kurven, 
8. 285—291. 
**) Uber elliptisch-konvexe Ovale: Math. Ann, 60, S. 256—262. 
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welche das Kurvenstiick im Punkte g = 0 oskuliert (deren Achse also 
— als orientierte Normale — zur positiven X-Achse parallel ist) ersicht- 
lich zwei weitere Punkte gemein 
(fiir welche g > 0 ist). 

Das Kurvenstiick ist aber nicht 
nur tiberall monotrop, sondern so- 
gar bestindig elliptisch gekriimmt. 
Eine Parabel, welche zweimal auf 
der Aufenseite von dem Kurven- 
stiick beriihrt wird, existiert dem- 
nach*) nicht. Infolgedessen werden 
auch die Schliisse hinfallig, welche 
zu dem als Theorem I formulierten Satze meiner in der 1. Anmerkung 
genannten Arbeit fiihren, soweit sich dieser auf elliptisch gekriimmte 
Kurvenstiicke bezieht, und zwar selbst dann, wenn der Winkel irgend zweier 
Tangenten des Kurvenstiickes <180° ist. In der Tat zeigt das obige Beispiel 
zugleich, daB besagtes Theorem I nicht fiir jedes elliptisch gekriimmte Kurven- 
stiick (der angegebenen Beschajfenheit) gilt. 

Man wird sich vergeblich bemiihen, ein analoges Beispiel fiir ein 
bestiindig hyperbolisch gekriimmtes Kurvenstiick zu bilden. Hier liegen 
namlich die Verhiltnisse wesentlich anders, wie die folgenden Betrach- 
tungen zeigen sollen. 

Hat ein monotropes Kurvenstiick, fiir welches der Winkel irgend 
zweier Tangenten kleiner als 180° ist, mit einer Parabel fiinf (oder mehr) 
Pankte gemein, so kénnen nach dem 2. Hilfssatz meiner friiher zitierten 
Arbeit mindestens vier dieser Punkte so numeriert werden, dab man 
successive vom ersten bis zum vierten auf dem Kurvenstiick und auf end- 
lichem Wege auch auf der Parabel gelangen kann. Sind nur vier solche 
Punkte vorhanden, so mu8 notwendigerweise das Kurvenstiick beim ersten 
aus dem Innern der Parabel aus- und beim vierten in das Innere eintreten. 
Es gibt daher, wenn fiir ein Kurvenstiick der angegebenen Beschaffenheit 
die Voraussetzungen des 1. Satzes jener Arbeit erfiillt sind, immer eine 
Parabel (mit dergelben Achsenrichtung und gréBerem Parameter), welche 
von dem Kurvenstiick zweimal auf der Innenseite beriihrt wird. 

Nun folgt aber andererseits aus dem 3. Satze der genannten Arbeit, 
daB der Winkel irgend zweier Tangenten eines iiberall hyperbolisch ge- 
kriimmten Kurvenstiickes kleiner als 180° ist. Die Siitze 6, 7 und 8 gelten 











*) Nach Satz 6 meiner in der 1. Anmerkung zitierten Arbeit. Denn dieser Satz 
bleibt, wie unmittelbar ersichtlich, fiir monotrope Kurvenstiicke giiltig, fiir welche 
der Winkel irgend zweier Tangenten kleiner als 180° ist. 
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daher schon fir iiberall hyperbolisch gekriimmte Kurvenstiicke. Und man 
kann demnach iiber das Theorem | (der genannten Arbeit) hinausgehend 
den Satz aussprechen: 

Theorem: Irgend fiinf Punkte eines iiberall hyperbolisch gekriimmten 
Stiickes eines reellen (analytischen*)) Kurvenzuges liegen auf einer Hyperbel. 


Karlsruhe i. B., 1912. 


*) Es geniigt natiirlich Existenz und Stetigkeit der ersten vier Differential- 
quotienten der Funktion p(g) in der Tangentengleichung des Kurvenstiickes voraus- 
zusetzen. 











